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I. 

Ueber  das  vierte  Porisraa  von  Perraat. 

Von 

Herrn  Prof.  Dr.  Ofterdinger  und  Herrn  Rector  Dr.  JSagel 

in  Ulm. 


VorerinneruDg. 

In  der  Gesellschaft  für  Mathematik  und  Naturwissenschaften 
in  Ulm  wurde  von  Unterzeichnetem  ein  Vortrag  Über  das  vierte 
Porisma  von  Fermat  gehalten.  In  einer  der  nächsten  Sitzungen 
hielt  Herr  Rector  Dr.  Nagel  einen  Vortrag  über  denselben  Gegen- 
stand, wobei  er  nachfolgende  Zusätze  entwickelte.  Die  Gesell- 
sebaft  beschloss  beide  Vorträge  zum  Abdruck  in  das  Archiv  für 
Mathematik  und  Physik  einzuschicken. 

Ulm.  18.  Mai  1866.  Ofterdinger. 


Heber  das  vierte  Porisma  von  Fermat  toü  lerrn  Dr.  Ludwig 

Jelii  Ofterdinger. 

In  Hutton's  Philos.  and  Mathem.  Dictionary  Art 
Circle.  nro.  19.  kommt  ohne  Beweis  nachfolgender  wichtige 
Satz  vor,  welcher  das  vierte  Porisma  von  Fermat  ist  (P.  Fer- 
mat varia  opera  mathem.  Tolos.  168«.  pag.  118.)  und  von 
deraEulerCNoviComm.Petropol.  tom.I.  pag.  40.) und R.  Sim- 
son  (operaquaedam  reliqua  math.  G  las  g.  1776.  Prop83) 
einen  Beweis  geliefert  hat.  (Vergleiche  hierüber:  Porismen 
nach  R.Simson  bearbeitet  und  vermehrt  von  A.  Richter 
Elbing  1837.  pag.  148.)*).    Obschon  die  Beweise  von  Euler  und 

•)  II.  vergl.  auch  Archiv.  TM.  XXVII.  S  HG.  -  Tbl.  XXX.  S  120 
S.246.  -  TM.  XXXI.  S.  61.  S.  295.  -  TM.  XXXII.  S.  125.  G.  ' 

T*«U  XL  VI.  , 
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2  üflerdinger  v.  Saget:  leb  er  das  riet  le  Für  ist»  a 

Sirason  an  Kürze  und  Eleganz  nichts  zu  wünschen  übrig  lassen, 
so  folgt  hier  doch  ein  von  den  genannten  abweichender  lieweis,  der 
zur  nachfolgenden  Verallgemeinerung  am  bequemsten  sein  mochte. 

SntK  I.    Taf.  I.  Fig.  1.  und  Fig.  2. 

Wenn  man  an  den  Durchmesser  AB  eines  Kreises 
ein  Rechteck  ABCD  legt,  dessen  Höhe  AI)  gleich  ist 
der  Seite  AE  eines  in  den  Kreis  beschriebenen  Qua- 
drats, und  aus  den  Ecken  C  und  D  desselben  nach  ei. 
n  cm  beliebigen  Punkt  P  des  Um  fang  es  dieses  Kreises 
gerade  Linien  CP  und  DP  zieht,  welche  den  Durch- 
messer AB  in  M  und  N  schneiden,  so  ist; 

AM*+Bm  =  AB* 

Beweis. 

I.  Es  liege  der  Punkt  P  auf  dem  gegen  CD  coneaven  Theil 
des  Umkreises.    Taf.  I.  Fig.  1. 

Ziehe  durch  den  Mittelpunkt  H  und  durch  den  Punkt  P  auf 
DC  die  Normalen  FG  und  PR,  welche  letztere  die  AB  in  Q 
schneidet,  und  verbinde  //  und  P  und  ebenso  G  und  P  durch 
gerade  Linien. 

Nun  ist  AM2+BM2  =  2AH*  +  2HM*  ) 

Am  +  bn*  =  2ah2\  mm  \  b,em*  J* 

also  AM2  +  A m \BM2\ Bm = 4 A H*  +  2  HM*  +  2  lim 

=  AB2 +  2  HM*  r-  2 Hm. 

Nun  ist  DG  =  GC,  also  JSS  =  SM,  also 

HM2  +  Hm=z21SS2  +  2HS2,  Eiern.  II.  10, 

also : 

2  HM*  +  2HN2  =  4  ISS2  +  4HS*=  Mm  +  4  HS*. 

daher: 

1) . . .  AM2  +  Am  +  BM*  +  Bm  =  i4/*2  +  MV*  +  ABS*. 

Da  ilfiV:  CD  =  PQ  :  PR,  so  ist,  da  ZfC*  =  AE2, 
also  2BC2=z2AE2  =  AB2=CD2  ist: 

=  2PQ*:  2PÄ*  Elem.  V.  15, 
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ron  Ferrnat.  3 

also: 

2)  Mm:  BC*  =  2PQ*:P/P,  Elem.  V  4. 
Weil  ferner: 

so  ist: 

HS*:BC*  =  HQ*;PR*, 

also: 

3)  4HS*:BC*  =  4HQ*  :  PF?. 

Verbindet  man  nro.  2.  und  nro.  3.,  so  ist  nach  Elem.  V.  24.  u.  4. 

4)  .  .  .  Mm  +  iH&iZßHP  +  ißQt^BCi.PR*. 
Endlich  ist: 

also: 

=  Am  +  ßM*:DR*  +  CÄ«  Elem.  V.  12. 

Nun  ist  aber: 

DR1  +  CK1  =  2 Z)G*  +  2         Elem.  II.  9. 

=  2/>Q*  +  4//Q*    Elem.  I.  47 

Also  bat  man: 

5)  .  .  .  .  BC*:PR*  =  Am+BM*:2PQ*  +  4HQ*. 

Verbindet  man  nro.  5.  mit  nro.  4.,  so  bat  man  nach  Elem.  V . 
II.  und  9.  Ay*  +  BM*=  Mm  +  4 ÄS«,  und  nach  nro.  I.: 

AM*  f  Am  +  IM/*  -f  tfiV*  =  AB*\  Mm  \  4  //.V* 

also: 

Am\Bm  =  ab*, 

q.  e.  d. 

II.  Es  falle  der  Punkt  P  auf  den  gegen  CD  convexen  Theil 
des  Umkreises,  Taf.  I.  Fig.  2.,  so  fällt  der  Punkt  M  in  die  Ver- 
längerung von  AB. 

i  • 
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4        Ofterding  er  u.  Nagel:  lieber  das  vierte  Porisma 

Ziehe  durch  den  Mittelpunkt  H  und  durch  P  auf  DC  die 
Normalen  GF  und  PQ,  verbinde  P  mit  H  und  G  mit  P  durch 
gerade  Linien,  und  verlängere  letztere,  bis  sie  die  verlängerte  Ali 
in  S  trifft. 

Es  ist     AM*-^BM2  =  ^AHi-\-(2HM*  Eiern.  II.  10. 
und    AW+BWz^VAW  +  IHW,   Eiern. II.  9. 

also: 

=  ^ß*+4MS»+4#S» 
=  +  MN*+AHS*. 

Nun  ist: 

JfiV:  CD==PO:PÄ, 

also: 

:  j  ßg£  j  =  PQ*:P/<*  =  2PQ» :  2PÄ» 

daher: 

*2)  AfiV* :  BC*  =  2PQ* :  PR* 

Ferner  ist: 

•  l  BC  S  ~  }  HQ  5  * 


also- 


HS*iBC*  =  HQ*iPK*, 

folglich: 

3)  ABS1 :  BC*  =  4ff Q* :  Pi2a 

Verbindet  man  nro.  3.  mit  nro.  6.,  so  hat  man  nach  Eiern.  V.24 
MN*  +  AHS*  iBC*  =  2PQ*  +  AHQ* :  Pß* 

also: 

4)  .  .  .  MN*  +  AHS*:2PQ*+AHQ*  =  BC*:PR* 

« 

Endlich  ist: 
also: 

AN* :  DR*  =  BM* :  Cß2 
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Daher  nach  Eiern.  V.  12: 

}BC*Y  (PQ*\  =  ^  +  ÄJf«:  DR*  +  CR* 

Da  duo  DR*  +  CR*  =  2DG*+<2GR*,  Eiern.  II.  9 

=s  2PH*^QH*  =  2/>Q*+  4#Q», 

so  Ut: 

5).  .  .  BC*:PQ*=  AN*  +  BM*:2PQ*  +  4BQ* 

Verbindet  man  nro.  4.  mit  nro.  5.,  so  ist  nach  Eiern.  V.  II.  9: 
^JV»  +  BM*  =  MN*+ABS* ; 

nach  nro.  I.  war: 

+  AN*  -f  »  Jf»  +  BN*  =  /I +  Af/V«  +  4#S*, 

also 

q.  e.  d. 

1.  Zusatz.  Verlängert  man  DP,  bis  die  Peripherie  in  P 
tum  »weiten  Mal  geschnitten  wird,  und  zieht  man  CP,  so  ist  nach 
dem  ersten  Fall: 

AB*  =  AM'*+BN*, 
und  oacb  dem  zweiten  Fall: 

AB*=z  A1H*  +  BN*. 

also  ist: 

A3!  =  4  J/'. 

Ebenso  ist,  wenn  CP  den  Kreis  zum  zweiten  Mal  in  p  be- 
gegnet und  Dpn  gezogen  wird: 

A3t*  +  Bn*  =  AB*  =  ^V»  |  BN*,  also       =  ÄiV. 

2.  Zusatz.  Die  Linie  schneide  die  Linie  /)/>«  in  q. 
U*PCCp=CB*  (Eiern.  III.  36.)  =  DC.  CG  (ex  const),  so  liegen 
die  Punkte  P,  />,  Cr  auf  der  Peripherie  eines  Kreises.  Und 
da  PD.DP  —  DA*  (Eiern.  III.  30.)  =  DC,  DG,  so  liegen  auch 
die  Punkte  C,  P,  G  auf  der  Peripherie  eines  Kreises.  Also 
ist  Winkel  DGP=  CPD  und  PqD  =  PCP+ opC  =z  PCP 
+  #V>  =  PCP+PGD  =  +  =  Z>/>C,  und  daher  g 
auf  der  Peripherie  des  Kreises  um  den  Durchmesser  AB. 


Öfter tlinger  u  Saget:  Veber  das  vierte  Portema 


Satz  II.    Taf.  I.  Fig.  3. 
Allgemeiner  Satz. 


Zieht  man  in  einem  Kreis  irgend  eine  Sehne  AB, 
an  ihre  Endpunkte  zwei  gleich  lange  Tangenten  AD 
und  BC  und  zwar  so  lang,  das»  sie  als  Katheten  eines 
gleichschenkligen  rechtwinkligen  Dreieckes  ange- 
sehen werden  können,  dessen  Hypotenuse  die  Verhin- 
dungslinie  DC  sei  (so  dass  also  AD*  +  BC1  =  DC2 
=  2BC*  =  2AD*,  oder,  wenn  DC  in  G  halbirt  wird,  BC2 
==  AD2  =  DC.  GC  w  erd  c);  so  wird,  wenn  man  von  den 
Punkten  D  und  C  an  irgend  einen  Punkt  P  der  Peri- 
pherie gerade  Linien  zieht,  die  Seh  ne  AB  in  den  Punk- 
ten ftl  und  iV  so  geschnitten,  dass  man  hat: 


Man  ziehe  durch  P  die  LK  parallel  AB,  verbinde  G  und  P 
durch  GP,  welche  die  AB  in  S  treffe,  errichte  in  G  die  Nor- 
male GF,  welche  die  Peripherie  in  E  und  F,  die  AB  in  //  und 
die  LK  in  R  schneide,  alsdann  hat  man: 


AN2  |  BN2  =  2AH2  +WH2  >  c'iem  "  J>  ,u' 
also  1 ) .     A M2  \  AK2  \  BM2  +  BIS2  =  4 AB2  +  2MH2  \  2A7V* 


AB2  =  AM2  +  BK2 


Beweis. 


AW+  BM2  =  2JH2  +  2MH2  l 


=  AB2  +  2MW  +  2NH2 
=  AB2  +  +4J5TÄ* 


(Eiern  II.  10),  und  weil  DG  =  GC, 

also  iVS=  SJ/: 
=  AB2  +Mi\2  +  4 /AS* 


Da: 


MAT:  CD  =  P3I:CP 


so  ist: 


also: 
'2)  . 


=  2BK2:2CK2,  Eiern.  V.  15, 


MX*:BC*  =         CÄ»,  Eiern.  V.  4. 


Und  da: 


HS:PR  =  GH :  GR 
=  BC:CK, 
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so  ist : 

HS  :BC  =  #»Ä  :  Ctf, 
HS*iBC*=  PiP:CK*9 

'»der: 

Z)  4HS* :  ßC*  =  APIP  :  CKK 

Aus  uro.  ±  und  nro.  3.  folgt  nach  Eiern.  V.  24.: 
/l/iV*  +  4//S*:  BC*  =  2#Ä*  -f  4P/F:  CJK» 

also  ist: 

4)  .  .      MN*  +  AHS*:<lBK*+iPU*=  BC*:CK*. 
Endlich  ist: 

^iV:  LP  =  AD  :  DL 
=  ffC:  CK 
=  ßtf :  PK, 

also: 

AN*:LP*=  BM*:PK* 

=  APi*+BM*:LP*  +  PK*,  Elem.  V.  17, 

oder : 

5)  .        BL*:CK*  =  AN*  +  BM*:Ll"  +  PÄ*. 
Verbindet  man  nro.  5.  mit  uro.  i.,  so  ist : 

Mit*  +  iHS* :  'IBK*  +  4/V2*  =  ^ A2  +  ßN*:LP*  -f  PJfi 
E*  ist  aber: 

2ßK*  +  4PR*=i>LP.PK  +  4PR*,  Eiern.  III.  36. 
=  2LP.  PK  +  2Pß*  +  2P/2* 
=  2/>K*  -|-2Pfl»  Elem.  II.  5. 
z=LP*  +  PK\  Elem.  II.  9., 

folglich ; 

jWV*  +  4  HS»  =  4iV»  +  Äiüf«,  Elem.  V.  9., 
mitbin  nach  nro.  I: 

Am  +  BN*  =  AB9. 

q.  e.  d. 

Sät*  III.    Taf.l.  Fig.  4. 
O  r  t  6  -  S  a  t  z, 
E»  «ei  ruWü  irgend  eine  Curve.   welche  von  der  ge- 


Ofterdtnger  u.  Nagel:  Ceber  das  vierte  Porisma 


raden  Linie  DE  geschnitten,  die  in  F  halbirt  «verde 
(also  DF  =  FE) ;  es  sei  ferner  in  F  die  Normale  FCund 
durch  C  die  gerade  Linie  GH  parallel  mit  DE  gezogen, 
dann  auf  GH  zwei  Punkte  A  und  B  gleichweit  von  C 
angenommen,  also  AC  =  Cß,  und  von  A  und  ß  an  ir- 
gend einen  Punkt  M  der  Curve  geradeLinien  gezogen, 
welche  die  DE  in  E  und  S  schneiden,  so  ist,  wenn 


wo  k  eine  Constante  bezeichnet,  die  Curve  ein  Kegel- 
schnitt. 


Man  vollende  das  Rechteck  DEGH,  ziehe  Tt  and  Ss  par- 
allel mit  DG,  setze  AC=CB-a,  DF  =  FE  =  ßf  CF=y; 
ziehe  ferner  MP  senkrecht  auf  GH,  welche  die  DE  in, Q  schneidet ; 
ziehe  AQ,  welche  die  verlängerte  CF  in  O  trifft,  setze  endlich 
CP=x  und  PM  =  y. 


ET*  +  DS*=:1k*t 


Beweis. 


üa 


oder: 


y  :  c  —  a:  =  y  : 


so  ist : 


und  da 


PM :  PB  =  Ss  : 


oder: 


y  :  a  -f  a:  =  y  : 


so  ist: 


y(«+ar) 
-  ■  —  • 

y 


Daher: 


Ht  —  HA  —  At 


DS  =  Gj  =  GB  —  Bt 


y(a+_£). 


also: 
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daher: 


also: 
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=  2(«  +  /})«L_  i£C«+«y  +  V  («'+**) 


0  =  ( C«  +  /?>a — — 2«  (er  +  /5)W-fy»(«»+*«), 
•ine  Gleichung  för  einen  Kegelschnitt. 
Wäre: 

so  vfäre: 
daher : 

eioe  Gleichung  für  einen  Kreis. 

Da  hiernach,  wenn  O  dieses  Kreises  Mittelpunkt  ist, 

y 

und 

r  y 

so  ist : 

y 

ferner  ist  dieses  Kreises  Halbmesser 
folglich : 
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r  y 
=  «*  +  i*ß  -  f  =  (« + <J)1  -  p  -  r»  =  *•  - 

weil 

(a  +  /3)2— =  y1  (ex  hyp.) 

also: 

4Fa*  =  a6*==4*»-4/3*. 
Soll  nun  06*  =  2A*  sein,  so  rauss  sein : 

also : 

20*  =  A*. 

Fällt  nVi  Punkt  if/  mit  o  zusammen,  so  niuss  sein : 

£a*  +  0a*  =  2** 

also: 

20F*  +  2Fa«  =  2** 
DF»  +  Fa*  =  **, 

wie  oben. 

Wenn  (a  +  ß)*  =  A*,  so  folgt  aus  der  allgemeinen  Gleichung: 
0  =  -  2«(a  +  ß)  yy  +  «V  +  y**» 


«»der: 


ya(q*  +  a;*)      y(«2  -f  .t*) 
#      2a(«  +  ß)y  ~  2a(o  +0)  ' 

2a  («  +  0)         «  -  - 

--^j^y  = 

eine  Gleichung  für  eine  Parabel,  deren  Axe  CO  ist,  und  deren 
Scheitel  von  C  absteht  um 

ay 

Wenn  (a  +  /J)*  — nicht  =0  ist,  so  hat  man: 
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_  ,  $  ß«Aa  .r*  £ 

welche  (Gleichung  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  zugehört,  je 
nachdem  (o  + 13)*  grösser  oder  kleiner  als  k1  ist. 


liüUe    zum    vierten  Porisma    von   fe  rinnt    von    Herrn  Reetor 

Dr.  Christian  Heinrich  Nagel. 

§.  1.    Allgemeiner  Satz  A.    (Tal*.  I.  Fig.  5.) 

i 

Wenn  man  auf  der  Seite  BC  eines  beliebigen 
Dreiecks  ABC  ein  beliebiges  Parallelogramm  BCDE 
beschreibt,  und  von  den  Ecken  D  und  E  desselben  nach 
der  BC  gegenüberliegenden  Win k  elsp i  t  z e  A  die  Ge* 
raden  A E,  AD  zieht,  welche  BC  in  F  und  G  schneiden, 
«u  bilden  die  durch  F  und  G  mit  BE  gezogeneu  Paral- 
lelen F/I,  GK  die  »Seiten  eines  Parallelogramms  FGKH. 
♦reiches  dem  Parallelogramme  BCDE  ähnlich  ist. 

Beweis, 

BE  :  FH  =  AE :  AF  =  AD:  AG  =  CD :  GK.  Nun  ist  BE 
=  CD:  also  auch  FH  =  GK;  aber  auch  FH  \\  GK  ||  BE,  also 
wt  FGKH  ein  Parallelogramm,  und  zwar  ist  es  gleichwinklig  mit 
BCDE.  Nun  ist  ED  :  FG  =  ^£ :  i4F  =  B£  :  //F;  also  sind 
die  Seiten  beider  Parallelogramme  proportionirt;  folglich  sind 
beide  Parallelogramme  einander  ähnlich. 

{.  2.   1.  Lehrsatz.   (Taf.  I.  Fig.  6.) 

Wenn  man  auf  der  Hypotenuse  BC  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  ABC*\n  Quadrat  BCDE  beschreibt. 
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und  die  Spitze  des  rechten  Winkels  A  mit  den  Ecken 
E  und  D  des  Quadrats  verbindet,  so  vrird  die  Hypo- 
tenuse BC  dadurch  in  F  und  G  so  geschnitten,  dass 
FG*=  BF.CG  ist,  oder  dass  das  mittlere  Stück  diemitt- 
lere Proportionale  ist  zwischen  beiden  äusserenStöcken. 

Beweis. 

Errichte  auf  BC  in  F  und  G  die  Perpendikel  FH  und  GK 
und  ziehe  HK,  so  folgt  aus  dem  allgemeinen  Satze  (§.  1.),  dass 
FGKH  ck>  BCDE,  also  ein  Quadrat  ist.  Nun  ist  A  BFH  <x> 
A  KGC  (weil  beide  rechtwinklig-  und  HBF  =  W>-KCG  =  CKG 
ist);  daher  ist  BF:GK  =  FH:  CG;  aber  GK=FH  =  FG,  also 
ist  BFiFGi  CG,  und  daher  FG*  =  #F.CG. 

j.  3.   S.  Lehrsatz.   (Taf.  I.  Fig.  6.) 

Macht  man  di e  Construction  des  ersten  Lehrsatzes 
({.  2.),  so  ist  BG*  +  CF»  =  BC*— FG«. 

Beweis. 

#G»+CF»  =  BG*+CG*+FG*+2CG.FG 

=  Z?G*+  CG*  +  /?F.  CG+ 2 CG . FG  (Lehrsatz  1.  §. 2.) 
=  BG*  +  CG*  +  2 BF.  CG  +  2CG .  FG—FG* 
=  #G*+  CG*  +  2CG.  (BF+FG)—FG* 
=  BG*+CG*+2CG.BG—FG* 
=  BC*-FG*. 

§.  4.   3.  Lehrsatz.   (Taf.  II.  Fig.  7.) 

Wenn  man  auf  der  Hypotenuse  BC  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks  ABC  ein  Rechteck  BCDE  beschreibt, 
dessen  andere  Seite  BE  gleich  der  Kathete  BL  des 
über  /?Cals  Hypotenuse  beschriebenen  gleichschenk* 
lig-recht w inkligen  Dreiecks  ist,  und  die  Spitze  des 
rechten  Winkels  A  mit  den  Ecken  E  und  D  des  Recht- 
ecks BCDE  verbindet,  so  wird  die  Hypotenuse  BC  da- 
durch in  F  und  G  so  geschnitten,  dass  FG2  =  2BF.CG 
ist,  oder  dass  das  mittlere  Stück  die  mittlere  Propor- 
tionale ist  zwischen  einem  der  beiden  äusserenStucke 
und  dem  Doppelten  des  anderen  Stucks. 

Beweis. 

Errichte  auf  BC  in  F  und  G  die  Perpendikel  FH  und  GK 
und  ziehe  HK,  so  folgt  aus  dem  allgemeinen  Satze  (§.  I.),  dass 
FGKH  oo  BCDE,  also  auch  ein  Rechteck  ist,  dessen  Seiten 
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sich  verhalten  wie  V2:l.  Nun  ist  \  BFH  co  A  KGC  (weil 
beide  rechtwinklig  and  HBF  =  90°  —  KCG  =  C/£G  ist);  daher 
ist  BF.GK  =  FH:CGf  also  GK.FH  =  FH*  =  BF  CG  Aber 
FG*  =  2FB*;  also  ist  FG*  =  2BF.CG,  oder:  2BF.FG.CG 
(oder  auch  BF:FG:2CG). 

j.  5.   4.  Lehrsatz.   (Taf.  II.  Fig.  7.) 

Macht  man   die  Construction   des   vorigen  Lehr- 
satzes, so  ist  BG*+CF*=  BC*. 

Beweis. 

ÄGH  CF*  =  BG*+CG*+  FG*  +  2CG.FG 

=  ÄG»  +  CG*  +  2£F.  CG  +  2CG.FG  (Lehrsatz  3.64) 
=  Ä  G*  -f  CG«  -f  2CG.  (Z?F + FG) 
=*G«  +  CG*  +  2CG.#G 
=  2fC*. 

Anderer  Beweis  des  4.Lehrsatzes  in  {. 
(Taf.  II.  Fig.  8 ) 

Zieht  man  BH  und  CK,  so  ist: 

BG*  =  BH1—  GH^  =  AB*+AH*—IFG* 

(da  FGtfAT  ex>  £CZ)F,  also  FG*  =  2GJ/») 
CF»  =  CK»  -  FK*  =  AC*  r  AK*-jFG*. 

Z?G*+  CF«  =  AB*+AC*+  AH*+AK*-FG* 

=  BC*         +  KH*-FG* 
=  ÄC*. 

Zusatz  I.   Zieht  man  FG  und  Z)F,  so  ist: 
EG*  =  2?G*  +  Z?£*  =  J?G*  +  \BC* 
Z>F*=  CF*-r  CZ>*  =  CF*  +  J#C» 

also   EG*  +  DF*  =  BG*+CF*  +  BC* 

=  BC*+BC* 

m  c^» 

Zasatz  2.   Folglich  ist  EG*+ DF*=2(BG*  +  CF«) 

Zusatz  3.  Verlfingert  man  und  ^C,  bis  sie  die  Ver- 
längerungen von  ZJF  in  X«  und  M  schneiden,  so  ist  wieder  A  BEL 
CS5  A  CZ>Jf  (weil  ELB  =  900-/>,VC=  WCZ)  ist);  also  ist  EL: 
CD  =  EB:DM,  und  daher  EL  .DM  =  FÄ.CZ>  =  Ä£i  -=  $ßc*. 

Zusatz  4.   Es  ist  daher  EL.DM  =  l(BG*  +  CF*). 

Zasatz  5.   Denkt  man  sich  unterhalb  LM  ein  Rechteck 
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LMNO  construirt,  bei  welchem  nieder  LO*  =  MN*=:  \LM*  ist 
oder  (was  einerlei  ist)  welches  dem  Rechtecke  BCDE  ähnlich 
ist,  so  crgiebt  sich  leicht,  dass  AE  verlängert  durch  O,  und  AD 
durch  iV  gehen  muss.    Denn  es  ist  AB:AL  =  BC:LMf  also 

=  \f2ß&:  V2£Ö*  =  BEV2  :  LOV2  =  BEiLO,  und  daher, 
weil  BE  ||  LO  ist,  so  ist  A  ABEco  \ALO,  also  LAE  =  LAÜ; 
folglich  fallen  AE  und  AO  auf  einander. 

Zusatz  6.  Es  ist  daher  auch  LD*  +  ME*  =  LM*\  OD2 
+  iVF*  =  2LB*  =  2{LM*  +  ME?)  u.  s.  w. 

§.  6.  5«  Allgemeinerer  Lehrsatz  (von  dem  die  Lehr- 
sätze 2.  §.  3.  u.4.  §.5.  besondere  Fälle  sind).  (Taf.  II.  Fig. 8.) 

Wenn  man  aufderHypotenuse  BC  eines  rechtwink- 
ligen  Dreiecks  ABC  ein  Rechteck  BCDE  beschreibt» 
dessen  andere  Seite  BE  =  nBC  ist  und  die  Spitze  des 
rechten  Winkels  A  mit  den  Ecken  E  und  D  des  Recht- 
ecks BCDE  verbindet,  so  wird  die  Hypotenuse  BC  da- 
durch in  F  und  G  so  geschnitten,  dass  BG*+CF*z=BC* 
-f  (I— 2n*)FG*  ist. 

Beweis. 

Construirt  man  wieder  das  Rechteck  FGHK,  so  ist  FGHK 
co  BCDE  (§.].),  also  FK=  GfI=nFG.  Zieht  man  BJI 
und  CK,  so  ist: 

BG*  =  BW— GH*  =  AB* -{-AH* — GH* 
CF*  =  CK*  -  FK*  =  AC*  f  AK*—  FK* 

BG*+CF*=  AB*+AC*+AH*+AK*—2FK* 
=  BC*  +  FG*  -  2h*  FG* 
=  BC*  +  {1-2ji*)FG*. 

Zusatz  1.    Zieht  man  wieder  EG  und  DF,  so  ist: 

EG*=BG*+BE?=BG*+n*.BC* 
DF*=CF*+CD*=  CF*+nl.  BC* 

EG*+DF*=BG*+C*y*+1n*.  BC*=BC*+Vn*.  BC*+  (1-2;**)  FG* 
=(I  +  2n*)tf  CH(I~2n*)  FG*. 

Zusatz  2.  Ist  w=l,  d.h.  gelten  die  Voraussetzungen  von 
§.  2.,  so  ist  BG*  +  CF*  =  £C*  +  (1-2)  FG*  =  ÄC*  -  FG* 
(wie  {.  3.)  und  EG*  +  DF*  =  3BC*—FG* 

Zusatz  3.  Ist  »=  Vi,  d.  h.  gelten  die  Voraussetzungen  von 
§.  4.,  so  ist  BG*  +  CF*=  JSC»  +  (1-2.*)  FG*  =  und  EG* 

+  D^=2BC*  (wie,  §.  5.  und  §.6.  Zuä.L). 
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Zusatz  4.  Auch  im  allgemeinen  Falle  ist  \  BFKoo  \CGIL 
also  BF:  FK  =  GH:  CG  oder  BF:nFG:  CG,  oder  wF6'  die  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  /?F  und  CG;  woraus  sich  §.2.  und 
s*.  4.  ergiebt. 

Zusatz  5.  In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  die  Zusätze  3—6 
in  {.  6.  verallgemeineren. 

$.  7.   Allgemeiner  Satz  B.    (Taf.  II.  Fig.  9.) 

Wenn  man  auf  der  Seite  BC  eines  beliebigen  Drei- 
ecke ABC  ein  beliebiges  gleichseitiges  Trapez  BCDE 
beschreibt  und  von  den  Ecken  D  und  E  desselben  nach 
der  BC  gegenüberliegenden  W  inkelspitze  A  die  Ge- 
raden AE  und  AD  zieht,  welche  BC  in  F  und  G  schnei- 
den, so  bilden  die  durch  F  und  G  mit  den  zunächst 
liegenden  nichtparallelen  Seiten  desTrapezes  parallel 
gezogenen  geraden  Linien,  FH  II  BE  und  GK  ||  CD,  die 
nichtparal  lelen  S  eiten  eines  zweiten  gleichseitigen 
Trapezes  FGKH,  welches  dem  Trapeze  BCDE  ähnlich 
ist 

B  e  w  e  i  s. 

BE:  FH  =  AE :  AF=  AD:  AG  =  CD:  GK.  Nun  ist  = 
Hl  also  ist  auch  FH  -  GK.  Ferner  ist  Aß:AH  =  AE:AF 
~  AD:  AG  =AC:AK;  daher  ist  HK  \\  BC  Mithin  ist  FGKH 
ein  Trapez,  und  zwar  ein  gleichseitiges,  weil  FH=GK  ist.  Da 
ferner  die  Seiten  von  FGKH  den  Seiten  von  BCDE  parallel  sind, 
so  sind  beide  Trapeze  gleichwinklig.  Endlich  ist  HK:  BC-=z  AH 
•  AB=  HF:ßE  =  AF:AE  =  FG.DE;  folglich  sind  die  Seiten 
*on  FGKH  den  Seiten  von  BCDE  proportionirt.  Mithin  sind 
tteiiJc  Trapeze  ähnlich. 

§.  8.   Aufgabe.   (Taf.  II.  Fig.  10.) 

Ein  gleichsei  tiges  Trapez  zu  construiren,  von  wel- 
chem gegeben  sind  eine  der  beiden  parallelen  Seiten 
=  «,  die  derselben  anliegenden  Winkel  =«  und  das 
Verhältnis«  jeder  nichtparallelen  Seite  zur  zweiten 
parallelen  Seite  =  b:c. 

C  o  n  s  t  r  u  c  I  i  o  ii. 

Mache  AB  —  a\  an  AB  lege  in  A  und  B  zwei  Winkel  =  «, 
1  Hangere  den  Schenkel  des  eineo,  z.  B.  des  an  B  liegenden,  über 
B  hinaus  nach  C,  auf  BC  schneide  BD  =  6  und  auf  BA  ebenso 
Ä£s=c  ab,  ziehe  DE  und  durch  B  eine.  Parallele  mit  DE,  bis 
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sie  den  Schenkel  des  an  A  liegenden  Winkels  in  F  trifft;  durch 
F  ziehe  FG  \\  AB,  bis  es  den  Schenkel  des  an  B  liegenden 
Winkels  in  G  trifft,  so  ist  ABGF  das  verlangte  Trapez. 

Beweis. 

AB  =  a;  zieht  man  ferner  durch  B  eine  Parallele  BH  mit 
AF,  so  ist,  weil  FAß  =  GBA  =  a  ist,  auch  AFG  =  J?GF; 
aber  AFG  =  BUG;  also  auch  Z?#G  =  und  daher  #G 

=  ;  aber  BH  —  AF,  weil  ABHF  ein  Parallelogramm  ist ; 
mithin  ist  auch  BG  =  AF,  oder  ABGF  gleichseitig.  Endlich 
ist  BGF=zDBE,  weil  FG  ||  BE  ist,  und  GBF=BDE,  weil 
tfF||  ist;  also  ist  A  BGFco  A  Dtf  JS,  und  daher  BGiFG 
=  DBiBE  —  ö:c. 

$.  9.   S.  Lehrsatz.   (Taf.  II.  Fig.  11.) 

Wenn  man  auf  der  Seite  ilß  eines  Dreiecks  42?C 
ein  gleichseitiges  Trapez  ABDE,  von  welchem  die 
eine  der  parallelen  Seiten  ist,  und  jede  der  nicht  paral- 
lelen Seiten  zur  zweiten  parallelen  sich  wie  m: n  verhält, 
so  construirt,  dass  die  an  A  und  B  liegenden  Winkel 
gleich  dem  der  Seite  AB  gegenüberliegenden  Drei- 
eckswinkel ACß  sind,  so  t heilen  die  Verbindungslinien 
der  Winkelspitze  C  des  Dreiecks  ABC  mit  den  Ecken 
D  und  E  des  Trapezes  ABDE  die  Seite  AB  des  Drei- 
ecks in  Fund  G  so  in  drei  Theile,  dass  das  Rechteck 

AF.BG  aus  den  beiden  äusseren  Theilen  das  —«fache 

H 

vom  Quadrate  des  mittleren  Theiles  FG  ist,  d.h.  es  ist 
AF.BG  =  ^  FG*. 

Beweis. 

Durch  F  und  G  ziehe  F/7 1|  AE  und  £f  ||  DB,  und  ziehe 
Ätf,  so  ist  FGKH  cv>  £0/?^  (s.  den  allgemeinen  Satz  B),  also  da 

AE:ED  =  m:n,  oder  AE  =  —  ED  ist,  so  ist  auch  F//  =  -FC 

n  n 

Nun  ist  AFH  —  EAB  (weil  FH  \\  AE  ist)  =  ACB  (e.c.)  und 

HAF=z  CAB  ;  also  ist  &AFHco  &ACB.   Auf  gleiche  Weise 

wird  gezeigt,  dass  &BGKco  A  dCB  ist;  folglich  ist  &  AFH 

cv>  &BGK  und  daher  AF.FH  =  GK.GB,  oder,  weil  F/f=  CÄ 

ist,  AFiFHiGB,  also  AF.BG  =  FH*  =  ~2  FG*. 

n 

Zusatz  1.   Ist  m  =  n,  d.h.  wird  das  Trapez  Jf?Z)£;  so 
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coostrutrt,  das«  die  drei  Seiten  AE,  BD,  ED  einander  gleich 

tn  1 

werden,  ao  ist  auch  FH  =x  FGt  oder  —  =  j.     Daher  ist  auch 

AF.BG  =  FG*9  oder  FG  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
AF  und  BG. 

Zosatz  2.  Ist  ACB=90°,  also  auch  BAE  =  ABU—  ACB 
=  90°,  so  geht  AB  DE  in  ein  Rechteck  über.  Wenn  zugleich 
AE  ^  BD  =  2?Z),  also  AB  DE  ein  Quadrat  ist,  so  ist  (Lehrsatz 
I.  j.  2.)  #*6r  die  mittlere  Proportionale  zwischen  und 
Lehrsatz  1.  §.  2.  ist  also  ein  besonderer  Fall  von  Lehrsatz  6. 
Zosatz  1. 

Zusatz  3.  Verhält  sich  AEiDE  wie  die  Seite  eines  Qua- 
drats zur  Diagonale  desselben,  also  min  =  1 : V2,  so  ist  AF.BG 
=  IFG*  oder  FG*  =  2 AF.BG. 

Zusatz  4.  Ist  dabei  wieder  ^CU  =  90°,  also  ABDE  ein 
Rechteck,  so  erscheint  Lehrsatz  3.  §.  4.  als  besonderer  Fall  von 
Lehrsatz  6.  Zusatz  3. 

j.  10.   9.  Lehrsatz.   (Taf.  II.  Fig.  11.) 

Bleibt  Alles   wie    im  vorigen  Lehrsatze,   so  ist 

immer  AG*  +  BF*=  AB*  +  (1-2  ~)FG*. 

ti 

Beweis. 

AG*  +  BF*  =  AG*  +  (BG  +  FG)* 

=  AG*+  BG*  +  FG*  +  2BG.FG 

=  AG*  +  BG*+2BG.(AG-AF,  +  FG* 

=  AG**  +  BG*  +  2BG.AG—2BG.AF+  FG* 

=  MG  f  BG)*-*  ^  FG*+FG*  (Lehrs.  6.  §.9.) 
=  i4/P  +  (l-^~)FG» 

Zosatz  1.    Ist  wieder  m  =  n,  oder  AE  =  BD  =  ED,  so  ist 
<4G*  +  ßf  =  AB*-FG*. 

Zasatz  2.  Ist  zugleich  ACBz=zW°,  also  ^/?Z)£  wieder 
ein  Rechteck,  so  erhält  man  Lehrsatz  2.  §.  3.  als  besonderen  Fall 
von  Lehrsatz  7.  Zusatz  1. 

Zusatz  3.  Verhfilt  sich  AE :  DE  wie  die  Seite  eines  Qua- 
drats zur  Diagonale  desselben,  also  m:«=l:V2,  so  ist 
AG*  +  BF*  =  AB*. 

Zusatz  4.    Ist  dabei  zugleich  ACB  =  90»  also  ABDE  wie- 

Tfceil  XLV1.  2 
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der  ein  Rechteck,  so  erhalt  ruao  Lehrsatz  4.  §.  5.  als  besonderen 
Fall  von  Lehrsatz  7.  Zusatz  3. 

Zusatz  5.  Beschreibt  man  einen  Kreis,  von  welchem  AB 
Chorde  und  AE,  also  au  ch  BD,  Tangente  ist,  so  geht  dieser 
Kreis  durch  die  Spitze  C  des  Dreiecks  ABC,  und  das  Trapez 
AB  DE  gehört  auch  zu  jedem  anderen  über  AB  als  Grundlinie 
beschriebenen  Dreiecke,  dessen  Spitze  auf  der  Peripherie  des 
Kreisabschnittes  ACB  liegt,  da  der  Winkel  dieses  Kreisabschnitts 
konstant  =  ACB,  also  auch  =  BAE  ist.  Dadurch  geht  der  vor- 
anstehende Zusatz  4.  in  Satz  I.  und  Zusatz  3.  in  Satz  II.  von 
Herrn  Professor  Oft  erdinger  über,  welche  also  beide  beson- 
dere Falle  des  7.  Lehrsatzes  sind.  Ebenso  Hessen  sich  durch 
Zusatz  1.  u.  2.  zwei  analoge  Porisniata  wie  Satz  I.  und  II.  ableiten 
für  den  Fall,  dass  »i  =n,  oder  dass  AE  =  BD  =  CD  wird. 

Zusatz  6.  (Taf.  II.  Fig.  11.).  Verlängert  man  CA  und  CB, 
bis  sie  die  Verlängerungen  von  DE  in  L  und  31  schneiden, 
so  ergibt  sich  leicht,  dass  \AEL  oo  ^  BFA  und  &BD3Ico 
\CGB  ist;  mithin  ist  auch  A  AEL  &  BDM ,  und  daher 
LE : BD  =  A E : DM,  oder,  weil  AE  =  BD  ist,  LExAEiDM. 
Daher  ist  AE  mittlere  Proportionale  zwischen  LE  und  DM,  also 

AE2  =  LE.DM.    Aber  AE2  =  ~  ED*;  folglich  ist  auch  hier 

LE.DM—  7^-ED2,    woraus  sich   wieder  für  die  besonderen 

Fälle,  dass  m:it  =  l:1,  oder  m:»  =  l:V2,  und  ebenso  dass 
ACB  =  90°  ist,  besondere  Satze  ergeben. 

Zusatz  7.  Auch  ergibt  sich  auf  gleiche  Weise  wie  in 
§.6.  Zusatz  5,  dass,  wenn  man  auf  LM  ein  gleichseitiges  Tra- 
pez konstruirt,  welches  dem  Trapeze  AB  DE  und  dem  Trapeze 
HKGF  ähnlich  ist,  die  Verlängerungen  von  CE  und  CD  durch 
die  Winkelspitzen  dieses  Trapezes  gehen  müssen,  und  so  fort  In 
infinitum. 

Schlussbemerkung. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  bisherigen  Satze  säromtlich  auch 
in  der  Form  von  geometrischen  Oertern  ausgesprochen  werden 
können.  z.B.:  „Wenn  in  einem  gleichseitigen  Trapeze 
die  eine  der  parallelen  Seiten  gleich  jeder  der  nicht- 
parallelen ist,  so  ist  ein  über  der  zweiten  parallelen 
Seite  sr  beschriebener  Kreisabschnitt,  dass  jede  nicht 
parallele  Seite  Tangente  an  denselben  ist,  der  geome- 
trische Ort  für  die  Spitzen  aller  über  der  ersten  Paral- 
lele beschriebenen  Dreiecke,  deren  Seiten  die  zweite 
Parallele  in  drei  stetig  proportionirte  Stücke  theileo. 
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II. 

Ueber  das  Problem  der  Rotation  eines  festen  Korpers. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Ladislaus  Zajaczkowski 

in  Wariclia". 


Herr  Richeiot  gibt  io  seiner  Abhandlung  über  das  Problem 
der  Rotation  eines  festen  Körpers'  die  bekannten  Störungsglci- 
cbungen  in  der  Form,  wie  sie  von  Jacob i  im  5ten  Bande  der 
Comp  (es  rendu*  aufgestellt  worden  sind  und  erwähnt,  dass  der 
Beweis  tbeils  in  der  Abhandlung  Jacobi's  (Crelle,  Band  XVII.) 
gründet  ist,  theils  auf  dieselbe  Weise  ausgeführt  werden  kann, 
deren  sich  Desboves  (Liouville,  Band  XIII.)  in  einem  spe- 
cielleren  Fall  bedient.  Der  allgemeine  Beweis,  dessen  ich  mich 
bei  meinen  Vorlesungen  über  analytische  Mechanik  an  der  hie- 
sigen Hochschule  bediene,  dürfte  wegen  seiner  Klarheit  und,  fast 
aOcbte  ich  sajjen,  wegen  seiner  elementaren  Darstellung,  wohl 
nerth  sein,  bei'm  Unterrichte  in  der  analytischen  Mechanik  be- 
reckeiebtigt  zu  werden. 

1.    Sei  mir  erlaubt  zuerst  eine  rapide  Darstellung  einiger 
bekannten  Formeln  vorauszuschicken.  Sind 

I)   Fk  =  0      [k  =  1 ,  2  p] 

p  Bedinglingegleichungen,  denen  die  foordinaten  eines  Systems 
von  n  materiellen  Punkten  unterworfen  sind,  sind  ferner  xr,  yr,  u 
aie  Coordinaten  desjenigen  Systempunkles ,   dessen  Masse  mr 

2- 
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ist,  sind  endlich  XT>  Yr,  Zr  die  nach  den  Coordinatenaxen  ge- 
nommenen Componenten  der  auf  mr  wirkenden  Kraft,  so  lassen 
sieb  im  Falle  der  Krältefunction,  wo  also 

v    dü    v     du  du 

Xr=ter'      Yr"tfr9  Zr=hr 

ist,  die  Bewegungsgleichungen  des  Systems  so  darstellen: 

mr<P*r  _BU  *Vx*F*w 
dt*         bxr     k=l  dxr 

9\  )       <i*yr       dü  dFk 

2) j  ^^  =  ^7  +  ^^'  [r=i.2,....,«] 

m  d*tr  _  at7    *=p  8Fk 

Bekanntlich  lassen  sieb  in  Folge  der  p  Bedingungsgleichungen 
1)  die  3»  Coordinaten  durch  3n—p  =  m  andere  Varlabele  q, 
['  —  1 »  2, ... m]  ausdrücken.  Führt  man  letztere  ein,  so  lassen 
sich  die  Bewegungsgleichungen  2)  nach  Lagrange  in  die  Form 
bringen : 

i  d/dT\     BT  W_ 
}  dt\dq.'J     Bq."Bq.  ~  °* 
3)  \     ^  J  [#=1,2,....,»] 

f         dt  -  * •  ' 

wo  T die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  des  Systems  in  den  neuen 
Variabein  q,t  q,'  ausgedrückt  bezeichnet. 

Setzt  man  endlich 

bestimmt  aus  diesen  m  Gleichungen  die  9/  durch  p9t  substituirt 
die  erhaltenen  Werthe  in  obige  Gleichungen  3),  so  werden  selbe, 
falls  1)  die  Zeit  t  nicht  ezplicite  enthält,   in  die  Form  ge 
bracht: 

'  rf£t  _  B(T—U) 
\   dt  8p,  * 

I  dp,  8(U—T)  # 
\   dt  ~      cfqV  1 

wo  T  den  Werth  bezeichnet,  welchen  die  Summe  der  lebendigen 
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Kräfte  nach  vollzogener  Substitution  der  Wertbe  för  o/  aus 
i)  annimmt. 

Denkt  man  sich  nun  die  p,  als  partielle  Differentialquotienten 
Ister  Ordnung  einer  Function  q  der  Variabein  q,  nach  q,  ge- 
nommen, setzt  also-  allgemein 

Bq 

so  wird  nach  dem  Hamilton- Jacob i 'sehen  Satze  die  voll- 
standige  Losung  (Solution  complete)  der  partiellen  Differential- 
gleichung Ister  Ordnung 

6)  r-f7  +  o„  =  D, 

wo  am  eine  willkürliche  Constante  ist,  nämlich 

»  =  A 

«o  die  Function  f  die  Variabein  q$  (ohne  t)  und  m  — I  willkür- 
liche Constanten  alt  u%i  ,  aM.i,  von  denen  keine  bloss 

addirt  ist,  enthält,  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  das  System 

7) 

mo  ßi »  0t»  ••••»  fr»  we,*ere  m  willkürliche  Constanten  sind,  die 
Integralgleichungen  der  Bewegungsgleichungen  5)  darstellen  wird. 

Ist  nun  &  eine  zur  Kräftefonction  hinzutretende,  die  soge- 
nannte Sturungsfunction ,  so  werden  die  Differentialgleichungen 
des  gestörten  Problems  sein: 

dq,  _  8(  T—  U—  fl) 

dt  ~~  a». 

*)  \    ,  rt     ^       [#=1.2,  m] 

Lagrange  (Mecanique  analytique  III.  edit.  tome  lr.  p.310)  hat 
gezeigt,  dass,  weon  man  die  Anfangswertbe  der  Variabein  q9,  p„ 
die  ich  respective  durch  o«,  bB  bezeichne,  als  die  zu  variirenden 
Constanten  einführt,  die  Gleichungen  8)  umgeformt  werden  in : 

da,  _  8>& 
dt  —  Bö.' 

9)  {  [i=l,2,....,rol 

db.  bsi 
dt-"~W.% 
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aus  denen  diejenigen  Zeitfunctionen  a9,  b9  zu  bestimmen  sind, 
welche,  für  a9,  b9  in  die  Lösung  7)  des  ungestörten  Problems 
5)  substituirt,  jene  Lösung  in  die  Lösung  des  gestörten  Problems 

8)  umwandeln. 

Es  ist  aber  ein  Uebelstand,  das»  die  Integration  der  Glei- 
chungen 5)  nicht  die  Constanten  a9t  b9  eingeführt  hat;  daher 
wäre  es  wünschenswerth,  ebenso  einfache  Gleichungen,  wie  jene 

9)  ,  aufstellen  zu  können,  aus  denen  unmittelbar  die  Zeitfunctionen 
für  die  Integrationsconstanten  a9,  ß9  berechnet  werden  könnten. 
Jacob i  hat  dieses  Problem  gelöst,  indem  er  am  angegebenen 
Orte  gezeigt  hat,  dass,  wenn  man  in  den  Gleichungen  8)  des 
gestörten  Problems  für  die  Variabein  q9t  p9  die  Constanten  a9,  ß9 
einfuhrt,  jene  Gleichungeu  in  andere  von  derselben  Form  wie  die 
9),  nämlich  in 


da. 

BSl 

dt  — 

Bß9* 

dßa 

BSl 

dt  - 

Beta 

10)  <  [*  =  l,2,....,mj 


übergeben.  Den  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes  hat  Desboves 
(wie  gesagt)  in  einem  speziellen  Falle  geliefert,  der  allgemeine 
Beweis  wäre  et<va  folgender. 

2.  Setzt  man  in  7)  t  =  0,  und  ersetzt  gleichzeitig  die  Variabein 
q9,  p9  durch  ihre  respectiven  Anfangsuerthe  o9t  b9,  so  erhält 
man  den  Zusammenhang  zwischen  den  Constanten  a«,  b$  und  je- 
nen er»,  6,  in  der  Form: 

11)  {  fj=l,2,....,ro] 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  die  Constanten  na,  b9  durch 
a9,ß9  und  umgekehrt  die  Constanten  a9t  ß9  durch  o$,  b9  ausdrücken. 

Denkt  man  sich  die  a9t  b9  durch  er«,  ß9  ausgedrückt  und  in 
Ä,  wie  sie  in  9)  vorkommt,  hinein  substituirt,  so  wird  Sl  als 
eine  Function  der  ßt  allein  zu  betrachten  sein.  Ihre  Diffe- 
rentiation nach       ß9  gibt: 


BSl  _  r=m  rBSl  dety  i  BSl  Bbv~l 
Ba9  ~~  p==i  l_Bav  3a,    Bbv  Ba,  ü ' 

BSl  .       Boy    BSl  Bb9  ~|. 

Bß.  ~  „^i  l_Bav  Bß9  +  Bb9  Bß9J' 
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rxfer  nach  9) 


Nun  ist: 


*=m  r~dav  Bbv       dbv  5flp"| 
Öö7  ~  r=i  L  d<  8«.  ~~  Ift  3«7  J  * 

Bß.  "vtiLät  Bß.  ~~  dt  8/5.  J* 

d<  ~"  «fi  L8««»  ~dt  +  80«  </f  J  ' 

dbv  u~Znf~db*  dau     Bbv  dßu~t 

Hl  "~  *=i  L8««  cf*  *  8^  dt  J' 


Setzt  man  daher  diese  Werfte  in  obige  Ausdrücke  und  fahrt 
folgende  Bezeichnungen  ein: 


14)  ...  . 


2 
v=l 

1  r8<i»  8  b  v 
\jdau  Ba9 

Bav  Bbv  "1 
cor«  oa«  J 

=  [a«,  er.]. 

V~TJ\ 

lrBav  Bbv 

va»  86|>~1 

=  [ßu*  «•]» 

JS 

l_80u  Ba§ 

~~  B^  BßuJ 

1  [~8flp  Bbv 
L8a„  80, 

Bnv  Bbv~l 
~8j3,cWJ 

=  [««,  M» 

»rcW  86» 

Bov  8|9p~l 
8/2«  Bfiu-l 

io  erhält  man  die  bekannten  Formeln: 


13)  ...  .    \  [*=1,2,  m] 

Ca  Ut  nun  leicht  zu  zeigen,  dass  die  Coefficieoten 

K,  «•],   [£«»  ß.] 

»fir  jede  Combination  der  Indices  tif  «  aus  der  Reihe  1,2  ,  m 

gleich  Null,  nnd  die  beiden  anderen  Coefßcienten 

[/?•,  «•].   [««»  A] 

Dar  dann  von  Null  verschieden  sind,  wenn  die  Indices  u,  s  ein« 
gleich  sind,  und  zwar  wird  in  dem  besonderen  Falle  u  =  s 

[«.,  ß.]  =  -[ß.,  <*.]  =  +  ! 
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Der  Beweis  ist  mit  Hülfe  der  Gleichungen  11)  leicht  zu 
fuhren. 

Differentürt  man  die  Function  f,  wie  sie  in  II)  vorkommt, 
total  nach  a,  und  bedenkt,  dass  /  die  Grosse  a,  nicht  nur  expli- 
cite,  sondern  auch  implicite  enthält,  insofern  nämlich  die  in 
ihr  enthaltenen  Grossen  a$  von  er«  nach  11)  abhängen,  so  wird 


V  =  +       OL  dJl , 

9«,  v=i  Ba9  da,  * 


oder,  da  nach  11),  der  nach  dem  expliciten  a,  genommene  Oiffe- 
reotialquotient 


und  überdies« 


GS  -  '■■ 


OQv 


ist, 


Bf  vz=%*  dav 


Ebenso  findet  man 

Bf       Q   ,  r=5"  *  Bav 

SS  =       *fi  09  BZ' 

Differentürt  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  nochmals, 
uod  zwar  die  erste  nach  er«,  die  letzte  nach  a„  und  zieht  her- 
nach die  erste  von  der  letzten  ab,  so  findet  man  nach  12) 

indem 

ay  =  _ay_    a»«*»  _  e»«» 

ist. 

Geht  man  von  den  Differentialquotienten  aus,  und  diffe- 

rentiirt  man  selbe  nochmals  respective  nach  ßu>  ß§,  so  findet 
man  ebenso: 

[fr,  w  =  o. 

Auf  dieselbe  Weise  wird  der  Satz  für  die  beideu  anderen 
Coefficienteo  bewiesen. 

Hiermit  gehen  die  Gleichungen  13)  über  in: 
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dat  dSl 

dt  ~"     8a.  5 
welches  die  Jacobi 'sehen  Gleichungen  sind. 


Integration  der  Differentialgleichung 
ifl  welcher  A,  *  and  ^  constante  Zahlen  bezeichnen. 


Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

Profeaaor  am  Polytechnikum  in  Wien. 


Das  Integrale  der  Gleichung  (1)  ist,  nach  der  La plac e  schen 
Methode  bestimmt,  folgendes: 

(2) 


o 
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vorausgesetzt,  dass 

M|  ,     Uf  ,  . . .  .  ,  V«— 1 

die  ft — 1  Wurzeln  der  Gleichung 

-*  =  0  (3) 


bedeuten,  p  und         positive  Zahlen  sind,  und 

Q  ,   C$ ,  . . . . ,  Cu—i 

willkürliche  Constanten  repr&sentiren.  Man  kann  y  auch  so  dar- 
stellen: 

....+  C-ie«»-!««]^, 

um  sich,  wenn  man  will,  durch  directe  Substitution  von  der 
Richtigkeit  dieses  Integrales  zu  überzeugen. 


.  X  —ti 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  fi  und  ^— y-  ganze  positive  Zah- 
len sind,  lässt  sich  die  Integration  leicht  wirklich  durchfuhren; 
denn  man  erhält,  wenn  man  von  folgender  bekannten  Formel 
Gebrauch  macht: 

e»9(«) du  =  *"L-  +  1?  "  J« 

fflr  den  in  (2)  stehenden  Werth  von  ^  nachstehenden  Ausdruck: 

5) 

C.e-[^>-^  +  ^ -....] 

+  --] 


ignizeo 
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io  welchem 


C.  =  -(C,  +  Ci  +  ....  +  G-i)  (6) 

and 

g>(n)  =         —  *)■"-*  ~*  (7) 

inl,  und  in  welchem,  weil  (p(u)  als  ganze  algebraische  Function 
von  u  vorausgesetzt  ist,  Hie  in  den  eckigen  Klammern  stehenden 
Polynome  abbrechen,  somit  von  endlicher  Gestalt  sind.  Es  lässt 
sich  leicht  darthun,  dass  der  in  (5)  stehende  Ausdruck  der  vor- 
gelegten Differentialgleichung  genügt,  selbst  wenn  die  in  (0) 
stehende  Gleichung  nicht  stattfindet,  und  dass  somit  der  Aus- 
druck (5)  für  willkürliche  Werthe  von  Cj ,  C2  ....  C»-i ,  d  das 
vollständige  Integrale  der  Gleichung  (I)  ist. 


iL— u 

Sind  p  und  -  — ^  wohl  positive,  aber  keine  ganzen  Zahlen, 

•o  ist  das  iu  (2)  stehende  y  nicht  das  vollständige  Integrale  der 
vorgelegten  Gleichung.  Die  Gleichung  (I)  ist  nämlich  von  der 
nt«n  Ordnung,  ihr  vollständiges  Integrale  muss  somit  n  willkur- 
1*  -he  Constanteu  enthalten.  Das  in  (*2)  aufgestellte  y  hat  aber 
Maas  n — I  willkürliche  Constanten,  es  muss  daher  dieses  y  noch 
durch  ein  particuläres  Integral  completirt  werden. 

Io  dem  specielleu  Falle,  wo  k  eine  ganze  positive  Zahl  ist, 
ist  es  mir  gelungen ,  das  vollständige  Integrale  der  vorgelegten 
Differentialgleichung  aufzustellen.  Bevor  ich  diess  zeige,  will 
ich  darthun,  dass  die  zwei  Differentialgleichungen: 

dnu     ,  rf"-1//         .  du 
dax     „         ,v  d*~lt  .  dz 

IntegTale  haben,  die  in  folgendem  analytischen  Zusammenhange 


-  *y  (9) 


Denn  setzt  man  das  so  eben  aufgestellte  t  in  die  Gleichung  (8), 
M  erhält  man  identisch: 
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dnz  dT,~~*z  dz 

Es  int  also. 

d*z  .  d""*1*       ,   d*  . 

*  dx~*  +  ^ + W  ~ 1 }  dx^  "  * ( *  dx  +  * 1 > 

für 

identisch  Noll,  wenn 

gleich  Null  ist,  was  zu  beweisen  war.  Es  genügt  demnach,  die 
Integration  der  Gleichung  (1)  zu  zeigen  fär  Werthe  von  A,  die 
gleich  1,2,  3,        n — 1  «ind,  und  diess  soll  nun  geschehen. 


Ich  setze  voraus,  dass  das  Integrale  der  Gleichung 

x<pW(x)  =  x<p(x)  (W) 

bekannt  ist,  und  behaupte  dann,  dass  das  yt  welches  der  Glei- 
chung (1)  in  dem  Falle  genügt,  wo  A  eine  ganze  positive  Zahl 
ist,  folgende  Form  habe: 


=  J     e        ttf4"1  ty(X)  (ux)  du , 


(11) 


woselbst  9><A>(tMr)  der  Ate  Differentialquotient  von  g>(ux)  ist.  — 
Um  diess  zu  beweisen,  substituire  man  den  eben  aufgestellten 
Werth  von  y  in  die  Gleichung  (1),  man  erhält  sodann,  da 


n-l 


y—D= j"*  e        u>*+-* (ux)dii, 
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wt,  als  Resolut  der  Substitution : 

e    "~J  w»+^-1[tix 9(^(10:)  -f  l<pH+—*)(ux)]  </„ 


e    "    ut*-1  [ux  qp(*+*)  (ux)  •+  p  g>(*)  (lex)]  du, 


ood  diese  Gleichung  soll  identisch  stattfinden. 
Aus)  der  Gleichung 

X9<">(x)  =  xV(x)  (10) 
folgt  durch  Amaliges  Differeuziren : 

x  qp(*+«)  (x)  +  X  ^(H—i)  (x)  =  x  o><*>  (x) , 
o&d  »etat  man  hierein  tix  anstatt  x,  so  erhält  man: 
«x  g><*4*>  (ux)  +  A  9<H*-»)  (ux)  =  *  qp(*>  (fix). 


Wird  von  dieser  Gleichung  Gebrauch  gemacht,  so  vereinfacht  sich 
die  Gleichung  (12)  und  geht  über  in: 


13) 

j**  e    "~l  <plb  (ux)  du 

= e  — V-i  [ux^1)  (ux)  +  p<pM  (ux)]  du. 


Nun  ist  aber: 


e    —*  u» x  q>W)  (ux)  du  z=J      e  9~lu*—d~<l" 


=  J  *    #"1  (nx){    —  /     e    "~4       (fi-tt»-«)*(A)  (ux)«*« ; 
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folglich  hat  man,  diess  berücksichtigend,  statt  der  Gleichung  (13) 
folgende  Gleichung; 


und  diese  ist  identisch,  falls 


ist,  sowohl  für  u  =  0,  als  auch  für  u  =  » . 


Es  ist  uns  somit  in  dem  Falle,  als  p  und  positive  Zah- 

len sind  —  von  denen  wenigstens  eine  gebrochen  ist  —  und  X 
eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  gelungen,  das  Integrale  der 
Gleichung  (1)  abhängig  zu  machen  von  dem  Integrale  der  Glei- 
chung: 

x<p(*)(x)  =  x<p(x).  (10) 

Diese  Gleichung  hat  aber  bekanntlich  unter  ihren  n  verschiedenen 
partikulären  Integralen  eines,  welches  einen  Logarithmus  von  x 
als  Bestaudtheil  hat,  und  welches  in  der  Form 

P  +  Qlog* 

auftritt.  Dieses  eine  partikulare  Integrale  fassen  wir  besonders 
in's  Auge,  es  ist  diess  dasjenige,  das  sich  der  Ermittelung  mittelst 
der  La pl ace'schen  Methode  entzog;  fügt  man  diess  eine,  mit 
einer  ivillkührlichen  Constanten  multiplicirt,  zu  dem  in  (2)  aufge- 
stellten Integrale  hinzu,  so  erhält  mau  das  vollständige  Integrale 
der  vorgelegten  Differentialgleichung. 


Die  Gleichung  (1),  deren  Integrale  wir  so  eben  in  folgender 
Form: 

y  =  f"  e    tt-luf-l<pW(ux)du  (II) 
J o 

ermittelt  haben,  gestattet  auch  folgende  Aufschreibweise: 

J^for'  +  (A +  -  x(xy'+wh  (14) 
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Nun  lässt  sich  nach  einem,  von  uns  im  63s ten  Bande  von 
Crelle's  Journal  für  Mathematik  aufgestellten  Satze  das  Inte- 
grale der  Gleichung 

£ä[x2'  f  (* +  l-n)2]  =x*(*2'  +  f«)]  (15) 
bestimmen;  es  ist  nämlich: 

— i 

x  =ij*    e        ^(wr)  rft> ,  (16) 

wobei 

l 

^  (#)  =  /      e     "_1  u^-1  g>(*>  (if *)  c/» 

ist,  faJIs  nur  zwischen  den  n  in  <p(x)  vorkommenden  willkflr- 
Constanteu  eine  Bedingungsgleichung  erfüllt  wird.  Dem- 
erhält  man  als  Integrale  der  Gleichung  (15): 

/QO        />0O      —  ±-  

0  o 

Mittelst  wiederholter  Anwendung  derselben  Methode  lassen 
lieb  nun  auch  die  Integrale  folgender  Gleichungen  ermitteln: 

^3  [«'  +  (A  +  1 — n)z]  =       (**'  +  pz)  . 

[**'  +  (*  +  l-»)2]  =  ^«(jrz'+fil), 
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IV. 

Kennzeichen,  ob  eine  'Gleichung  dem  numerischen 
Werthe  nach  gleiche,  dem  Vorzeichen  nach  entgegen- 
gesetzte Wurzeln  besitze. 

Von 

Herrn  Franz  Müller, 

Professor  am  Kon.  Böhm.  Polytechnikum  in  Prag. 


Es  sei  gegeben  die  Gleichung  F(x)=zQ,  und  schreiben  wir 
von  derselben  die  abwechselnden  Glieder  mit  ihren  Vorzeichen 
nebeneinander,  so  erhalten  wir  zwei  neue  Gleichungen  tp{x)  und 
xty(x),  wobei  g>(x)  und  y(x)  Polynome  sind,  deren  Glieder  nur 
gerade  Potenzen  von  x  enthalten.   Z.  B.   Es  sei 

F(x)  =       c,  x4  +  c,  xB-f  c9x*  +  e4x  +  c6  =  0, 

so  ist: 

ty(x)  =    x4  +  c%x*  -f  c4 , 

Es  ist  demnach 

F(x)  =  <p(x)+xy(x)=Q. 

Nehmen  wir  an ,  der  Gleichung  F(x)  =  0  werde  durch  die  Sub- 
stitution +  co  und  —oi  Genüge  geleistet,  oder  die  Gleichung 
F(x)  =  0  besitze  dem  Werthe  nach  gleiche,  dem  Zeichen  nach 
entgegengesetzte  Wurzeln;  es  sei  demnach 
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ncrthe  nach  gleiche,  d.  Vorzeich,  nach  entgegenges  Wut  »,  enthalte.  33 
F(+a>)  =  0  und  F(— w)  =0, 

*o  ist  auch 

9(©)  +  a>iKa>)  =0,    g>(—  »)  —  a>iK—  cö)  =  0; 

uod  da 

a>(w)  =  oj(—  w),    y(m)  =  a>); 

so  ist: 

q>(u>)  +  <ö^(a>)  =  0, 
9(09)  —  CQtp(co)  =  0, 

ond  folglich  auch 

(p(to)  =  0  und  =  0; 

unter  dieser  Voraussetzung  wird  folglich  auch  den  Gleichungen 
fix)  =  0  und  ^(x)  =  0  durch  die  Substitution  +  co  und  —  a> 
Geofige  geleistet. 

Besitzt  demnach  die  Gleichung  F(x)  =  0  numerisch  gleiche, 
dem  Zeichen  nach  entgegengesetzte  Wurzeln,  so  besitzen  auch 
die  Gleichungen  a>(x)  =  0  und  ty(x)  =  0  dieselben  gleich  ent- 
gegengesetzten Wurzeln.  Das  grosste  gemeinschaftliche  Maas« 
wischen  <jp(x)  und  y(x)  enthält  folglich  alle  gleich  ejitgegenge- 
letzten  Wuraeln  der  Gleichung  F(x)  =  0. 

Beispiel.   Es  sei  gegeben  die  Gleichung : 

1*+ 3x»  +     -4x7  -f  x*  +  I3x«  +  5x*  -  16x«-  12**  +  4x  +  4  =  0, 

so  ist: 

=  x»H*8+*6  +  5x*-12x»  +  4, 
=  3x»  -  4x*  +  I3x4—  16x*+  4; 

irischen  g>(x)  und  -^(x)  das  grosste  gemeinschaftliche  Maass 
gesucht  erhalten  wir: 

x«+4x*  — 4* 

Die  Gleichung  x«— x«  +  4** -4  =  0  enthalt  daher  alle  gleich 
entgegengesetzten  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)  =  0. 

Setzen  wir  x*  =  2,  und  untersuchen  wir  die  so  erhaltene 
Gleichung  *»— i*-|-4x  —  4  =  0  ebenfalls  auf  gleich  entgegen ge- 
letite  Wurzeln,  so  ist: 

a>(r)  =  -x*-4,    tKz)  =  2»  +  4; 

IMstich  i'-f  4  das  grosste  gemeinschaftliche  Maase.  und  2,  ~+2\f  —  I , 
TWl  XLV1.  3 
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=  — — 1.  Die  Wurzel  :9  erhalten  wir  durch  Division  von 
*s  -  zf  -f  4z  —  4  mit     -|  4,  es  ist  x,  =  +1. 

Die  gleich  entgegengesetzten  Wurzeln  der  Gleichung  F\jc)=:Q 
sind  daher: 

oder  falls  wir  die  ersten  zwei  Wurzelpaare  auf  bekannte  Weise 
transformiren,  so  ist: 

2i-±o+v-=i)  :sj=±n-^i). 

Von  der  gegebenen  Gleichung  lüten  Grades  bleibt  nur  noch  die 
Gleichung  4teo  Grades  a*  +  &r»  +  2**-*-l  =  0  aufzulösen. 


Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  in  Carl «rn he. 


Im  Nachstehenden  betrachte  ich  die  Differentialgleichung 
in  der  X*,  X„-i, Xx ,  A"0  hlo.*  Funktionen  von  ar  (oder  Kon- 
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stanten)  sind.  Dans,  wenn  $\>  Funktionen  sind,  welche  der 

(I)  genügen, 

y  =  Qüi  +  Qy»  +    •  +  Cnyn  (2) 

ebenfalls  genügt,  setze  ich  natürlich  als  bewiesen  voran*.  Wenn 
zwischen  den  Grossen  yt yn  eine  Gleichung 

+«*y«  +  --  +««y«  =  0  (3) 

besteht,  so  werde  ich  sagen,  es  bestehe  eine  lineare  Beziehung 
nnter  denselben.    Dabei  setze  ich  als  konstant  vor- 

aus, ond  dürfen  ganz  wohl  einige  dieser  Grossen  Null  sein. 


Seien  yx  ,  y%t 
Mitzt: 


S  1- 

,.tyr  Funktionen  von  x,  und  es  werde  ge* 
(4) 


y*»  •  • 

....  yr 

dyi 
dx9 

4y? 

dtjr 

rf*y2 

'•,  ZT** 

!  dr-\,,t 

1    da:»-1  * 

• 

&o  ist  die  Determinante  M  eine  Funktion  der  Grössen  yt, v  ; 

y/»-...,yfr;        yi(r~1)  ,yr(r-1>:  und  folglich: 

dM    diu  , .    ,3ä  M  aar  r9>        a^r  ,„ 
öS"  =    y 1  +••  - + ^  +  a^"'  *  m  +  •  •  •  • +  v  y  +  "  * 

a  iif  a^if 

Den  Gmndeigenschaften  der  Determinanten  zufolge  ist  aber: 
*o  dass  also: 

(5) 

dM       B1H     , ,  .     8/tf  .    9*  „, 
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Diese  Gleichung  gilt  natürlich  fiir  alle  beliebigen  Funktionen 
t/l»       t  yr* 

Gesetzt  nun«  es  bestehe  identisch  die  Gleichung: 

M=0,  (6) 

so  ist  natürlich  auch: 

dM 


dx 


=  0,  (7) 


und  mau  bat  folglich  in  diesem  Falle  das  folgende  System  von 
Gleichungen: 

(8) 

BM  BM  BM 

,    BM  ,BM  ,    ,  BM 

*  fair-"    +  y*  ay1(r-1)     +  "     yr  ' 


.       öüf         ,_      BM  .     ,       öAf  Ä 

3,1  %^ +  y>  '     +  ■  +  yr        =  °- 

In  diesem  Systeme  sind  die  r — 1  ersten  Gleichungen  aus  den 
Grundeigenschaften  der  Determinanten  hervorgegangen;  die  rte 
ist  die  (6)  und  die  (r-f  l)te  die  (7).  Wir  wollen  jede  dieser  Glei- 
chungen, mit  Ausnahme  der  letzteren,  differenziren  und  je  dabei 
die  nächst  folgende  beachten ;  dann  erhalten  wir : 

d     dM  d     BM  d  BM 

Vl  (Ü  Byi  +       di  B^r-l)      +  ••••  +  Vrfa  fyr(r-l)  - 

,  d     B!H_  ,  d    BM  ,  d  BM_ 

yi  dx  Byf-V      +  y%  dx  By%W    +  dar  o>f-i>     -  °' 


d    BM  t   d    BM  d  BM 

Diese  Gleichungen  fallen  der  Form  nach  zusammen  mit  den  r 
ersten  (8),  und  weil  die  Gleichung  (6)  besteht,  lassen  sich  aus 
beiden  Systemen  die  Quotienten  der  Grössen 
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SM  dM  _d    dM  jrf  _dM 

fyi  {r~l)  9    ht{r"l)  '  "  "  '  dxdyx  (r-D  9     fix  dy^ 

dM 

bestimmen.  Ist  nun  nicht  -g^fZT)  identisch  Null,  so  ergibt  sich 
aus  (8)  und  (9) : 

d  dM 

gJ~rZT>  _  dx  dym  ^        I       d     dM  1       d  dM 

8Af    —  d^     dM     ;    dM    dx  dymlr-v  ~~    dM    dx  duj'-x) ; 

./  o/tl   \  _  ,/   dM   \  .  „         dM  dM 

m  =  1,2,  — 1,5-^1,  . . . . ,  r. 

Sekt  man  diese  Werthe  in  die  erste  (8)  ein,  so  ergibt  sich: 

(10) 

Wenn  also  die  (6)  identisch  besteht,  so  besteht  notbwendig 
t"i*eben  den   Funktionen  eine  lineare  Beziehung. 

Daraas  aber  folgt  weiter,  dass,  wenn  eine  solche  lineare  Beziehung 
tw'wcben  den  eben  genannten  Funktionen  nicht  besteht,  auch  die 
dkkhung  (6)  nicht  stattfinden  kann. 


§.  2. 

Wir  «vollen  annehmen,  y,  sei  eine  Funktion  von  x,  welche, 
an  die  Stelle  von  y  gesetzt,  der  (I)  identisch  genüge.  Sodann 
wollen  wir  in  dieser  Gleichung  setzen: 

y  =  yi (n) 

wo  qp  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  x  sei  und  wo  wir  dem 
unbestimmten  Integrale  keine  willkührliche  Konstante  zufügen 
wollen.  Dann  erhält  man  aus  (1)  zur  Bestimmung  von  <p  eine 
Gleichung  der  Form : 

io  welcher  <IV_ i,  ,  d>0  bekannte  Funktionen  von  x  sind,  die  mit 

von  dem  Werthe  von  yL  abhängen.  Die  (12)  ist  abermals  eine 
lioeare  Differentialgleichung,  aber  nur  («— l)ter  Ordnung. 

Angenommen  nun,  man  könne  n— 1  Funktionen:  g>i ,  g>Ä,....,  <pn-i 
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finden,  welche— jede  für  sich  —  der  (12)  genügen,  und  zwischen 
denen  keine  lineare  Beziehung  besteht,  so  genügen  hiernach 
der  (I): 

V\  *  yxfVidx*  yi  f<Pidx,        yx/vn-ida:.  (13) 

Dies  siud  n  Funktionen,  zwischen  denen  eine  lineare  Beziehung 
nur  bestehen  könnte,  wenn  eine  solche  zwischen  den  q>  bestände, 
was  wir  nicht  voraussetzen. 

Für  «  =  1  liefert  die  Gleichung  (1): 


y  =  ce 

demnach  gibt  es  für  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
[w  =  42  in  (1)]  zwei  VVerthe,  die  nicht  linear  zusammenhängen. 
Daraus  folgt  nun  weiter,  da**  es  für  die  dritte  Ordnung  (n  ~  3) 
drei  solcher  Werlhe  gebe,  u.  s.  w.,  duss  allgemein  für  (I)  wirk- 
lich n  einzelne  Funktionen  möglich  sind,  welche  dieser  Gleichung 
genügen  und  nicht  linear  zusammenhangen.  (Dass  es  einen  Werth 
ffi  gebe,  lehrt  die  allgemeine  Theorie  der  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichungen). 

§.  3. 

Es  kann  nun  aber  für  die  Gleichung  (I)  nicht  n  +  l  besondere 
Integrale  yx,  ya,  — ,  yn+\  gehen,  weno  nicht  zwischen  denselben 
eine  lineare  Beziehung  besteht. 

Denn  aus  der  Annahme  des  Bestehen«  solcher  n  -f- 1  Wertbe 
folgt: 


An 


dx» 


+  Xn-l 


dx»-1 


n  dx»  n~l  dx»~l 


+••••+ AJpfi  =o, 

+         XQyz  =0, 


(14) 


,  dnyn±A  t  v      tl"~lyn+i  .        ,  „  n 


dx»    '  fix 


Die$c  Gleichungen  (14)  sind  der  Zahl  nach  n  4  I ;  «ollen  sie  zu- 
sammen bestehen,  ohne  dass  X»,           Ä0  sämmtlich  Null  sind, 

so  rouss : 

i 


y%>  •••  .  y«+i 

dx  *     dx  '  ""*  dx 


dx*  '    ri.r»  '       '  rix» 


=  0 
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sein.   Daraas  folgt  aber  nach  §.  1.  (r=it+]),  dass  eine  lineare 

Beziehung  zwischen  den  yx ,  ,         bestehe.    Damit  ist  nun 

erwiesen,  dass  es  für  die  Gleichung  (I)  n  besondere  Integrale 

STi  »  y*  gebe  ($.2),  aber  nicht  mehr  (§  3.),  zwischen  denen 

eine  lineare  Beziehung  nicht  besteht.  Diese  geben  in  (2)  das 
allgemeine  Integral. 


§•  4. 

Sind  yx,y%t  — ,  yn  diese  besonderen  Integrale,  so  hat  mao 

wie  in  j.3. : 


(15) 


Ana  deu  Gleichungen  (15)  lassen  sich  die  Grossen 


Tn' 


•     •        •       *  ^ 


AT 


(16) 


dorc\i  yÄ ,  yu  und  deren  Differentialquotienten  bis  zur  nten 
OrJnong  ausdrücken,  vorausgesetzt,  dass  nicht 


dx  ' 


*y% 

dx  9 


. . . ,  yn 

dyn 

 dx 


dx1*-1 


dx»-i  ' 


dn~lyn 
dx»-1 


=  0 


Da  diese  Gleichung  aber  nach  §.  I.  eine  lineare  Beziehung  zwischen 

Jfi  ,  yn  voraussetzt,  so  kann  sie  nicht  bestehen,  und  man 

tonn  folglich  die  Grössen  (16)  bestimmen. 

Da  eine  jede  Differentialgleichung  wter  Ordnung,  die  nach 
dem  höchsten  Differentialquotienten  aufgelöst  ist  (wa*  bei  der 
(I)  unmittelbar  erreicht  werden  kann),  nur  eine  Integralgleichung 
haben  kann,  so  ist  es  ganz  überflüssig,  erweisen  zu  wollen,  dass 
die  Form  (2)  für  die  (1)  n  oth wen dig  sei.  Es  genügt  vollständig, 
«u  zeigen,  dass  die  Form  (2)  möglich  sei. 
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VI. 

Ueber  den  mittleren  Fehler  der  Resultate  aus 
trigonometrischen  Messungen. 

Von 

Herrn  Doctor  Borsch, 

ord.  Lehrer  an  der  höheren  Gewerbeschule  in  Cause L 


(Jeher  die  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  der  aus  trigono- 
metrischen Beobachtungen  abgeleiteten  Functionen,  nämlich  der 
Richtungen  der  einzelnen  Dreiecksseiten,  bestehen  verschiedene 
Ansichten'):  nach  der  einen  ist  der  mittlere  Fehler  einer  Richtung 
gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Fehlerquadrate 
dividirt  durch  die  Anzahl  der  zwischen  den  Richtungen  bestehen- 
den Bedingungsgleichungen,  nach  der  anderen  gleich  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Summe  der  Fehlerquadrate  dividirt  durch  die  um 
]  verminderte  Anzahl  der  Richtungen.  Bei  der  Wichtigkeit  die- 
ses Gegenstandes  für  die  Beurtheilung  geodätischer  Arbeiten, 
dürfte  es  gegenwärtig,  wo  durch  die  mitteleuropäische  Gradmes- 
sung über  einen  grossen  Theil  von  Muropa  ein  Dreiecksnetz  ge- 
spannt wird,  nicht  ohne  Interesse  sein,  denselben  etwas  näher 
zu  betrachten. 

Der  mittlere  Fehler  soll  im  Allgemeinen  die  Grenzen  angeben, 
innerhalb  welcher  bei  direkten  Beobachtungen  oder  Functionen 
derselben  ein  Fehler  zu  befürchten  ist;  sind  diese  Grenzen  sehr 
weit,  d.  h.  existiren  zwischen  den  einzelnen  zu  beurtheilenden 
Grossen  nur  wenige  Bedingungen,  die  sich  stets  in  einer  gleichen 
Anzahl  von  Bedingungsgleichungen  darstellen  lassen,  so  wird  der 
mittlere  Fehler  gross,  ja  selbst  grösser  als  die  Fehler  der  ein- 
zelnen Grössen  sein;  je  enger  man  aber  die  Grenzen  zieht,  je 


*J  Vergleicht'  Gcncralhcricht  über  diu  luiLleletiropäiscIie  Grud- 
mes«iing  für  Hu«  Juhr  1865.  Berlin  1866,  yng.  45  etc.,  wobei  zugleich 
auf  einen  daselbst  zweimal  vorkommenden  Druckfehler,  nämlich  Zr — 6 
fttutt  *r  —  1.  Htifmurl»mioi  gemmlil  wird.  —  Hacyer,  die  Küntenvrr- 
inennunjj  und  ihre  \  erhindtang  mit  der  Herl  in  er  (irundlinie*  llerlin  1849, 
iirtg.  353.  —  Kucke.  u«trt>n»ini«rliftfi  Jahrlun  Ii  für  1831,  pag*  292.  — 
Gerling.  Wettrup*  «nr  Gecw  nijifnr  Kui1m»s<ik*     Knusel  1839,  pag.  182, 
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mehr  Bedingungsgleichungen  man  aufstellen  kann,  um  so  genauer 
wird  auch  der  mittlere  Fehler,  um  so  kleiner  im  Vergleiche  zu 
den  einzelnen  Fehlern. 

Je  nachdem  der  mittlere  Fehler  für  direkte  Beobachtungen 
oder  für  Functionen  derselben  gesucht  wird,  sind  drei  Punkte  ins 
Auge  zu  fassen: 

1)  Die  unbekannte  Grösse" wird,  direkt  in  überschüssiger  An- 
zahl beobachtet. 

2)  Die  unbekannten  Grossen  sind  Functionen  „Elemente" 
direkter  Beobachtungen  und  letztere  in  überschüssiger 
Anzahl  vorhanden. 

3)  Die  unbekannten  Grossen  sind  Functionen  Elemente" 
direkter  Beobachtungen,  diese  Elemente  in  überschüssiger 
Anzahl  vorhanden  und  durch  Bedingungsgleichungen  ver- 
bunden. 

Bezeichnet  mau  mit  m  den  mittleren  Fehler  der  direkten 
Beobachtungen,  beziehungsweise  der  Functionen  derselben,  mit 
[rr]  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler,  mit  die  Anzahl  der 
überschüssigen  Beobachtungen  oder  Elemente,  d.  h.  die  Anzahl 
der  Widersprüche,  also  auch  der  Bedingungsgleichungen,  so  hat 

allgemein  für  die  drei  Fälle: 

m  =  \[i™lt 

v  Zb 

der  mittlere  Fehler  ist  immer  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der 
Summe  der  Fehlerquadrate  dividirt  durch  die  Anzahl  der  Wider- 
spruche. Haben  ausserdem  die  Beobachtungen  oder  deren  Ele- 
mente verschiedene  Gewichte,  bezeichnet  man  diese  mit  p,  also 
mit  [p.rt]  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten 
Fehlerquadrate  so  wird 

[P 

Zb 

von  einem  mittleren  Fehler  kann  dann  aber  nur  insofern  die 
Rede  sein,  als  er  sich  auf  die  Gewichtseinheit  der  Grossen  be- 
zieht, zb  ist  stets  das  Gewicht,  welches  dem  mittleren  Fehler 
zukommt,  d.  h.  Vzb  die  Genauigkeit  desselben. 

Für  den  ersten  Fall  ist  ein  Element  wiederholt  direkt  be- 
obachtet, man  hat  bei  z  Beobachtungen  dieses  Elementes  z — 1 
Widersprüche,  die  man  stets  in  ebensovielen  Bedingungsgleichun- 
gen ausdrücken  kann ;  in  der  Praxis  wählt  man  aber  in  der 
Re»el  diesen  Weg  nicht,  sondern  führt  noch  eine  weitere  abge- 
leitete Grosse,  das  arithmetische  Mittel,  mit  in  die  Rechnung  ein. 
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wodurch  man  aber  auch  einen  Widersprach  mehr,  nämlich  2 
Widersprüche  erhält,  es  igt  mithin  24  =  2  —  1. 

Für  den  zweiten  Fall  wird  man  auch  immer  ebensoviele  Be- 
dingungsgleichungen durch  Vergleichung  der  Beobachtungen  nur 
unter  sich  ableiten  können,  man  führt  jedoch  auch  hier  in  der 
Praxis  zu  den  Beobachtungen  aus  diesen  abgeleitete  vorläufige 
Elemente  ein;  ist  die  Anzahl  derselben  =  v,  so  wird  man  auch 
e  Bedingungsgleichungen  mehr  erhalten,  und  bezeichnet  man  die 
Zahl  der  nun  gebildeten  Gleichungen  mit  z,  so  ist  die  Anzahl  der 
Widersprüche  oder  Bedingungsgleichungen,  die  nur  allein  zwischen 
den  Beobachtungen  bestehen,  nämlich  24  =  2— e.  Ist  e=  1,  so 
gebt  der  zweite  in  den  ersten  Fall  über. 

Der  dritte  Fall  ist  der  speciell  hier  in  Betracht  kommende, 
zwischen  den  Elementen  werden  24  Bedingungsgleichungen  be- 
stehen. Hat  man  nämlich  nur  so  viele  Elemente  (Richtungen), 
als  zur  Berechnung  der  gestellten  Aufgabe  absolut  nothwendig 
sind,  also  keine  überschüssigen  Stücke,  so  wird  man  auch  keine 
Widersprüche,  d.  b.  keine  Fehler,  also  auch  keinen  mittleren 
Fehler  finden;  es  wird  aber  Niemand  behaupten  wollen,  dass  die 
Fehler  gleich  Null  seien,  mau  bat  nur  kein  Mittel  sie  zu  bestim- 
men, sie  sind  unbestimmt,  sie  und  der  mittlere  Fehler  treten 
unter  der  Form  £  auf.  Kommt  ein  überschüssiges  Element  hin- 
zu, so  erhält  mau  eine  Bedingungsgleichung,  man  wird  nun  die 
einzelnen,  sowie  den  mittleren  Fehler  der  Elemente  bestimmen 
können,  letzteren  kann  jedoch  nur  ein  geringes  Gewicht  =  1  bei- 
gelegt werden.  Ist  die  Anzahl  der  überschüssigen  Elemente,  also 
auch  der  Bedinguiigsgleichuiigeu  =  2,  so  erhalt  man  den  mittleren 
Fehler  mit  dem  Gewichte  =  2,  oder  der  Genauigkeit  =  V2;  hat 
man  24  überschüssige  Elemente,  24  Bedingungsgleichungen,  so  ist 
das  Gewicht  =  24,  die  Genauigkeit  ==  V24.  Die  Anzahl  zr  der 
Überhaupt  zu  der  Berechnung  verwendeten  Elemente  (gemessene 
Richtungen  der  Dreiecksseiten)  bat  also  auf  die  Bestimmung  so 
wie  die  Genauigkeit  des  mittleren  Fehlers  durchaus  keinen  Ein- 
fluss,  sondern  nur  die  Anzahl  2»  der  überschüssigen  Elemente, 
der  Bedingungsgle'n  hungen.  Der  gefundene  mittlere  Fehler  wird 
um  so  genauer  sein,  er  wird  sich  um  so  mehr  der  Wahrheit 
nähern,  je  grösser  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  ist,  er 
ist  eine  Function  von  24,  nicht  von  zr,  und  fällt  mit  der  Wahrheit 
zusammen,  wenn  24  =  00  ist.  Die  Folge  dieser  Abhängigkeit  ist, 
dass  bei  wenigen  Bedingungsgleichungen  aber  vielen  Elementen 
die  einzelnen  Fehler  sehr  klein,  der  mittlere  Fehler  sehr  gross 
erscheint,  seine  Grenzen  liegen  weit  auseinander,  je  enger  hin- 
gegen diese  gezogen  werden,  je  gi unser  24  wird,  um  so  kleiner 
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wird  der  mittlere  Fehler,  um  so  mehr  wird  er  in  das  richtige 
Verhältnis  zu  den  Fehlern  der  einzelnen  Elemente  (Richtungen) 
treten.  Aus  diesen  Gründen  ist  auch  als  Prinzip  festzuhalten, 
nicht  möglichst  viele  Elemente  überhaupt,  sondern  möglichst  viele 
überschüssige  Elemente  durch  Messung  zu  bestimmen,  und 
dadurch  möglichst  viele  ßedingungggleichungen  zu  erhalten 

Bestimmt  man  hingegen  den  mittleren  Fehler  für  die  Rich- 
tungen der  Dreiecksseiten  nach  der  Formel  m  =  »  oder 
hei  verschiedenen  Gewichten  der   Elemente  nach   der  Formel 

macht  man  also  den  mittleren  Fehler  und  seine 

Genauigkeit  von  der   Anzahl  zT  der  Richtungen  abhangig,  so 
braucht  man,  ganz  consequent  mit  der  Formel,  um  sehr  gute 
und  zuverlässige  Resultate  zu  erzielen,  nur  sehr  viele  Richtun- 
gen, aber  sehr  »venige  überschüssige,  also  um  gleich  die  Grenze 
zuziehen,  nur  eine  überschüssige  Richtung  durch  Messung  zu 
bestimmen  und  in  die  Rechnung  einzuführen;  z.  B.  zwischen  2 
definitiven  Grundlinien  eine  möglichst  lauge  Dreieckskette  (nicht 
Dreiecksnetz),  bei  welcher  in  jedem  Dreiecke  nur  zwei  Winkel 
durch  Messungen  bestimmt  wären,  und  zwischen  den  Sinussen 
fciuumtiicher  gemessener  Winkel   eine    Bedingungsgleichung  be- 
stäode.    Die  Unrichtigkeit  dieser  Annahme  liegt  auf  der  Hand. 

Will  man  ferner  die  Behauptung  aufstellen,  die  Richtungs- 
fehl  er  seien  unabhängig  von  der  Grosse  der  Winkel,  indem  ver- 
schieden grossen  Winkeln,  die  übrigens  unter  denselben  Um* 
standen  gemessen  sind,  dieselben  mittleren  Fehler  zugeschrieben 
Herden  müssen,  man  könnte  also  die  verschiedenen  Richtungen 
als  wiederholte  Beobachtungen,  ihre  Zahl  sei  =.  zr»  einer  Rich- 
tung auschen,  und  demnach  den  mittleren  Fehler  durch  die  For- 
mel m  =  ^  \^-}\*  beziehungsweise  wt  =  darstellen, 

so  wurde  diese  Behauptung  nur  dann  zulässig  sein,  wenn  die 
Winkel  unter  sich  in  keiner  Abhängigkeit  ständen,  und  man  im 
Stande  wäre,  die  einzelneu  Richtungen  ohne  Zuziehung  anderer 
Grossen  unmittelbar  unter  sich  zu  vergleichen;  hier  treteu  aber 
drei  Winkel,  also  sechs  Richtungen  zu  einem  Dreiecke  zusammen, 
oder  es  geben  die  gemeinschaftlichen  Seiten  der  Dreiecke  durch 
die  Grosse  der  Winkel  bedingte  Widersprüche  der  Richtungen, 
es  bestehen  also  zwischen  der  Grösse  der  Winkel  und  den  Rich- 
tungen in  dem  vorliegenden  Falle  ganz  bestimmte  Beziehungen 
und  die  Richtungen ,  also  auch  die  Fehler  derselben  so  wie  der 
mittlere  Fehler,  sind  abhängig  von  der  Grosse  der  Winkel,  sie 
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sind    Functionen   derselben;    die    Formel    m  =       -fe-j-  0(jer 


»I  =  kann  also  auch  in  dieser  Hinsicht   keine  An- 

wendung finden. 

Zum  Schlüsse  möge  noch  nachfolgende  Betrachtung  hier 
ihren  Platz  finden.  Hat  man  zwei  Reihen  gleich  vieler  und  gleich- 
guter  Beobachtungen ,  und  aus  denselben  eine  gleiche  Anzahl  von 
Elementen  und  eine  gleiche  Anzahl  von  Bedingungsgleichungen 
abgeleitet,  so  wird  man  den  Resultaten  aus  beiden  Reihen  von 

Beobachtungen  nach  der  Formel  V  -■—  voraussichtlich  denselben 

mittleren  Fehler,  d.  h.  dieselbe  Genauigkeit  zuschreiben  müssen. 
Dieses  kann  zur  Beantwortung  einer  Frage  dienen,  die  schon 
vielfach  aufgeworfen  wurde.  Müssen  nämlich  bei  einem  Dreiecks- 
netze, wenn  es  eine  hinlängliche  Garantie  seiner  Zuverlässigkeit 
in  sich  tragen  soll,  alle  Richtungen  von  ihren  beiden  Endpunkten 
aus  gemessen,  d.  h.  in  jedem  Dreiecke  die  drei  Winkel  durch 
Messung  bestimmt  sein,  oder  bleibt,  bei  übrigens  gleichguten 
Beobachtungen,  die  Genauigkeit  dieselbe,  wenn  statt  einer  zwei- 
seitig gemessenen  Richtung  zwei  einseitig  gemessene  Richtungen, 
nämlich  statt  eines  Dreiecks  mit  3  gemessenen  Winkeln  2  Drei- 
ecke mit  nur  je  2  gemessenen  Winkeln  eingeführt  werden?  Da 
für  die  Doppelrichtung  zwei  einseitige  Richtungen  und  für  die 
ausfallende  Bedingungsgleichung  zwischen  den  3  Winkeln  eines 
Dreiecks  eine  andere  zwischen  den  Sinussen  der  Winkel  zweier 
Dreiecke,  durch  Vergleichung  ihrer  gemeinschaftlichen  Seite,  hin 
zukommt,  so  wird  die  Anzahl  der  Fehler  sowie  die  Anzahl  der 
Bedingungsgleichungen  nicht  geändert,  man  wird  also  in  beiden 
Fällen  den  einzelnen  gemessenen  Richtungen  denselben  mittleren 
Fehler  und  dem  ganzen  Dreiecksnetze  dieselbe  Genauigkeit  zu- 
schreiben  müssen.  Das  nur  einseitige  Messen  einer  Richtung 
hat  aber  in  den  meisten  Fällen  seinen  Grund  darin,  dass  an  dem 
einen  Endpunkte  eine  sichere  Anvisirung  nicht  zu  erzielen  war, 
ja  dieses  mitunter  nicht  schon  bei  der  Entwerfung  des  Dreiecks- 
netzes, sondern  erst  bei  der  Winkelmessung  entdeckt  wurde,  in 
diesem  Falle  ist  es  sogar  vorzuziehen,  die  weniger  zuverlässige 
Messung  ganz  zu  unterlassen,  oder,  wenn  sie  schon  gemacht  ist, 
nicht  zu  benutzen ,  und  stattdessen  eine  weitere  einseitige  Rich- 
tung einzuführen,  die  mit  hinlänglicher  Schärfe  bestimmt  werden 
kann,  die  Genauigkeit  des  Ganzen  wird  dadurch  nur  erhobt. 
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VII. 

Ueber  eine  Eigenschaft  der  Hyperbel. 

(Mit  Bezugnahme  auf  einen  Aufsatz  dea  Herrn  Professor  Nicola 
CaralieriSan  Bertolo,  commend.,  in  den  „AUi  detT  Accuderaia 
Poatificia  dei  nuovi  Lincei".  Anno  XIX.  Ses«.  III«.  24  Febbr.  1866.). 

Von 

Herru  C.  Thiel, 

Kandidaten  der  Mathematik  in  Greifswald. 


Aufgabe. 

(Taf.  III.  Fig.  4.). 

Zwei  in»  Punkte  A  anter  dem  Winkel  a  sich  schnei- 
dende Gerade  AX  und  AY  werden  von  einer  dritten 
Geraden  RS  in  den  Punkten  B  uud  C  so  geschnitten, 
das«  &CAB=:k9  ist;  verbindet  man  nun  den  Mittel- 
punkt P  von  BC  mit  A  und  theilt  AP  in  N  so,  dass 

NP\AP=z\ih 

ist,  so  soll  der  geometrische  Ort  des  Punktes  iV  für 
alle  Lagen  vonÄS  bestimmt  werden,  bei  denen  &CAB 
=  **  ist. 

Auflösung.  Es  sei  A  Anfang  des  Coordinatensystems,  AX 
der  positive  Theil.der  x  -  Axe  und  A  Y  der  positive  Theil  der 
Jf  •  Axe. 

Die  Coordinaten  von  C  seien  nuu  xlt  Ö;  die  von  B  seien  ü, 
$%;  also  sind  die  von  P:  und  nach  den  Lehren  der  ana- 

lytischen Geometrie  die  von  iV: 
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n  Ä-J  h-\ 

X)  *  =  ~ih~Xii  *  = 

Weil  aber  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe 

2)  A  CAB  =  \xx  yasin  a  =  k* , 

also 

yt  =  —  cosec  a 

ist,  so  ist  auch : 

o;  .  .  .  .  x  =  ~2A~  5:1  *    ^  =  hx  cosectt» 
und  multiplicirt  man  diese  Werfhe,  so  erhalt  man: 

4)  *y  =  \  (^J~)  k*  cosec«, 

d.  h.  die  Gleichung  einer  Hyperbel  zwischen  ihren  Asymptoten. 

Um  ihre  Mittelpunkfsgleichung  zu  6ndent  hat  man  von  dem 
schiefwinkligen  Coordinatensysteme  der  (37/)  zu  einem  recht- 
winkligen der  (x'y')  überzugehen,  das  denselben  Anfangspunkt  A 
hat  und  dessen  positive  xr  -  Axe  deo  Asymptotenwinkel  a  hal- 
birt.  Man  hat  demnach  in  den  Formeln  für  den  Uebergang  von 
einem  schiefwinkligen  zu  einem  rechtwinkligen  Systeme: 

_  x' «in [(xy)  —  £]  -  y ' cos [{xy)  —  £ ]       _  j'sin$  +  y' cosg 
x  ~  sin(or.v)  '  y  ~~  sin(*y) 

(xy)  =«,  £  =io  zu  setzen,  und  erhält: 

jr'sini«  —  y'cos£a  ar'sin     -f  «'cos 4er 

o)  ....  x  «s  ; —  •    y  =  —  ; 

7  sina  ^  sino 

also  durch  Multiplication : 

3r'aain        y^cosj  a1 

und  folglich  nach  4) : 

sin  a2 

6).  .  .  .   *'*tgi«—  y'2cotg4«  =  (^y  Ar* 
oder  endlich: 

7) 


^  «INI."' 


oder : 

A-1V 
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Oer  gesuchte  geometrische  Ort  ist  also  eine  Hy- 
perbel  mit  den  Schenkeln  des  Winkels  A/fKals  Asym- 
ptoten und  mit  den  Halbaxeo 

a  —  ~~fj^—     cot£  Ja .  k ,  b  =  Sf  tg  i«  •  k- 

Die  Abscisse  ihres  Brennpunktes  ist 

e  =  V"i*T6*  =  V^icosec«.*. 

Ist  o  =  90°,  so  ist  cotgi«  =  tg*«  =  1;  die  Hyperbel  ist  dann 
gleichseitig  und  ihre  Gleichung  ist: 


»)   *'»-y'*  =  (V)'**- 


Ist  A  =  3 ,  so  ist  iV  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  CAB,  und 
man  hat  daher  folgenden 

Lehrsatz.  Der  geo metrische  Ort  d er  Schwerpunk te 
aller  Dreiecke  mit  demselben  Winkel  a  und  dem  cou- 
etanten  Flächeninhalte  k%  ist  eine  Hyperbel  mit  den 
Schenkeln  des  Winkels  als  Asymptoten.  Ihre  Glei- 
chung ist: 


( 


.k)      (\Sftlla.k)  *' 


M  Vcötg^«  . 

und  für  a  =  90°,  in  welchem  Falle  die  Hyperbel  gleich- 
zeitig  ist: 

Multiplictrt  man  die  beiden  Halbazen  mit  einander,  so  erhält  man : 

•>  —  (^)V 

und  folglich: 

10>  ^(A)'«»- 

und  das  giebt  folgenden 

Lehrsatz.  Zieht  man  vom  Mittelpunkte  A  einer  Hy- 
perbel nach  einem  beliebigen  Punkte  N  derselben  eine 
Gerade,  verlängert  sie  Aber  N  hinaus  bis  P,  so  dass 

NP:AP=l:h9 

und  zieht  durch  P  eine  Gerade  bis  zum  Durchschnitte 
mit  den  beiden  Asymptoten  in  B  und  C  so,  dass  BC 
in  Pbalbirt  wird,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  Drei- 
eckes ABC  ein  constanter,  nehmlich 


48 


C.  Thiel:   Veber  eine  Eigenschaft  der  Hyperbel. 


*1=(ä^i)*°* 

Ist  A  =  3,  so  ist  N  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  CAB 
und  sein  Flächeninhalt  &*  =  %  ab. 


Wie  Herr  Nicola  CavalierTSan  Bertolo  a.a.O. bemerkt,  ver- 
dient es  angeführt  zu  werden,  dass,  wenn  obige  aus  der  Losung 
der  Anfangs  gestellten  Aufgabe  hergeleitete  Eigenschaft  der 
Hyperbel  sich  noch  nicht  bei  Apollonius  so  ausgedrückt  Gndet, 
dieselbe  doch  aus  zwei  von  ihm  angeführten  Sätzen  leicht  ge- 
folgert werden  kann,  nehmlich  aus  dem  dritten  im  zweiten  Buche 
seines  Werkes  über  die  Kegelschnitte: 

„dass  das  zwischen  den  beiden  Asymptoten 
liegende  Stuck  jeder  Tangente  an  eineHyper- 
bel  im  Berührungspunkte  halbirt  wird" 

und  dem  43sten  im  dritten  Buche: 

„dass  alle  von  den  Tangenten  an  eine  Hyper- 
bel und  von  ihren  Asymptoten  eingeschlosse- 
nen Dreiecke  einen  constanten  Flächeninhalt 
haben,  nehmlich  demRechtecke  aus  denHalb- 
axen  der  Hyperbel  gleich  sind." 

Zieht  man  nehmlich  durch  einen  beliebigen  Punkt  N  einer 
Hyperbel  eine  Tangente  bis  zum  Durchschnitte  mit  den  Asymptoten 
in  DundE,  zieht  AN  und  verlängert  es  über N  hinaus  bis/1,  so  dass 

AP:NP=h:l, 

und  zieht  durch  P  zur  Tangente  DE  die  Parallele  BC,  so  wird, 
weil  DE  nach  dem  ersten  angeführten  Satze  in  iV  halbirt  wird, 
BC  in  P  halbirt;  ferner  ist: 

±BACi\DAE=  AB  .AC.AD.AE, 

also  weil 

AB:AD  =  AC:AE  =  AP:AJS  =  h:h-l, 

d.  b. : 

AB  =  7^ri.AD,  AC^j^yAE 

ist : 

\BAC'\  DAE  =  ( * :  h 

also  schliesslich,  weil  nach  dem  zweiten  angeführten  Satze 
A  DAE  =  ab  ist: 

was  bewiesen  werden  sollte. 
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Aach  hier  hat  der  Ausdruck  <p%  eine  ähnliche  Bedeutung  wie 
trüber. 

Soll  der  berührende  Kegel  ein  Rotationskegel  sein,  so  müssen 
folgende,  aus  der  Vergleichung  von  (V)  und  (VI)  resultirende 
B?tiingungsgleichungen  bestehen: 

(15) 

r.iKfHD'l^l'-OQ'-Ö)!  ■••<•) 
'M0-G)*l=^!'-©-ß)1 


vi 


(» 


6* 


•  •  • 


(0 


Wir  haben  hier  fünf  Gleichungen  zwischen  sechs  Variablen 
h  9i  r»  £f,  03,  (weil  <p,  obzwar  es  die  Grossen  M  und  N  ent- 
hält, bloss  als  eine  Variable  angesehen  werden  darf),  woraus 
»Am  hervorgeht,  dass  der  geometrische  Ort  der  Kegelspitzen 
dmtk  iwei  Gleichungen  gegeben,  also  eine  Linie  sein  wird. 

Etiroiniren  wir  demnach  die  Grössen  A9  B,  <jp,  so  werden 
sich,  wie  folgt,  ergeben. 

Aus  (y),  (6)  und  (e)  erhalten  wir: 

A-e*p  /HU 
^  =  a*r         R  6*r' 


&aeichoet  man  weiters  den  Ausdruck 

'-(9'-G)*-(D' 

a<t  r,  nnd  setzt  diese  Werthe  in  die  beiden  Gleichungen  (o) 
"d  iß),  so  erhalt  man  aus  (a) : 

7i.il  *LV1. 
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(weil  aus  (17)  9»  =  -  ^  -  jj  folgt) ,  daher 

£  i/=  u  (**) 

a2 

■ 

Ebenso  ergibt  sich  aas  (ß) 


g  17=  17,  ("» 


woraus  ersichtlich  Ist,  dass  für  den  Fall,  als  A  und  /*  endliche 
Werthe  erhalten,  ein  beröhrender  Rotationskegel  nur  dann  raug 
lieh  ist,  wenn 

©r-cor-or--." 
©•+(?)*+©'-' 

wird;  d.  h.  wenn  die  Kegelspitze  AT  in  der  Oberflficbe  des  Ellip 
soides  liegt,  wo  dann  der  Kegel  in  die  betreffende  Berührung* 
ebene  übergeht,  oder  wenn 

0  =  6  =  c  (VIII) 

ist,  d.  i.  wenn  das  Ellipsoid  in  eine  Kugel  abergeht,  bei  welcher 
bekanntlich  jeder  berührende  Kegel  ein  Rotationskegel  ist. 

Nimmt  man  jedoch  eine  der  Grossen  A  oder  B  gleich  Null, 
oder  unendlich  gross  an,  so  kann  dies  durch  Substitution  einer 
der  Gleichungen 

p  =  0,  0  =  0,  r  =  0 

erreicht  werden,  und  wir  haben  alsdann  die  Untersuchung  io 
einer  der  drei  Coordioatenebenen  durchxuführen,  wie  dieselbe 
gleich  anfänglich  vorgenommen  wurde. 

Wir  erhalten  durch  die  Substitution  dieser  Bedingung  in  die 
Gleichungen  (15)  genau  jene  drei  Bedingungsgleichungen  (II), 
indem  zwei  Relationen  aus  (15)  entfallen.   Selbstverständlich  hat 

man  zu  berücksichtigen,  dass  der  Quotient  g  (für  r  =  0)  als 

neue  Variable  einzuführen  sein  wird. 

Da  nun  bei  der  Untersuchung  in  einer  Coordinatenebene  be- 
wiesen wurde,  dass  die  fragliche  Kurve  eich  in  jener  Ebene  be  - 
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(iodet,  welche  durch  die  griisste  und  kleinste  Axe  des  Ellipsoides 
gebt,  und  wir  bei  der  allgemeinen  Untersuchung  auf  eine  Axen- 
ebene  Obergehen  raussten,  so  folgt  hieraus,  dnas  jenes  bei  der 
speziellen  Entwickelung  erhaltene  Resultat  das  einzig  mögliche  ist. 


§.  7. 

Für  die  den  Schluss  dieses  Aufsatzes  bildende  Konstruktion 
ist  es  ferner  von  loteresse,  zu  untersuchen,  welches  der  genme- 
trische Ort  aller  Kegelspitzen  sei,  die  erhalten  werden,  wenn 
man  die  sämmtlichen,  das  Ellipsoid  umhüllenden  Rotationskegel 
parallel  zu  sieb  selbst  so  lange  verschiebt,  bis  sie  eine  ge- 
gebene Kugel  berühren. 

Zu  diesem  Behufe  sei  in  Taf.  III.  Fig.  3.  SA  die  Axe  und 
BSC  der  Umriss  eines  das  gegebene  Ellipsoid  berührenden  Ro- 
tatinnskegels,  welcher  so  weit  verschoben  wird,  bis  er  die  Kugel 
K  vom  Radius  R  berührt,  wodurch  seine  Spitze  nach  Sx  ge- 
langt   Selbstverständlich   muss  in  dieser  Lage  die  Kegelaxe 
iSjO  durch   den  Mittelpunkt  O  der  Kugel  gehen,  welcher,  der 
Einfachheit  halber,  mit  dem  Mittelpunkte  O  des  Ellipsoides  zu- 
sammenfallend angenommen  wurde. 

Benutzen  wir  auch  hier  dasselbe  Coordinatensystem,  wie  in 
den  vorigen  Fällen,  so  werden  OP\  =  x,  StPl  =  y  die  recht- 
winkligen, OSj  =  p,  ^  XOSl  =  a  die  polaren  Coordinaten  (in 
Bezug  auf  den  Pol  O  und  die  Polaraxe  OX)  eines  Punktes  S% 
der  zu  suchenden  Kurve  sein. 

Zur  Bestimmung  derselben  haben  wir  nachfolgende  Gleichungen  : 

1)  Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  OESt  : 

R 

R  =  psind  oder  p  =  t 

wenn  6  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  rotirende  Erzeugende 
des  Kegels  mit  der  Kegelaxe  bildet. 

2)  Für  die  jedesmalige  Fixirung  der  Kegelaxe  SA  werden 
die  beiden  Gleichungen 


©•-©*= 


I, 


1       dq       ij  p 

5* 
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hinreichen,  wovon  die  erste  die  Lage  der  Kegetspitze  S,  die 
zweite  die  Neigung  der  Kegelaxe  gegen  die  Coordinatenaxe  OX 
angibt,  wenn  wir  mit  p  und  q  die  Coordinaten  OP  und  SP  der 

Kegelspitze  und  mit  fi  =  Vö*— c1,  fa  =  \Tc*— b%  die  Axen- 
Iftngen  der  Hyperbel,  in  welcher  die  Kegelspitze  £  liegt,  be- 
zeichnen. 

3)  Endlich  erhalten  wir,  wie  aus  der  Anmerkung  des  §.  J. 
ersichtlich  ist,  eine  Relation: 

sin*«        f         1^  c*_  pq 

zwischen  den  Winkeln  a  und  6\ 

Durch  Elimination  der  Grössen  p,  q  und  8  aus  diesen  vier 
Gleichungen  wird  eine  Gleichung  zwischen  q  und  a  resultiren, 
welche  die  zu  suchende  Kurve  bestimmen  wird. 

Fassen  wir  mithin  die  Gleichungen  in  2)  in's  Auge  und  be- 
stimmen aus  denselben  die  Werthe  p  und  q>  so  ergeben  sich 
hiefür  einfach  die  Ausdrücke: 

■ 

«  _  ^«tg«« 

Q«  -  *** 

9  -fl*tg*«-£,** 

folglich : 

„n  _  gjgg»2tg« 

Diese  Werthe,  in  die  letzte  der  vier  Gleichungen  gesetzt, 
geben : 

si  n%a  c*  £l  f  c4*  tg*  a 

cw*ö  ~~  ~~a* 6*  tg*«-fa*)— 6*f!4 tg*a— a»^« ' 

Werden  im  Nenner  die  Glieder,  welche  tga«  enthalten,  zu- 
sammengezogen, und  wird  berücksichtigt,  dass  a* — f,*  ==  c*, 
0a  +  faa  =  c*  ist,  so  lässt  sich  der  Bruch  durch  c*  abkürzen,  wo- 
durch er  die  Form  erhält: 


sin*o 
cos2d 


__  fi  e^t+tWa 

~     62€,2tg2a—  a*£a*  *~  a*fa*cos*a  — o^sio*«  ' 


Hieraus  folgt,  wenn  zu  beiden  Seiten  der  Gleichung  durch 
sinaa  abgekürzt  und  der  reziproke  Werth  genommen  wird : 
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co*  ö  -   , 

daher : 

sin2d  z=  I  —  cos*d  =  — —  - — „    a   *  . 

Die  erste  der  aufgestellten  Bedingungsgleichungeu  quadrirt, 

?iht: 

Q  =  sh*5' 

und  für  «in*6  deo  eben  gefundenen  Werth  gesetzt: 
-  h^SJ*2  

ds  die  Pnlargleichung  der  zu  suchenden  Kurve. 

Sollen  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eingeführt  werden,  so 
hat  man  bekanntlich 

2 


(>2  =  *2  +  y*,  sin*«  =  —£-3 '     cos2«  = 


io  eubetituiren.  Wird  dies  vorgenommen  und  die  ganze  Glei- 
cbaog  durch  x1  +  y*  abgekürzt,  so  erhält  man  : 

1==  ei*^/2» 


 giaf2g/?a 

Es  ist  sonach: 


(IX) 


die  Gleichung  der  zu  bestimmenden  Kurve,  folglich  diese  eine 
Hyperbel,  deren  reelle  Axe  mit  der  Richtung  der  imaginären 
Axe  der  in  §.  ],  erhaltenen  Hyperbel  (III),  und  umgekehrt,  zu- 
sammenfällt, und  deren  Axenlängen  den  Axenlängen  dieser  Hy- 
P«bel  (III)  derart  proportional  erscheinen,  dass  das  Verhältniss 
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der  reellen  Aze  der  einen  mit  der  imaginären  Axe  der  anderen 

R 

Hyperbel,  und  umgekehrt,  durch  den  Quotienten  —  angegeben 

c 

wird. 

Wäre  R  =  c,  d.  h.  der  Halbmesser  der  Kugel  gleich  der 
mittleren  Axe  des  Ellipsoides  angenommen  worden ,  so  würde  für 
diesen  Fall 


die  Gleichung  unserer  Hyperbel  sein,  woraus  ersichtlich  ist, 
dass  diese  sodann  mit  der  Hyperbel  (III)  gleiche  Axenlängen 
besitzt,  und  nur  der  Unterschied  obwaltet,  dass  die  reelle  Axe 
der  ersteren  zur  imaginären  Axe  der  letzteren  Hyperbel,  und  um- 
gekehrt, wird. 


§.  8. 

Suchen  wir  endlich  wieder  jene  Fläche,  welche  durch  die 
aufeinanderfolgenden  Lagen  der  Ebenen  des  Berührungskreises 
von  der  angenommenen  Kugel  mit  dem  Kegel  gebildet  wird ,  so 
muss  diese,  der  horizontalen  Lage  der  Hyperbel  (IX)  wegen, 
eine  vertikale  Cylinderfläche  sein,  und  es  werden  auch  hier,  wie 
in  §.  5.,  aus  den  Gleichungen 

px\  <iy  =  0, 

und  dem  ersten  Differentialquotieuten 

die  Grossen  p  und  q  zu  eliminiren  sein ,  um  die  Trace  dieser 
Cylinderfläche  auf  der  Coordinatenebene  XOY  zu  erhalten.  Hier- 
bei bezeichnen  p  und  q  die  Coordinaten  der  einzelnen  Punkte  der 
eben  gefundenen  Hyperbel  (IX),  und  wurde  m  und  n,  der  Kurs« 

Rs  Rs 

halber,  für  die  Axenlängen  — -  und  — -1  gesetzt. 

c  c 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man: 
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rrPR*y 


9  -  rntyi—n**1 


1* 


Lm*  ~~~  myJ  ~  ~~  (»y '  «y 


— ?L— s  r^Lv  m  Ä  1  »   (^) 

(S)  (?) 

-  indem  man  auf  dieselbe  Weise  zu  Werke  geht,  wie  in  §.  5.,  — 
als  die  Trace  der  Cylinderfläche. 

Diese  Kurre  ist  mithin  wieder  eine  Hyperbel,  deren  Axen- 
richtongen  mit  jenen  der  früher  gefundenen  Hyperbel  (IX)  zu- 
sammenfallen, und  deren  Axenlängen   durch  Konstruktion  der 

tri.  fti 

Wertbe   —  und  —  einfach  erhalten  werden, 
in  n 

Bestimmt  man  die  Asymptotenwinkel  beider  Hyperbeln  (IX) 
ud  (X),  so  findet  man  für  jenen  »  der  ersten  Hyperbel : 

ur><i  Cfir  jenen  w'  der  zweiten  Kurve: 
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tg»'  = 


'  . 


Mithin  ist: 

tga>  =  cotgeo', 

iroraus  erhellet,  das  die  Asymptotenrichtungen  der  letztgefundenen 
Hvnerbel  erhalten  werden,  wenn  man  auf  die  Asyroptotenrich- 
rorgen  der  ersteren,  aus  dem  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  O, 
die  beiden  Senkrechten  errichtet. 


n 

Konstruktiver  Thell. 

Retraktion  der  lotensitttsliiiicn. 

Die  eben  durchgeführte  Entwickelung  setzt  uns  in  den  Stand, 
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die  Intensitätslinien  eines  dreiaxigen  Ellipsoids  auf  Grundlage 
einer  Kugelscala  zu  verzeichnen. 

Ist  O  'O'  auf  Taf.  IV.  der  Mittelpunkt  des  Ellipsoids,  so  gebe 
man  den  Projektionsebenen  eine  solche  Lage,  dass  eine  dersel- 
ben, hier  die  Horizoutalprojektionsebene,  zu  jener  Ebene  parallel 
lauft,  welche  durch  die  grösste  A'At'9  und  die  kleinste  Axe  B' Bk' 
des  Ellipsoids  geht,  während  die  Projektionsaxe  DD  zu  der 
grössten  Are  A'Aft  A'At'  parallel  ist;  alsdann  steht  die  mitt- 
lere Axe  C"L\"  senkrecht  auf  der  horizontalen  Projektionsebene 
und  erscheint  in  der  vertikalen  Projektion  in  ihrer  wahren  Länge. 

Ferner  bestimme  man  auch  die  Projektionen  L"Sn,  L'S'  de* 
Lichtstrahls  in  Bezug  auf  das  so  gewählte  Projektionssystem, 
nehme  den  Mittelpunkt  oV  und  den  Radius  einer  Kugel  be- 
liebig, am  zweckmässigsten  jedoch  so  an,  dass  die  Mittelpunkte 
beider  Flachen  in  eine  horizontale  Gerade  fallen,  und  verzeichne 
die  Intensitätslinien  der  Kugel  für  dieselbe  in  L"S",  L  S'  ge- 
gebene Richtung  der  Lichtstrahlen  nach  der  bekannten  Metbode. 

Für  unsere  Konstruktion  wurde  eine  zehnteilige  Scala  als 
Basis  genommen,  jedoch  wurden  bloss  vier  Intensitätslinien  im 
beleuchteten,  und  vier  im  nicht  beleuchteten  Theil  der  Fläche, 
so  wie  die  Trennungslinie  zwischen  Licht  und  Schatten  und  die' 
hellst  beleuchteten  Punkte  beider  Theilo  angegeben,  und  die  Be- 
zeichnung so  gewählt,  dass  den  Intensitätslinien,  vom  hellsten 
Punkte  ii'V  der  Kugel  angefangen,  die  fortlaufenden  Zahlen  +  1 
bis  10  beigesetzt  wurden  (wobei  die  mit  10  bezeichnete  Kurve 
die  Selbstschattengrenze  angibt),  während  von  dieser  angefangen 
die  im  Selbstschatten  befindlichen  Intensitätskurven  die  Zahlen 
—  9  bis  —1  als  Zeichen  erhielten. 

Um  von  der  so  dargestellten  Kugelfläche  aus  auf  das  Ellipsoid 
übergehen  zu  können,  ist  es  nothwendig,  eine  dritte  (eingeschal- 
tete) Fläche  zu  benützen,  da  das  Ellipsoid  sich  nicht  direkt  als 
ümhüllungsfläche  eines  Systems  von  Kugelflächen  darstellen  lässt. 
Diese  eingeschaltete  Fläche  muss  demnach  so  gewählt  werden* 
dass  sie  in  verschiedenen  aufeinanderfolgenden  Lagen  stets  als 
berührende  Fläche  des  Ellipsoids  und  einer  Kugel  erscheint,  und 
dass  ihre  Intensitätslinien  sämmtlich  einfach  zu  verzeichnen,  also 
gerade  Linien  seien. 

Fasst  man  diese  Bedingungen  in  s  Auge,  so  ist  ersichtlich, 
dass,  der  geraden  Intensitätslinien  halber,  unsere  Hilfsfläche  nur 
eine  entwickelbare  Fläche  sein  könne,  welche  das  Ellipsoid  und 
eine  willkürlich  im  Räume  angenommene  Kugel  gleichzeitig  be- 
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rübreo  muss,  sonach  die  einhüllende  Fläche  aller  möglichen  La- 
gen von  Berührungsebeneu  ist ,  welche  man  gleichzeitig  au  das 
EUipsoid  und  die  Kugel  legen  kann. 

Wurde  also  der  Mittelpunkt  einer  Kugel,  deren  Radius  immer 
gleich  jenem  der  Kugel  o'o"  sei,  beliebig  im  Räume  angenom- 
men sein,  so  hätte  man,  dem  Obigen  zufolge,  in  erster  Reihe 
die  Berührungskurven  des  Ellipsoids  und  der  Kugel,  welche  durch 
die  Berührungspunkte  aller  gemeinschaftlich  berührenden  Ebenen 
gebildet  werden,  zu  bestimmen,  und  diejenigen  Punkte  der  Be- 
rührangskurve  der  Kugel  anzugeben,  in  welchen  sie  von  den  ein- 
zelnen lutensitätslinien  geschnitten  wird,  was  allenfalls  in  der 
Weise  geschehen  könnte,  dass  man  die  Projektionen  dieser  Be- 
rührungskurve  und  des  Mittelpunktes  auf  durchsichtiges  Papier 
copirt,  dieses  auf  die  Kugel  o'V  so  legt,  dass  die  Mittelpunkte 
geoao  übereinanderfallen,  sodann  die  fraglichen  Durchschnitts- 
punkte bezeichnet,  und  auf  diese  Kurve  zurück  überträgt.  Durch 
die  t>o  erhaltenen  Punkte  roüssten  nun  die  Erzeugenden  der 
entwickelbaren  Fläche  so  weit  gezogen  werden ,  bis  sie  die  Be- 
nihrungskurve  des  Ellipsoids  in  Punkten  der  zu  suchenden  Intensi- 
tätslinien  desselben  treffen,  wozu  man  wieder  die  Projektionen 
der  Weodekurve  der  entwickelbaren  Hilfsfläcbe  benöthigen  würde* 

£»  ist  einleuchtend,  dass  dieses  Verfahren  viel  zu  umstand- 
'ich,  and  wegen  der  grossen  Anzahl  der  notwendigen  Hilfskon- 
struktionen auch  bedeutend  ungenau  wäre,  als  dass  man  sich 
desselben  zur  Konstruktion  der  Intensitätslinien  eines  dreiaxigen 
Ellipsoids  bedienen  dürfte;  es  ist  jedoch  auch  leicht  zu  sc  h  I  i  es- 
sen, dass  für  gewisse  Lagen  der  sonst  willkürlich  im  Räume 
anzunehmenden  Kugel  die  entsprechende  entwickelbare  Fläche 
sich  besonders  einfach  gestalten  könne,  d.  h.  dass  es  möglich  sei, 
das«  diese  Fläche  für  eine  Reihe  von  Lagen  der  Kugel  in  einen 
Kegel  übergehe,  welcher  nebenbei,  da  er  die  Kugel  berühren 
«oll,  ein  senkrechter  oder  sogenannter  Rotationskegel  sein  müsste. 

Dieser  Schluss  führt  direkt  zu  der  am  Anfange  dieses  Auf- 
satzes durchgeführten  analytischen  Untersuchung,  welche  uns 
za  dem  Resultate  brachte,  dass  solche  das  EUipsoid  berührende 
Rotations kegel  überhaupt  möglich  sind,  und  dass  ihre  Spitzen 
die  Hyperbel  XXAXX,  X'Ä'X"  bestimmen,  welche  in  der  durch 
die  grösste  und  kleinste  Axe  gehenden  Hauptebene  des  Ellip- 
soids, hier  also  in  der  durch  den  Mittelpunkt  WO'  gehenden 
bVuontalebene  liegt.  Die  Brennpunkte  dieser  Hyperbel  fallen 
mit  jenen  der  Ellipse  A'WAXBX\  welche  den  sichtbaren  Umriss 
des  Ellipsoids  in  der  horizontalen  Projektion  bestimmt,  zusammen, 
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uod  die  Richtungen  der  Asymptoten  TO'  T  werden  durch  die 
Tangenten  Z  angegeben,  welche  man  an  die  Ellipse  A'B'A/B^ 
und  an  den  mit  der  mittleren  Halbaxe  0"C"  als  Radius,  aus  dem 
Mittelpunkte  O',  gezogenen  Kreis  K  gemeinschaftlich  fuhrt. 

Ist  diese  Hyperbel  verzeichnet,  so  wähle  man  in  derselben 
irgend  einen  Punkt  ffV  als  Kegelspitze,  und  führe  durch  den* 
selben  die  beiden  Tangenten  o'a,  <s'b  an  die  Ellipse  ÄB'  Ax'  Bx\ 
Diese  Tangenten  bilden  den  Umriss  eines  das  EHipsoid  berüh- 
renden senkrechten  Kegels  in  der  horizontalen  Projektion,  dessen 
Axe  die  in  ff'  an  die  Hyperbel  gezogene  Tangente  a'A'  (§.  4.) 
ist.  Die  Verbindungslinie  ab  der  Berührungspunkte  stellt  die 
Horizontaltrace  einer  Vertikalebene  dar,  in  welcher  die  Berüh- 
rungskurve des  Kegels  mit  dem  Eltipsoide  liegt,  und  wird,  nach 
§.  5.,  Tangente  an  eine  Hyperbel  X2A2Xt  sein,  deren  Asym- 
ptoten ricbtnngen  7\0'7\  mit  jenen  Durchmessern  der  Ellipse 
A'B'Ai'Bi  zusammenfallen,  welche  zu  den  Richtungen  TO'T 
der  erstgefundenen  Asymptoten  conjugirt  sind.  Diese  Hyperbel 
wird  jedoch  für  die  weitere  Konstruktion  nicht  benützt,  also  auch 
zu  verzeichnen  nicht  nothwendig  sein. 

Führt  man  weiters  zu  den  Geraden  c'a  und  ff'6  die  parallelen 
Tangenten  sa,  sß  an  die  Kugel,  so  bestimmt  ihr  Durchscbnitts- 
punkt  s  die  Spitze  eines  die  Kugel  berührenden  Kegels,  welcher 
dem  Kegel  <srab  congruent  ist,  demnach  erhalten  gedacht  werden 
kann,  wenn  man  den  Kegel  a'ab  so  weit  parallel  zu  sich  selbst 
verschiebt,  bis  er  die  Kugel  berührt.  Aus  der  im  §.  7.  durchge- 
führten Entwickelung  ist  ersichtlich,  dass  die  Kegelspitze  s  im 
Umfange  einer  Hyperbel  X3A3X3  liegen  muss,  deren  Asymptoteo 
to't  zu  jenen  TOT  der  erstgefundenen  Hyperbel  parallel  sind, 
und  deren  Axen,  auf  den  Axen  der  Hyperbel  XlAlXl  senkrecht 
stehend,  gegen  die  gleicbliegenden  Axen  dieser  Hyperbel  im  Ver- 
hältnisse des  Kugelradius  zur  mittleren  Halbaxe  des  Ellipsoids 
verkleinert  erscheinen. 

Die  Verbindungslinie  aß  der  Berührungspunkte  a  und  ß  gibt 
die  Trace  jener  Vertikalebene,  in  welcher  die  Berührung  zwischen 
dem  Ellipsoide  und  dem  Kegel  erfolgt.  Diese  Gerade  ist  wieder, 
wie  in  §.  8.  gezeigt  wurde,  Tangente  der  Hyperbel  X4A4X4f  de- 
ren Asymptoten  f,o'fi  auf  jenen  to't  der  Hyperbel  XtA3X9  senk- 
recht  stehen,  und  deren  Scheitel  sich  ergeben,  wenn  durch  den 
Scheitel  A9  eine  zu  DD  parallele  Gerade  geführt  und  iu  den 
Durchschnittspunkten  derselben  mit  dem  Kreise  aßyyty  Tangenten 
an  den  letzteren  gezogen  werden,  welche  sodann  die  Gerade  o'V 
in  den  zu  suchenden  Scheitelpunkten  A+  treffen.    Auch  die  Ver- 
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Zeichnung  der  beiden  letzteren  der  Kugelfläche  an  gehörigen  Hy- 
perbeln  ist  nur  dann  nothwendig,  wenn  man  durch  das  hier  be- 
handelte Verfahren  beaondere  Punkte  der  Intensitätslinien  be- 
stimmen will,  wie  dies  im  Folgenden  auch  gezeigt  werden  soll. 

Durch  die  auf  der  Trace  aß  sich  ergebenden  Durchschnitts- 
ponkte  dieser  letzteren  mit  den  lutensitatslinien  der  Kugel  ist  die 
Beleochtung  des  Hilfskegels  vollkommen  gegeben,  und  es  wird 
sich  jetzt  nur  darum  handeln,  diese  zweckmässig  auf  die  Berüh- 
rangskurve  ab  mit  dem  EHipsoide  zu  übertragen,  oder  mit  anderen 
Worten,  den  Kegel  saß  in  die  Lage  c'ab  zurück  zu  bringen,  was 
am  einfachsten  auf  folgende  "Weise  geschehen  kann: 

Man  nehme  die  Länge  ja  =  $ß  in  den  Zirkel  und  durch- 
schneide aus  ö'  den  Umriss  des  Kegels  & ab  in  den  Punkten  atßt, 
ho  dann  die  Sehne  alßl  =  aß  sein  muss.    Ferner  tibertrage  man 
die  einzelnen  Durchschnittspunkte  der  Trace  aß  mit  den  Intensi- 
laUliuien  der  Kugel  auf  die  Sehne  «ift,  wie  dies  z.  ß.  mit  dem 
Punkte  1'  der  Kurve  -f~  4  geschah ,   welcher  nach  d'  gelangte. 
Endlich  hat  man  bloss  die  so  gefundenen  Punkte  mit  der  Kegel- 
spitze or  zu  verbinden,  und  wird  im  Durchschnitte  dieser  Kegel" 
erzeugenden  mit  der  Trace  ab  die  in  der  Vertikalebene  ab  gele* 
ftt&tn  Punkte  sämmtlichcr  Intensitätslinien   erhalten.    Für  die 
Inteuitgtslinie  -f  4  hat  sich  demnach  der  Punkt  /'  derselben  als 
IMscbuhtspunkt  der  Erzeugenden  tf'o"  mit  der  Trace  ab  er- 
?e6eo. 

Die  vertikalen  Projektionen  dieser  Punkte  können  ebenfalls 
direkt  ermittelt  werden,  indem  man  die  vertikalen  Projektionen 
Her  in  der  Trace  axßx  gelegenen  Punkte  aufsucht,  dieselben  mit 
<s"  verbindet,  und  so  die  Projektionen  der  Mantellinien  des  Ke- 
gels erhält,  welche  im  Durchschnitte  mit  den  betreffenden  proji- 
zirenden  Perpendikeln  die  zu  suchenden  Projektionen  liefern.  So  z.  B. 
wird  die  vertikale  Projektion  ö"  des  Punktes  d  im  Perpendikel  ö'6" 
über  6"  liegen,  zugleich  jedoch  mit  dem  Punkte  TT  der  Kurve +4 
eine  gleiche  Hohe  Ober  dem  Mittelpunkte  haben,  sich  also  in  6" 
«geben,  wesshalb  die  vertikale  Projektion  I"  des  Punktes  /  als 
Durchschnitt  des  projizirenden  Perpendikels  /'/"  mit  der  Pro- 
jektion e"d"  der  betreffenden  Erzeugenden  erhalten  wird. 

Auf  diese  Weise  können  die  einzelnen  Intensitätslinien  durch 
eine  beliebige  Anzahl  von  Kegeltiacheo  bestimmt  werden. 

Lassen  wir  die  Kegelspitze  sich  immer  weiter  vom  Mittel- 
punkte entfernen,  so  wird  dieselbe  schliesslich  in  unendliche 
Entfernung  fallen,  wo  dann  der  Kegel  in  einen  Cylinder  übergebt,-* 
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welcher  mit  den  Asymptoten  TO'T  parallel  lauft.  Es  ist 
einleuchtend,  dass  zwei  berührende  Rotationscylinder  möglich 
sind,  je  nachdem  man  die  Kegelspitze  in  dem  vorderen  oder  rück- 
wärtsgehenden Hyperbelast  fortbewegt  dachte. 

Betrachten  wir  einen  dieser  beiden  Cylinder,  z.  B.  jenen,  des- 
sen Erzeugenden  parallel  zu  Z  sind,  so  wird  derselbe  das  Ellip- 
soid  in  vertikalen  Diametralebenen  TtOrTx,  eine  Kugel  vom  Ra- 
dius 0"C,  deren  horizontaler  Umriss  durch  den  Kreis  K  dar- 
gestellt  gedacht  werden  kann,  in  der  Vertikalebene  kl  berühren. 
Nachdem  kl  senkrecht  auf  Z  steht,  and  Z  parallel  zu  to't  ist, 
muss  kl  auch  parallel  zu  den  Asymptoten  tvo'ti  der  Hyperbel 
XAAAXA  sein. 

Würde  man  nun  den  Cylinder  parallel  zu  sich  selbst  so  lange 
verschieben,  bis  seine  Axe  durch  den  Mittelpunkt  o"of  geht, 
so  konnte  er  die  Kugel  nur  dann  berühren,  wenn  deren  Durch- 
messer gleich  dem  Durchmesser  kl  von  K  wäre.     Wird  zum 
Behufe  unserer  Konstruktion  eine  Kugelscala  erst  verzeichnet, 
so  kann  für  deren  Radius  diese  bestimmte  Länge  gewählt  wer- 
den; ist  jedoch  eine  Kugelscala  gegeben,  die  man  für  ein  beliebig 
angenommenes  Ellipsoid  benutzen  soll,  wie  dies  hier  der  Fall  ist. 
so  kann  für  den  berührenden  Cylinder  nicht  direkt  von  der  Kugel 
zum  Ellipsoide  übergegangen  werden,  sondern  es  ist  vorerst  eine 
Hilfskonstruktion  nothwendig,  um  die  Lage  der  Inteusitarspunkte 
der  Kugel  K  in  der  Ebene  kl  zu  erhalten.    Man  wird  nämlich 
einen  Punkt  cs'  der  Asymptote  TO'T  wählen,  k  und  /  mit  dem- 
selben verbinden  und  eine  zu  kl  parallele  Sehne  xl  des  Dreiecks 
JWff8'  so  bestimmen,  dass  dieselbe  gleich  dem  Durchmesser  der 
Kugel  o  ist.    Alsdann  übertrage  man  die  auf  txo'tx  liegenden 
Punkte  der  lntensitätskurven  auf  die  Sehne  xA,  wie  z.  B.  den 
Punkt  3'  der  Intensitätslinie  -f-  8  nach  p,  und  verbinde  dieselben 
mit  0S',  bis  kl  in  q  geschnitten  wird.    Hiermit  ist  die  Beleuch- 
tung des  Cylinders  Z  bestimmt,  und  die  durch  die  einzelnen  auf 
kl  gefundenen  Punkte  zu  TO'T  parallel  gezogenen  Erzeugenden 
der  Cylinderfläche  werden  die  Trace  TxOi Tx  in  den  zu  suchenden 
Punkten  der  Intensitätskurven  schneiden. 

Es  dürfte  ferner  von  Interesse  sein  zu  zeigen,  wie  man  diese 
Konstruktionsweise  anzuwenden  hat,  um  einige  besondere  Punkte 
der  Intensitätskurven  aufzufinden.  Dies  sind  hauptsächlich  jene 
Punkte,  in  welchen  die  Tracen  ab  der  bezüglichen  Vertikalebenen 
Tangenten  an  die  Intensitätslmien  werden,  ferner  die  Punkte  in 
den  sichtbaren  Umrissen,  endlich  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte 
der  einzelnen  Kurven. 
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Was  jene  Punkte  anbelangt,  in  welchen  die  betreffenden 
iVacen  Tangenten  an  die  Intensitätslinien  werden,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  in  solchen  Fallen  auch  die  Tracen  aß  die  glei- 
chen Intensitätslinien  der  Kugel  berühren  müssen.  Da  die  Tracen 
jedoch  auch  die  Hyperbel  X4AAX4  berühren  sollen,  so  werden 
dieselben  erhalten,  wenn  man  an  die  gewählte  Intensitätslinie  der 
Kugel  und  die  Hyperbel  XAA4X4  die  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten sieht,  deren  im  Allgemeinen  vier  möglich  sind.  Wurde 
£.  B.  die  Intensitätslinie  +  4  gewählt,  so  ist  ty  eine  der  hier 
möglichen  vier  Tangenten,  welche  den  Kugelumriss  in  t  und  y 
schneidet.  Die  in  t  und  y  an  den  letzteren  geführten  Tangenteu 
cif,  /5|  werden  sich  in  einem  Punkte  s%  der  Hyperbel  X9ABX9 
begegnen,  welcher  die  Kegelspitze  des  für  die  Bestimmung  des 
Berührungspunktes  //'  (analog  2'  der  Kugel)  zu  benützenden 
Hilfskegels  liefert.  Wird  also  parallel  yst  die  Tangente  cox'  und 
parallel  zu  ut  die  Tangeute  etf/  an  den  horizontalen  Umriss  des 
EHipsoid»  gezogeo,  so  schneiden  sich  beide  in  einem  Punkte  <sx' 
der  Hierbei  XlAlXl  und  bilden  den  Umriss  des  von  #,  nach 

0,  verschobenen  Rotationskegels,  welcher  das  EHipsoid,  in  der 
durch  Verbindung  der  beiden  Berührungspunkte  c  und  e  in  ihrer 
Horizontal projektion  sich  darstellenden  Ellipse,   berührt  Wird 
witder  die  Länge  §xy  =  sxe  in  den  Zirkel  genommen,  und  mit 
fcten  Radius  der  Kreisbogen  ytix  aus  o,',  so  wie  dessen  Sehne 
7,1,  s  yt  gezogen,  und  der   Punkt  2'  nach  cd'  übertragen,  so 
«leidet  die  Verbindungslinie  tr/u'  der  Kegelspitze  er,'  mit  dem 
Vertragenen  Punkte  co'  die  Trace  ce  in  dem  Punkte  IT  der  In- 
feasttitsünie  +4,  welche  in  diesem  Punkte  von  der  Trace  ce 
berührt  wird.    Auf  gleiche  Weise,  wie  früher,   würde  auch  die 
tertikaie  Projektion  dieses  Punktes  //  zu  ermitteln  sein 

Ebenso  können  die  senkrecht  beleuchteten  Punkte  N"N'r 
.V,"2V,'  des  Ellipsoids  gefunden  werden.  Sind  nämlich  ri'ri  und 
ft|""i'  die  gleichen  Punkte  der  Kugelfläcbe,  so  wird  man,  um 

1.  B.  N  zu  erhalten,  aus  71'  die  Tangente  <pty  an  die  Hyperbel 
X^X^  und  in  den  Durchschnittspunkten  <p  und  1/»  derselben 
■ait  dem  Kugelumfang  den  Kegeluinriss  <jp*»'iJ/  tangential  an  den- 
selben ziehen,  diesen  Kegel  an  das  EHipsoid  nach  ot'fg  über- 
tragen, wodurch  die  Sehne  <py  nach  gp,  t/^, ,  der  Punkt  n'  nach  v 
kill,  und  c%'  mit  v  verbinden,  welche  Erzeugende  die  Trace  fg 
n  dem  zu  suchenden  Punkte  A\'  trifft.  Dass  der  Punkt  Nx't  da 
*t  dem  Punkte  iV'  diametral  gegenüberliegt,  nicht  erst  wie  N' 
«  bestimmen  sein  wird,  ist  von  selbst  verständlich. 

Cm  Punkte  im  sichtbaren  Umrisse  des  Ellipsoids  in  der  Hn- 
niovtalprojektion  zu  linden,  ist  es  bloss  nothwendig,  die  Kegel- 
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fläche  so  zu  wfihlen,  dass  die  gleichnamige  Intensitätslinie  der 
Kugel  vom  sichtbaren  Umrisse  dieses  Hilfekegels  im  horizontalen 
Umriss  der  Kugel  berührt  wird.  Dass  in  allen  diesen  Punkten 
die  ganzen  Kegelflachen  nicht  erst  gezeichnet  und  auf  das  Ellip- 
soid  übertragen  zu  werden  brauchen,  sondern  dass  bloss  ein 
Ziehen  und  Verschieben  der  betreffenden  Mantellinie  nothwendig 
erscheint,  folgt  daraus,  iveil  eben  schon  bekannt  ist,  dass  die  zn 
suchenden  Punkte  im  Umrisse  des  Ellipsoids  und  im  Umrisse 
des  Kegels,  also  dort  liegen  müssen,  wo  sich  diese  beiden  Um- 
risse berühren.  Zieht  man  also  in  jenen  Punkten  der  Kugelin- 
tensitätslinien, welche  im  horizontalen  Umrisse  der  Kugel  liegen, 
Tangenten  an  diesen  Umriss,  und  mit  denselben  parallel  Tangenten 
an  den  horizontalen  Umriss  des  Ellipsoids,  so  werden  mis  letztere 
die  betreffenden  Umrisse  der  Hilfskegel,  mithin  deren  Berührungs- 
punkte mit  der  Ellipse  A' B' Ax' Bx'  die  zu  suchenden  Punkte  der 
Intensitätslinien  angeben. 

Die  gleiche  Konstruktion  gilt  fifr  jene  Punkte  der  Intensitäts- 
kurven, welche  im  sichtbaren  Umrisse  des  Ellipsoids  in  der  Ver- 
tikalprojektion, also  im  Umfange  der  Ellipse  A^CA"^"  liegen. 

Dass  in  den  eben  gefundenen  Punkten  die  Intensitätslinien 
von  dem  sichtbaren  Umrisse  berührt  werden,  ist  bekannt. 

Betrachtet  man  die  so  erhaltene  Konstruktionsweise  für  obige 
Punkte,  so  ersieht  man,  dass  sie  mit  der  für  Umrisse  allgemein 
giltigen  Methode  vollkommen  gleichlautend  ist. 

Was  endlich  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  der  Intensi- 
tätslinien anbelangt,  so  werden  dieselben  auf  gleiche  Weise,  wie 
der  Punkt  iV/  erhalten,  indem  man  nämlich  die  in  der  Vertikal- 
ebene MN  liegenden  Punkte  der  Kugelintensitätslinien  auf  das 
Ellipsoid  überträgt. 

Will  man  das  hier  angegebene  Verfahren  für  die  Konstruktion 
der  Intensitätslinien  in  Anwendung  bringen,  so  ist  es  am  zweck- 
mässigsten,  bloss  die  horizontale  Projektion  dieser  Kurven  auf 
die  besprochene  Weise  zu  bestimmen,  in  der  vertikalen  Projek- 
tion ebenfalls  die  Punkte  im  sichtbaren  Umriss,  so  wie  die  höch- 
sten und  tiefsten  Punkte  anzugeben,  und  weitere  Punkte  der  ver- 
tikalen Projektion  mit  Benutzung  der  horizontalen  Projektion  der 
Intensitätslinien  durch  nachfolgendes  Verfahren  aufzusuchen. 

Errichtet  man  in  dem  Punkte  p,  wo  der  Kreis  K  die  Axe 
A' A  '  schneidet,  eine  Senkrechte  und  verbindet  die  Punkte  r,  in 
welchen  diese  die  Ellipse  AA.BB,'  trifft,  mit  dem  Mittel- 
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punkte  O',  so  erhält  man  die  horizontalen  Tracen  EF  und  GH 
von  zwei  Vertikalebenen,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  da» 
Ellipsoid  in  Ellipsen  zu  schneiden,  deren  Vertikalprojektion  ein 
Kreis  vom  Halbmesser  O'p  ist  Ebenso  muss  aocb  jede  zu  EF 
und  Gü  parallele  Ebene  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  schneiden, 
deren  Vertikalprojektion,  ein  den  Umriss  Ä'C'Ai'Cx"  berührender 
Kreis,  mit  dem  Mittelpunkte  in  der  Geraden  Ä'AX"  ist.  Der 
jedesmalige  Durchmesser  wird  einfach  aus  der  Projektion  der 
betreffenden  Sehnenlängen  des  horizontalen  Umrisses  erhalten. 

Schneidet  man  das  Ellipsoid  durch  solche  Rhenen,  und  ver- 
teichnet  die  vertikalen  Projektionen  der  Schnittlinien,  so  werden 
sieb  auch  die  vertikalen  Projektionen  der  in  diesen  Ebenen  lie- 
genden Punkte  der  Intensitätslinien  durch  einfaches  Heraufproji- 
tiren  mit  Leichtigkeit  ermitteln  lassen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  dies  hier  beim  EHipsoide  durchge- 
führt wurde,  kann  die  Kugelscala  auch  zur  Konstruktion  der  In- 
ten«itäUlinien  der  übrigen  Flächen  der  zweiten  Ordnung  in  An- 
wendung gebracht  werden. 


H{)  Seeliny    Verwandlung  der  irrationalen  Crosse 


CK. 

Verwandlung  der  irrationalen  Grosse  v  in  einen 

Kettenbruch. 

Von 

Herr«  P.  Seeling, 
Lehrer  in  Hückeswagen. 


Vorwort. 

Als  ich  vor  vielen  Jahren  den  Abschnitt  über  die  Ketten» 
bräche  in  Egen  s  Handbuch  der  altgemeinen  Arithmetik 
durchstudirte,  fand  ich  ein  ganz  besonderes  Interesse  an  dem 
Theile  desselben,  welcher  über  die  Aasziehung  der  Quadratwurzel 
vermittelst  der  Kettenbräche  handelt.    Das  daselbst  beschriebene 
Verfahren  versuchte  ich  demnächst  auch  auf  die  Aushebung  der 
Kubikwurzel  anzuwenden.   Hier  fand  ich  nun  Gesetze  und  For- 
meln, welche  wesentlich  verschieden  sind  von  denjenigen,  die  sich 
bei  der  Ausziehung  der  Quadratwurzel  ergeben.    Das  Resultat 
meiner  damaligen  Arbeit  ist  später  veröffentlicht  worden.    Da  ich 
aber  einsah,  dass  die  Anwendung  der  Kettenbräche  für  die  Aus- 
ziehung der  Kubikwurzel  keinen  Vorlheil  vor  dem  gewöhnlichen 
Verfahren  gewährt  (wie  dies  bei  der  Ausziehung  der  Quadrat- 
wurzel entschieden  doch  der  Fall  ist),  und  mit  Recht  vermuthete, 
dass  bei  Ausziehuog  der  Wurzeln  mit  höheren  Exponenten  dies 
Verhältniss  sich  noch  ungünstiger  gestalten  würde,  so  verfolgte 
ich  die  Sache  einstweilen  nicht  weiter. 

Im  Herbste  des  vorigen  Jahres  versuchte  ich  das  Extrahiren 
der  fünften  Wurzel  vermittelst  der  Kettenbrüche.  Das  Verhält- 
niss der  Coefticienten  der  Wurzeigrössen,  welche  in  den  sich  biebei 
ergebenden  vollständigen  Quotienten  vorkommen,  schien  mir  so 
merkwürdig,  dass  ich  es  für  der  Mühe  werth  hielt,  auch  noch 
andere  Wurzeln  auszuziehen.    Bei  dem  Extrahiren  der  vierten, 
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VIII. 

Konstruktion    der  Intensitätslinien   eines  dreiaxigen 
Ellipsoids  mit  Benützung  einer  Kugelscala. 

Von 

Herrn  Emil  Koutny, 

AMuteotco  der  descriptivcn  Geometrie  am  K.  K.  technischen  Institute 

in  Brünn. 

I 

Theoretischer  Thell. 

Der  Retationskegel  als  einhüllende  Flache  eines  dreiaxigen 

Ellipsoides. 

§.  1. 

Es  sei  in  Taf.  III.  Pig.  I.  der  achte  Theil  eines  dreiaxigen 
£//ipsoides  durch  Meine  Schnitte  mit  den  drei  Coordinatenebenen 
dargestellt  Da»  Coordinatensystem  hat  eine  solche  Lage,  das« 
•«n  Ursprong  mit  dem  Mittelpunkte  O  der  Fläche,  die  Coordi- 
'ateaaxen  mit  den  Richtungen  der  Axen  OA  =  #1,  OB  =  6,  OC 
-c  des  Ellipsoides  zusammenfallen.   Es  ist  somit: 

©•♦©MD'- 

üe  tileicfaoog  dieser  Fläche. 

Nehmen  wir  vorläuüg  an,  dass  a  die  grösste,  b  die  kleinste 
der  drei  Axen,  folglich  a>c>6  ist,  und  denken  uns  aus  irgend 
einem  Punkte  der  AAxe  an  das  Ellipsoid  einen  berührenden  Ke- 
gel gelegt,  so  ist  klar,  dass  ein  auf  seine  Axe  OX  senkrechter 
Schnitt  eine  Ellipse  sein  wird,  deren  grossere  Axe  eine  vertikale 
Stellung  hat;  es  ergibt  eich  jedoch  ein  gerade  entgegengesetztes 
Resultat,  wenn  die  Spitze  des  berührenden  Kegels  in  der  FAxe 
ingenommeo  wird. 

Es  liegt  also  die  Vermntbong  nahe,  dass  es  in  der  Ebene 
*0P  dieser  beiden   Axen  einen  Punkt  oder  ein  System  von 

TfctU  XLVI.  4 
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Punkten  geben  wird,  von  welchen  aus  an  das  Ellipsoid  berüh- 
rende Rotationskegel  möglich  sind,  und  es  soll  Gegenstand  der 
folgenden  Betrachtung  sein,  die  Lage  dieser  Kegelmittelpunkte 
zu  bestimmen. 

Zu  diesem  Ende  nehmen  wir  in  der  Ebene  XOT  einen  Punkt 
M  an,  dessen  Coordinaten  OP  =  p,  MP=  g  sind,  und  der  die 
eben  besprochene  Eigenschaft  besitzen  soll;  legen  durch  diesen 
als  Spitze  einen  das  Ellipsoid  berührenden  Kegel,  so  wie  einen 
beliebigen  Rotationskegel  mit  horizontaler  Axe,  und  untersuchen 
sodann,  unter  welchen  Bedingungen  diese  beiden  Kegel  zusam- 
menfallen. 

Für  eine  Tangirungsebene  an  das  Ellipsoid  haben  wir  be- 
kanntlich die  Gleichung: 

xx'     yy'     z£  _  . 
Ga  +  6»~  +  ca  -  *' 

wobei  x' t  y',  z'  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  sind. 
Setzen  wir  die  Bedingung,  dass  die  Ebene  durch  den  Punkt  M 
gehen  soll,  in  die  obige  Gleichung,  indem  wir  x  =  ©,  y  =9, 
z=0  substituiren,  so  stellt  die  so  erhaltene  Gleichung,  in  Ver- 
bindung mit  jener  des  Ellipsoids,  die  Gleichung  der  Berührungs- 
curve  dar;  somit  sind: 


a2 


S+S-i  (i) 


die  Gleichungen  der  Leitlinie  unseres  Kegels. 

Die  Erzeugende  wird  offenbar,  als  durch  den  Punkt  M.  ge- 
bend, durch  die  Gleichungen: 

}  <» 

darzustellen  sein. 

Um  nun  die  Gleichung  des  berührenden  Kegels  zu  erhalten, 
eliminiren  wir  vorerst  aus  diesen  vier  Gleichungen  die  Grossen 
x,  y,  2;  indem  wir  aus  (3)  x  und  y  durch  2  ausdrücken  und  diese 
Wertbe  in  (1)  und  (2)  Substituten.   Aus  (3)  folgt: 

x  =  Az  +  p  > 
demnach  aus  (l)  und  (4): 
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§(A+p)  +  £(Äz  +  ?)=  |, 

und  biertos: 

,  _  '-(*)-(»' 

Als  Bedingungsgleichung  fflr  den  Schnitt  der  Erzeugenden 
mit  der  Leitlinie  ergibt  sich  sonach  durch  Substitution  von  (4) 

ood  (5)  io  (2) : 

M*-©']^r^K'-©r]^r 

oder  nach  Potenzen  von  A  und  /?  geordnet: 

(6) 


Werden  die  Ausdrücke  in  den  grossen  Klammern  geordnet, 
ferner  für  A  and  B  die  Werthe  aus  (3) 


1 

ubstitiirt,  so  ergibt  sieb  die  Gleichung: 

(^■[(o-'Brey+G)*-'] 


uigiiizea 
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welche,  durch  +  (f)  abgekürzt, 

oder  in  anderer  Form  geschrieben, 

^g{x— p)-p  (y-y)  j9 

als  die  zu  suchende  Gleichung  der  Kegelfläche  liefert. 

Nehmen  wir  nun  in  der  Ebene  XO  Y  eine  durch  M  gehende 
Gerade,  deren  Gleichungen 

(-*»)   (7) 

sein  mögen,  als  die  Axe  eines  Kegels  an,  dessen  Spitze  in  M 
liegen  soll,  und  der  durch  Rotation  einer  Geraden 

=     5  (8) 

um  diese  Axe  entstanden  ist. 

Um  die  Gleichung  dieses  Kegels  aufzustellen,  denke  man 
sich  denselben  durch  eine  auf  die  Axe  senkrechte  Ebene 

*  =  —       +   (9) 

so  wie  durch  eine  Kugelfläche  geschnitten,  welche  ihren  Mittel- 
punkt in  M  hat,  und  deren  Gleichung  sonach 

(*-p)*+(jy-?)*+*a  =  0»  (10) 

ist,  so  werden  beide  Schnitte  Kreislinien  sein,  und  es  muss 
offenbar  eine  Relation 

|S»=a>(«) 

stattfinden. 

Eliminirt  man  daher  aus  (9),  (10)  und  (8)  die  Grössen  x,  y,  x, 
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indem  man  aus  (8)  die  Wertbe  für  x  und  y  in  (9)  und  (10)  setzt, 
und  den  aus  (9)  erhaltenen  Werth 

1b  (10)  subsütuirt,  so  ergibt  sich : 

und,  för  ^(«— p)  den  Werth  p)  + y  ans  (9)  gesetzt: 

M'i  +  /Va  +  1 

[J(x-p)-Ky~y)]a[^4,i^>  =  (*->>)4  +  (y--oOH*9,  OD 

oder: 

+M(*-p)(y-fl         +        =  *»    .  .  .(I!) 

als  die  verlangte  Gleichung  des  Rotationskegels. 

Soll  nnn  jeder  durch  (I)  dargestellte  Berührungskegel  in  ei- 
nes Rotationskegel  ubergehen,  so  müssen  die  beiden  Ausdrucke 
(0  und  (II)  identisch  werden,  woraus  folgende  Bedingungsgleichungen 
resultiren: 

dl) 

ä:a)*-']-[-'-o['-©'-0)*]' 

SC© -']  -  <'-'>[-(?)-(!)•]• 

*enn,  der  Kürze  halber,  der  Ausdruck: 

(AM+N)2 

gesetzt  wird  *). 


c3 


*)  Die  Bedeutung  dieser  Grotte  <?  ergibt  tich  einfach  aut  folgender 
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Diese  drei  Gleichungen  enthalten  vier  variable  Grössen,  näm- 
lich die  beiden  Coordinaten  p  und  g  der  Kegelspitze,  so  wie  A 
und  q>,  welch  letztere  den  Neigungswinkel  der  Rotationsaxe  gegen 
die  XAxe,  und  den  der  rotirenden  Geraden  mit  der  Rotationsaxe 
bestimmen. 

i 

Durch  Elimination  je  zweier  dieser  Variablen  wird  man  die 
gegenseitige  Abhängigkeit  von  den  beiden  anderen  in  Form  einer 
Gleichuog  erhalten;  es  wird  sich  somit  der  geometrische  Ort  der 
fraglichen  Kegel mittelpunkte  ergeben,  wenn  man  aus  den  obigen 
drei  Gleichungen  (11)  die  Grossen  A  und  <p  eliminirt. 

Zu  diesem  ßehufe  setzen  wir,  der  Kurze  halber/ 

'-©'-(!)• 

bestimmen  aus  der  zweiten  dieser  drei  Gleichungen  qp*  und  mit 
diesem  Werthe  aus  der  dritteu  die  Grösse  A,  welche  Werthe 
sodann  in  die  erste  Gleichung  substituirt  und  geordnet  die  Re 
lation 

c*[aaÄ»-c»]  c*[b*R*-c*]  (f)*+[a*£*--c«]  [&*/?*— c*]=0 

geben.   Diese  nach  Potenzen  von  R  geordnet,  übergeht  in 


Betrachtung.  Bezeichnen  wir  nämlich  mit  o4,  /?t,  y,  die  Winkel,  weicht 
die  Rotationsaxe  mit  den  drei  Coordinatenaxen  einschließet,  so  sind  dieie 
durch  die  Gleichungen 

a,  =  90°  —  ßlt  tg**i  =  A,  und  yx  =  00», 

folglich : 

co*"1 = vm>'  c0,',, = vro*  ""ri =0 

bekannt.  Sind  ebenso  a„  ßv  y%  die  Neigungswinkel  der  rotirenden  Ge- 
raden mit  den  Coordinatenaxen,  io  erhält  man  cur  Bestimmung  der- 
selben bekanntlich  die  Gleichungen: 

folglich  für  den  Neignngswinkel  3  der  Geraden  gegen  die  Rotationtaxe 
cot 3  =  cotOj  co*  a,  +  co«/?!  cos/?a  -f  cosyj  cosyÄ 

 AM+N    .  AM+  N  _! 

~  Y  m*+n*+\Y\+ä?  ~~  Vlf«+^f,+lC0Ä/^,  -~fCO%ßl' 

hs  ist  mithin  7  =  — ^  =  ^ . 

cosJ       cos  o 
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und,  der  Faktor  Ä*  =  1  —        —         herausgehoben : 

eodfich  für  Ä*  der  Werth  gesetzt  und  reducirt: 

(12) 

0"  (S)*"®1]  ^(c1-6")  +  ^*W)+(c^*)(c*-«*)]=0. 

Es  ist  dies  somit  die  Gleichung  jener  ebenen  Kurve,  welche 
die  Eigenschaft  besitzt,  dass  der  aus  jedem  Punkte  ihrer  Peri- 
pherie an  das  Ellipsoid  gelegte  berührende  Kegel  ein  Rotations- 
kegel ist.  Aus  derselben  ist  ersichtlich,  dass  diese  Kurve  aus 
cvei  Linien  des  zweiten  Grades : 

©'*(!)*=' 


p*  (c*-6*)  -f  9*(c»-a*)  +  (c*-6*)  (c*-a*)  =  0 
rssanimengesetzt  ist»  deren  Bedeutung  wir  untersuchen  wollen. 

Betrachten  wir  die  erste  dieser  Gleichungen,  so  stellt  uns 
fiese  nichts  anders  als  den  Schnitt  des  EHipsoides  mit  der  Ebene 
XOY,  d.i.  den  horizontalen  Hauptschnitt  AB  dieser  Fläche  vor. 
Es  müsste  also  für  diesen  Fall  die  Kcgelspitze  stets  im  Umfange 
der  Fläche  sich  fortbewegen,  woraus  folgt,  dass  der  berührende 
Kegel  in  eine  berührende  Ebene  übergeht.  Wir  haben  sonach 
diese  Gleichung  weiter  nicht  tu  berücksichtigen. 

Die  iweite  Relation 

p»(c*-o«)  +  9*(c«-ca)  -f  (c«-6*)(c*-a*)  =  0 

bat  nur  dann  eine  geometrische  Bedeutung,  wenn  eine  der  beiden 
Differenzen  c*~ 6*  oder  ca  — n*  negativ  wird.  Es  bestätigt  die« 
io*ere  gleich  Anfangs  gestellte  Vermutbung,  dass  die  Punkte  M 
n  jener  Ebene  liegen  dürften,  welche  man  durch  die  grusste  und 
kieioete  Axe  legt;  denn,  lässt  man  c2— 6'  positiv,  so  muss  c% — a* 
sedativ  angenommen  werden,  und  umgekehrt,  woraus  immer  folgt, 
e  die  mittlere  Axe  »ein  muss. 
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Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  sodann  unsere  Gleicbuog 
die  Form 


p»(c»-6«)-9*(a»-c»)  =  (a»-c*)(c*-6»), 


P    -  I. 


oder : 


(^V(-Z\*=u  (1id 

welches   die  Gleichung  einer  Hyperbel  ist,  deren  reelle  Axe 

Va*— c*  in  der  AT  Axe,  und  deren  imaginäre  Axe  Vc»-6*  in  der 
FAxe  liegt. 

Es  lässt  sich  sonach  der  Satz  aussprechen: 

Den  geometrischen  Ort  der  Kegelsp itzen  alter  Ro 
tationskegel  mit  horizontaler  Axe,  welche  ein  drei- 
axiges  El  lipsoid  berühren,  bildet  eine  Hyperbel,  deren 
Axenrichtungen  mit  jenen  des  Ellipsoids  fiberein- 
stimmen, und  welche  die  Excentricitäten  derbeidenauf 
die  Horizontalebene  senkrechten  Haupts cb ni tte  des 
Ellipsoides  als  Axen  bat. 


i 


j.  2. 

Von  besonderem  Interesse  ist  ferner,  dass  die  Hyperbel, 
welche  ihren  Scheitel  im  Innern  des  Ellipsoides  hat,  aus  dieser 
Fläche  in  den  vier  Nabelpunkten  heraustritt.  Wird  nämlich  der 
Durchschnitt  der  Hyperbel  mit  dem  in  der  Ebene  XOY  liegenden 
Hauptscbnitte  des  Ellipsoides  gesucht,  so  ergeben  sich  als  Coor« 
dinaten  der  Durchscbnittspunkte  jene  der  Nabelpunkte,  nämlich: 


sl 


§.  3. 

Es  sei  in  Taf.  III.  Fig.  2.  die  Papierfläche  die  Coordinaten- 
ebene  XOY,  in  welcher  die  Hyperbel  zu  verzeichnen  ist,  ferner 
AA'BB  der  in  dieser  Ebene  liegende  Hauptschnitt  des  EUip- 
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sotdes ,  mithin  OA  =  OA'  =  a,  OB  =  OB'  =  6,  endlich  CO  DD' 
ein  mit  der  dritten  Axe  c,  als  Radius ,  aus  dem  Mittelpunkte  O 
beschriebener  Kreis,  daher  OC  =  0(7  =  OZ)  =  O/?  =  c,  so 
werden  dem  Obigen  zu  Folge  die  Scheitel  M  und  AT  der  Hy- 
perbel einfach  erhalten,  wenn  man  die  Axe  XX'  ans  C  oder  C 
•it  einem  Kreise  vom  Halbmesser  OA  =  a  durchschneidet. 

Die  Richtungen  der  Asymptoten  können  gefunden  werden, 
indem  man  auf  ähnliche  Weise  die  imaginäre  Axe  ON=  ON' 
=  OR  sucht,  über  beiden  Axen  das  Rechteck  verzeichnet  und 
dessen  Diagonalen  zieht.  Sie  ergeben  sich  jedoch  auch,  wenn 
man  zu  deo  an  die  Ellipse  und  den  Kreis  CCDLf  gemeinschaft- 
lich gelegten  Tangenten  T,  T\  Tx  und  Tx't  durch  den  Mittel- 
punkt O,  die  ParaHelen  SS',  SlSl'  führt. 

Die  letztgenannte  Konstruktion  der  Asymptoten  lässt  sich 
analytisch,  so  wie  auch  rein  geometrisch  beweisen. 

Bezeichnen  wir  mit  xx  und  yt  die  Coordinaten  der  Berüh- 
rungspunkte des  Kreises,  mit  x%  und  y%  jene  der  Ellipse,  durch 
die  gemeinschaftliche  Tangente,  so  müssen  folgeode  Bedingungs- 
deiebungen  besteben: 

*i*  +  y*  =  c* 

(?)*♦(?)'-■ 

b*xt  x% 

'  *       —  — f 

*i  __  x\ 

dt*  c«' 

Aus  deo  beiden  letzten  dieser  Gleichungen  folgt: 

6» 

weiche  Werthe,  in  die  zweite  Gleichung  substttuirt, 

2ebe».  Vergleicht  man  die  letztgefundene  Gleichung  mit  der 
ersten,  so  ergibt  sich: 
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oder: 


woraus  die  trigonometrische  Tangente  —  dieser  vier  Berühren- 
den  mit  der  Axe  XX' 


resultirt,  welcher  Werth  dem  Quozienten  aus  den  beiden  Hyper- 


struktion  folgendermassen  nachweisen: 

Denkt  man  sich  aas  einem  in  unendlicher  Entfernung  liegen- 
den Punkte  der  Hyperbel  an  das  Ellipsoid  den  berührenden  Ke- 
gel gelegt,  so  übergeht  dieser  in  einen  berührenden  Cylinder, 
welcher  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  berühren  wird.  Diese  El- 
lipse liegt  in  einer  durch  die  Axe  c  gehenden  Vertikalebene, 
deren  Trace  auf  der  Ebene  XO  Y  durch  den  zur  Richtung  der 
Asymptoten  conjugirten  Durchmesser  gegeben  ist 

Weil  nun  dieser  Cylinder  ein  senkrechter,  von  kreisförmiger 
Leitlinie  sein  soll,  so  muss  derselbe  auch  eine  Kugel  vom  Ra- 
dius c  berühren,  welche  denselben  Mittelpunkt  O  bat,  und  deren 
Schnitt  mit  der  Ebene  XO  Y  der  Kreis  CCD&  ist.  Da  nun  die 
Erzeugenden  des  Cylinders  parallel  zu  den  Asymptoten  sind, 
so  wird  sich  die  Richtung  der  Letzteren  ergeben,  wenn  man  an 
die  Ellipse  uod  den  Kreis  die  gemeinschaftlichen  Berührenden 
legt. 


welcher  Werth  in  die  erste  gesetzt, 
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daher: 

^Ä=(f)V[(!)-']['-C)M 


a*    fc2— c*     W  ) 


liefert. 

Nun  ist  anch 


dalier: 


n1— c*    c»— 4* 


a2— c2  ~"   T  c2— 62  * 


Wird  dieser  Werth  in  die  letztgefundene  Gleichung  gesetzt, 
so  ergibt  sich: 

6»   "1        o2  ^c»po 


c2— 6*  ~  a2— c« 


*  -  c*— A*  '  p 

•ird.    Differenzirt  man  die  Gleichung  (III)  nach  9,  so  erhält  man : 

a*— c*—  c*— 62' 


folglich 


Es  ist  so  mit: 


dp     a2  — c*  7 


erhellt,  dass  die  Kegelaxe  stets  die  Hyperbel  tangirt, 
mit  anderen  Worten ,  dass  die  gefundene  Hyperbel  die 
einbauende  Kurve  sämmtlicher  Axen  der  Rotations- 
kegel ist. 

}.  5. 


Um  die  Fläche  zu  bestimmen,  welche  die  aufeinanderfolgenden 
Lagen  jeoer  Ebenen  umhüllt,  in  welchen  die  Berührangskurven 
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der  Rotationskegel  und  des  Ellipsoids  liegen,  ist  zu  berücksich- 
tigen, das  unserer  Annahme  zufolge  alle  diese  Ebenen  senk- 
recht auf  die  Coordinatenebene  AOF  sind,  folglich  einen  Cylinder 
einhüllen  werden,  dessen  Erzeugenden  parallel  zur  Axe  OZ  sein 
müssen.  Es  wird  demnach  die  nachfolgende  Untersuchung  sieb 
darauf  beschränken,  die  Leitlinie  der  Cylinderfläche  in  der  Ebene 
XO Y  aufzusuchen,  welche  sich  als  umhüllende  Kurve  sämmtlicher 
Tracen  der  obgenannten  Ebenen  auf  dieser  Coordinatenebene  er- 
geben wird. 

Nach  (1)  ist  die  allgemeine  Gleichung  dieser  Tracen: 

a2  +  JS 

wobei  för  p  und  q  die  Bediogungsgleichung 

er-o)'-  _ 

stattfindet,  wenn  wir  nämlich  ct  =  V a*— c*,  t%  =     c* — b*  setzen. 

Nach  der  Theorie  der  einhüllenden  Kurven  müssen  wir  nun 
die  Grössen  p  und  q  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  dem 

CID 

aus  denselben  sich  ergebenden  Differential quotienten  g£  elimioi- 
ren,  um  zu  dem  gewünschten  Resultate  zu  gelangen. 
Durch  Differentiation  beider  erhält  man: 

dp 

*i* '  dq  *ts 

dt) 

folglich  hieraus  durch  Elimination  von  ^  ' 

--©■TO« 

Diesen  Werth  in  die  beiden  oberen  Relationen  substiUiirt, 
folgt: 

4J  1    6*  fl*  ^     1  \  q*  b*ei**%— o4^' 
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Daher  ist  die  Gleichung  der  zu  suchenden  Cylinderleitlinie : 

oder: 

and  diese  selbst  eine  Hyperbel,  deren  Axen  mit  jenen  des  Haupt 

o* 

Schnittes    des   EHipsoids    zusammenfallen  und    die  Werthe  — 
b* 

(reelle),  —  (imaginäre  Axe)  besitzen, 
s 

Den  Winkel,  welchen  die  Asymptoten  dieser  Hyperbel  mit 
der  XAxe  bilden,  bestimmt  die  Gleichung: 

tga  =  = 


Non  ist  jedoch  -  nichts  anders  als   die  trigonometrische 

TaDgeote  des  Asymptotenwinkels  der  erst  gefundenen  Hyperbel, 
also  tg«',  folglich: 

b* 


voraus  ersichtlich  wird,  dass  die  Riebtungen  der  Asymptoten 
dieser  Hyperbel  durch  die  zu  den  Richtungen  der  Asymptoten 
der  ersten  Hyperbel  conjugirten  Durchmesser  der  Ellipse  AA'BB' 
bestimmt  sind.  Wir  werden  somit  bloss  in  den  Punkten  H  und 
K,  wo  die  ersteren  Asymptoten  die  Ellipse  schneiden,  Tangenten 
zu  verzeichnen,  und  die  zu  suchenden  Asymptoten  zu  diesen 
Tangenten,  durch  den  Mittelpunkt  O,  parallel  zu  ziehen  haben. 


Die  Axen  der  Hyperbel  können  einfach  durch  Konstruktion 
d*  6* 

der  Ausdrücke   -  und  —  gefunden  werden;  sie  ergeben  sich  je- 

doch  auch,  wenn  man  in  denjenigen  Punkten  der  Ellipse,  welche 
beziehungsweise  tlt  als  Abscisse,  oder  ca  als  Ordinate  haben, 
Tangenten  zieht,  welch  Letztere  die  bezuglichen  Coordinatenaxen 
in  den  zu  bestimmenden  Endpunkten  der  Hyperbelaxen  schnei- 
den, was  sich  sehr  einfach  beweisen  lässt. 


§.  6. 

Fuhren  wir  nun  die  Untersuchung  allgemein  durch,  d.  h.  ohne 
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die  Kegelspitze  in*  einer  Haoptebene  anzunehmen,  and  bezeich- 
nen die  Coordinaten  derselben  mit  p,  q,  r,  so  sind 


a«  +  6»  +  c*  -  1 
die  Gleichungen  der  Berübrungskurve  des  Ellipeoids,  und 


(13) 


*—p  =  A(z—r)  ) 

jene  der  Erzengenden  des  Kegels. 

Werden  die  Werthe  för  y  und  x  aas  (14)  bestimmt,  und  in 
(13)  gesetzt,  so  ergibt  sich : 

%{p+Az-Ar)+^{q+Bz-Br)+T-%z  =  \t 

~  (Az +p  -  Ar)*+  ±  ( Bz+ *  -  #r)  +  £  =  1 ; 
und  aus  der  oberen: 

folglich  auch: 

'  — — 

Ap  .  Zf»  _  r 

Diese  Werthe,  in  die  untere  Gleichung  gesetzt,  verwandeln 
dieselbe  in  folgende: 
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4^[.-©-(DT«^['-(f)-C)*] 

~~  a4   T  64   T     o262  f  aV+  6>c*  +  c*' 
«elcbe,  nach  A  und  ff  geordnet, 

™?*'-6)*-(DVÄ[>-(fKD'wÄ,-^ 

gibt 

Untersucht  man  die  einzelnen  Koeffizienten,  so  findet  man  in 
hHdben  den  gemeinschaftlichen  Faktor  I-  (ff-~(ff--($s 
dnrch  "denen  die  Gleichung  abgekürzt,  in  folgende  übergeht: 

+»Ä+»5&  +  ^['-(S)*-0*]  — 
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Setzt  man  endlich  für  A  und  B  die  Werthe  aas  (14) ,  so  er- 
hält man  die  Gleichung  des  berührenden  Kegels: 

+(=?)'['-©'-(!)•]  <-?)(*?)!! 

Für  den  bezüglichen  Rotations kegel  haben  wir  wieder 

x  —p  =  A  (x— r), 

als  Gleichungen  der  Rotationsaxe,  und 

x — p  =  üf(x— r), 

jene  der  rotirenden  Geraden,  daher 

Ax  +  By+ 2  =  « 

die  Gleichung  einer  auf  der  Rotationsaxe  senkrecht  stehenden 
Ebene,  und 

jene  einer  Kugelfläche,  die  ihren  Mittelpunkt  in  M  hat. 

Elimioirt  man  aus  diesen  Gleichungen  x,  y  und  t,  so  ergibt 
sich  die  Bedingungsgleichung 

und  werden  lilr  a  und  0*  die  Werthe  gesetzt,  so  folgt: 

(VI') 
Ml  4.  TV»  4.1 

oder : 

(Vi) 

(x-p)HA*tp*-l)  +  (y-o)»(^V-l)  +  (t-r)»(9*-l) 
+  2^Ä(ar-p)(y~v)9>*+2^-^)(2-r)9?*+  <21?(y-o)(i-r)9*  =  0. 

wenn  wir  nämlich  der  Kürze  halber 

{AM+BN+\)*~  * 
setzen,  als  die  Gleichung  des  Rotationskegels. 
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V  in  einen  Kellenbruch. 


sechsten  und  siebenten  Wurzel  ergab  sich  dasselbe  Verhältnis». 
San  vermothete  ich,  es  sei  dies  ein  allgemeines  Gesetz.  Nach- 
dem ich  bei  genauerer  Untersuchung  noch  gefunden,  dass  die 
auf  die  Ausziehung  der  Quadrat-  und  Kubikwurzel  bezüglichen 
Gesetze  sich  unter  das  neu  gefundene  subsumiren  lassen,  ver- 
suchte ich,  dasselbe  als  allgemein  gültig  zu  erweisen.  Dies  ist 
mir  vollständig  gelungen,  und  die  vorliegende  Abhandlung  ist  das 
Ergebnis  meiner  Bemühungen.  Obgleich  das  Gefundene,  wie 
schon  oben  bemerkt,  nicht  von  praktischem  Nutzen  ist,  so  hat 
es,  wie  ich  meine,  doch  einen  wissenschaftlichen  Werth,  und 
dies  ermuthigt  mich,  es  der  Öffentlichkeit  zu  übergeben. 

Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  diese  Abhandlung  nur 
für  Solche  geschrieben  ist,  welche  mit  der  Behandlung  der  Ket- 
tenbruche sich  schon  vertraut  gemacht  haben. 

Hückeswagen  im  Januar  18G5. 


§  1 

n 

Die  grüsste  in  VA  enthaltene  ganze  Zahl  sei  =a.    Dann  ist 

n 

»  M  VA—a  1 

r  =  VA  =  <i+      j—  =  a+p, 

\  V A—  linV A«~*  +  a* V >-8  -r  . . . . 

1     _(  ....  +  a«-*\  A*  +  a*-*VA*  +  a*'-2VA  +  a»-' 


A-a* 

v  A — a 

=  «•  +  ~.  • 

prüsften  in  dicrcra  nn<l  den  folgende. i  vollständigen  Quotienten  enthaltenen 
ginsen  Zahlrn  benennen  w  w  urunüeh  mit  a' fl",  fl*1,  u.  s.  w.) 

„   - 1  -  a*   _ 

\  vA'^A-aVA»-*  f  tt*VAn~*  +  .... 

(    ..  +  a*~*vA*  f  a*-*VA*+  (i*-*VA  +       —  (/!-«")«' 

Der  Nenner  dieses  Bruches  rouss  rational  gemacht  werden.  Man 
Seoenne  zu  dem  Ende  die  Coefticientcn  der  Wurzele rössen  des- 

Kl 

»^Iben  der  Reihe  nach  mit  E,  t\  G,  fiy.  ..,/?,  S,  Tf  U  und 
4eo  rationalen  Tbeil  desselben  mit  Z,  desgleichen  die  Coefßcien- 

Tk,i1  XLVI  6 
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Soll  nun  der  Neoner  rational  werden,  so  müssen  die  senk- 
rechten Reihen  dieses  Produktes  =0  werden,  ausgenommen  die 
letzte.  Hiernach  werden  die  CoefTicienten  e,  f%  g,  s,  t,  u,  2 
bestimmt.    Wir  haben  also  die  Gleichungen: 

(!)   e[a»-i-(A—a*)a']+fa»-*+ga«-*+....  +  Ma*  +  *a»  +  tia+2=0, 

(II)   eA+f[a«-1  —  (A— a«)a']  +  ga«-*+....  +  sa*+ta*+ua*+2a=0, 

(III)   cAa+fA+g[a—  *-(A  -a«)a']  +  *a8+2a»=0, 


(IV)  e^a—« + fAa*-*  +  o^a— '  +  . . . . 

....  -f  i[a»-»  —  (/I  —  a»)  a']  -f  to»-»  +  na«-3  +  2a"-4  =  0, 

(V)  e^a«-«  +/aa«-<> + ^ci»-«  +  . . . . 

....  -f  sA  +  ffa—1  —  (4— a»)a']  +  im»-*  +  «i«-8  =  (), 
(VI)   e^a"-»  +  /^a»-*+^a«-*+ .... 

....  +  sAa  +  tA  +  Hja«-1—  (4— -a")a']  -f  20"-*=  0. 

Aus  diesen  Gleichungen   bilden   wir  durch  Multiplication  und 

Subtraction  (nämlich  II  — al,  III  —  all,  ,  V  —  alV,  VI — aV) 

die  folgenden  : 

(VII)  e[4-a«  +  (4-a»)aa']— f\A— a»)a'=0,  also  «?(l+aa')=/a', 
(VIII)   f\A-a*(+  A-a»)aa']-g(A-a*)a'=zO,  also  AH™')^*'. 


(IX)   s[A-a*+(A-a*)aa']-t(A-Q*)a'=0,  #(l+<ia')=fV, 
(X)   t[A—a*  +  (A-a»)aa']-u(A-a»)a'=Qt  also  f(l+aa')=tia'. 

Oben  sahen  wir,  dass  die  Coefficienten  E,  Ft  G, S9  T,  V 
eine  geometrische  Progression  bilden,  deren  Exponent  =  a.  Aus 
den  Gleichungen  (VII)  bis  (X)  ergibt  sich  aber,  dass  die  Coef- 
ficienten e,  f,  g, sf  t,  u  ebenfalls  in  einer  geometrischen 

Progression  stehen,   deren  Exponent  =  aa^  .    Da  nun  diese 

Coefficienten  ganze  Zahlen  sein  müssen,  und  da  die  Reihe  e  bis 
u  aus  n  —  1  Gliedern  besteht,  so  setzen  wir  e=o'"-*.   Dann  ist 

/•=  «'■- »(aa'  +  1),   9  =  a'"-<(aa'  +  I)«,  ,  =  a'«(aa'  +  1)—* 

Lf=a'(a«'  +  I)»-»,   ti  =  (aa'  -f  I)«-». 
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Nun  bleibt  noch  t  zu  bestimmen. 
Aua  (I)  haben  wir: 

:=— t  [ö--1  —     — a")a']  — /o*-*— ^a"-5—  ....  —  ias— <a*— u<7. 

Die  Wertbe  für  e,  /*,  u.  s.  w.  eingesetzt,  gibt: 

r=-[a»->-(^_a«)a']af»-*-a«-2a'»-1(aa'+l)-a»»--8a'»-4(aa'+l)f-... 

....  —  a*a'*(aa'  +  1)"-*—  a*a'  (aa'  +  l)«-*—a(aa'+ 1)»-« 

:=(J-a-)a'^1-a«-1a'«--,-a*-Äa'"-8(ao'+l)-a»-sa'«-4(aa'+I)»-... 
....  -  a*a'*(aa'  +  1)—«- a»a' (ao'  +  ])"-»-  ö(aa'  + l)— * 

Nun  ist  aber  —  ') ««'  =  * .  also: 

...4  a«a^aa'+ 1  )»^+a  V(aaH  I  l)"-*]^^^1- l)a<r'. 


:  =  ( A  -  a«)  a'— » -  |^fla'  +  l^^an- 1 *J  aa» 

=  Ja'»-1 — a"  a'"-1  —  a  (aa'  +  l)»-1  +  a«a'"-1 
=  Ja'—1  — a(aa'-H)"-1. 

Zahler  und  Nenner  des  Bruches  x"  müssen  also  multiplizirt 
mit 

V  A—l  +  a'»~*(aa'  +  1)  V  a'— *(aa'  -f        J»-»+ .... 

....+a'1(aa'+l)»-4V'JHa'(aa'+l)'«- sVJH(aa'+l)"-aV/l. 
+  Ja'—  i-_<,(aa'+l)—  K 

• 

Der  Zahler  ist  dann  diese  Reihe,  multiplizirt  mit  A  —  an. 
Was  den  Nenner  betrifft,  so  reducirt  sich  derselbe  auf  die  letzte 
der  oben  aufgestellten  senkrechten  Reihen,  da  alle  übrigen  =0 
reworden  sind.   Diese  Reihe  ist  aber: 


Aa+-%e+Aam-*f+Aa»--*g+...+Aa*s\  Aat+Au+z[a*-l-(A-an)a'] 
=   Aa»- •a'"-«4-  Aa«-*a'«-*{aa' +  \)  +  Aa»~*a'*-*(aa'  +  I  )*  +  .... 

....  +  Aa*a'*{aa'  +  1)«-«  +  Aaa'{aa'  +  I)»-» 
f  .4(aa'  \  \)*-*  +  [Aa'«-*-a(aa'  -f  1)"-»] .  [a«-»  -  ( J  —  a")a'J. 
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Dies  wieder  mit  —     aa>  multiplizirt  (das  letzte  Glied 

ausgenommen),  gibt: 

[^(«a'  +  l)"-1      A  n  „  /n  «"1  , 
rcq'  ^on-2a,n-2J  aa 

+  [Au'»-1—  a  (aa'  +  l)""1] .  [a»~l  —     -  a»)«'] 

—     -«").(/!«'"  —  aa'(aa'  +  l)"-1] 

=  +         — a«(a«'-f  I)"-1  —  (^-fl»)M«'n-«flf(«"'+1)n""1] 

=  {A-a*).[(aa'  +  I)""1  -  Aa'*  +  aa'  (««'  + 1)""1] 
==  M  — a»).[(M«'  +  l)fl  — /4a'«]. 

Folglich  ist,  wenn  man  noch  Zähler  und  INenner  des  Bruches  x" 
durch  A  —  an  dividirt, 

|  «"»-*  v  An~  H  «'"- 8(™'+ 1)  V  ^n"2  f  «,"-4(a«'+  l)WA»-*+..^ 

)....+a'W  +  0"-4^HflV'a'+l)^8^*+(««'+I)"-2Vil| 

+  4a'»-1  — «(na'  +  l)"-1 


(cio'  +  l)»—  ^a'" 


«"  4-  1 


  (aa'  -f  1)"—  Aar"  _   

a'n-2^^n-i+tt/n-3(„a'  +  i)v^»-Hö'n-4(«a'+l)*V/^n-3 

+  ....+  a'a(««'  +  1)"-*V^3  +  a'(«a'  +  l)»-3  VA1 

-f  (««'  +  l)«-aV/l  -Ma'"-l-a(aa'  +  l)«-' 
—  a"[(aa'  +  l)n  — 

Der  Nenner  dieses  Bruches  wird  rational  gemacht  auf  dieselbe 
Weise  wie  bei  x".    Wir  haben  hier : 

£  =  fl'»-2,    F=«'«-a(«a'-f  1),    6' =  a'«-4(aa'  +  l)2,...., 
S=a'2(aa'  +  l)"-4,    7T=a'(aa'  +  l)»-3,    C/ =  (<ro'+ 1)—», 
Z  =  ^ft'"-1  —  a(aa'  +  l)«-1  -  a"|>/«'  +  \)«—Aar»\ 

Zu  suchen  sind  nieder  die  Werthc  für  c,  /*,  y,       *,  <,  «,  :. 

Nach  dem  Schema  in  §.  I.  haben  wir  die  Gleichungen: 
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V      eilten  h'etlenbruch. 
(1) 

e  |  Aa>n- 1     a („„'  +  1)"" 1  -  «"[(««'  +  1)"  -  ^«'"] « 
+  +  1)«-»  +  .<7«'(afl'  +  l)n"3  +  -.  • 

(U) 

^a»-*  +  /"I  ^«'n-1  ~  « (««'  +  1 1  ~  «"  [(««'  +  1  >"  "  ^"'"J 1 
4  </(«n'  +  1)-»  f  ....  +  s«'n-Ä(fl«'  +  l)4  +  <ö'"-*(<ia'  +  l)8 

f  t/«'»-4(«n'  +  I)2  +  ia'*-8(i«'  +  I)  =0, 

(MD 

eAa'—Haa'  -\  \)  +  fAa'«~* 
4  f?:.4i'— l-«(«fl'  >  l)n-,-«"[(««'-l)»-^fl'"]l  + 

....  +  i«'»-7  (aaf  +  l)d  +  «a'»-Ä(«a'  +  D4  +  tia'"-ft(««'  +  l)s 

+  -H)a  =  0, 


(IV) 

rAa'*(*a  + 1)—6  +  ^o'*(oo'  +  l)n~6  +  ^4o'»(fltt'  +  l)n"7  +  ..» 

+  /(na'  + 1)"-*  +  h«' (««' 4  l)"-3  +  *«'«(««'  +  |)',~4  =0' 

(V) 

....  +  H«'-»  +  f  I  ^a""1  -  «(««'+  l)n-1-«"[(««/+Dn -  '*«"'] 1 

+  u(aa'  H)«-«  +  «T(fla'+l)"-»  =  0, 

(VI) 

r.4n'(aa'  +  1)— H/^fl'W  +  l)"-4+^^a'»(no'  +  1)»-*  +  ... 
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Aus  diesen  Gleichungen  bilden  wir  durch  Multiplication  und  Sub- 
traction  (nämlich  «'ll-(«a'+l)l,  a'lll-(ö<i'+ 1)11, a'V-(öa'+l)l V, 
«'VI  —  (aa'fl)V)  die  folgenden: 

.  (VII) 

e[^a'»-i-^»-i(aa'+l)fa(fla'+l)-+a7aa,+l)»+»^o'»(aa'+l)a/n 
—  /•[(flfl'  +  l)"-»  — ^«'«  +  aa'faa'+l)«-1*  aV(fl«'-fl)»-  ^a'»*^"] 

=  0, 

e  [ -  Ja«,'«  —  Aa'»  a"  {aa'  +  1)  f  a  (na'  + 1)»  -f  «"  (aa'  + l)»+i] 
-  /*[-  Ja'»  -  Aa'«V  a"  +  (aa'  +  1 )«  -f  flV  (aa*  +1 )»]  =  0 , 

^  ( f  (aa'+l  )a"+a) .  [(aa'+\)«-Aa'»\  \ -f\  (a  V+l).  [(««'+1 )--/!«'»]  j 

=  0, 

e[{aa  '  +  l)a"  +  a]  =  /*(aV+  I). 
Ebenso  findet  man : 

rt(^fl)«"  +  ö]  =  i/(aV  |  J),  .....  ,[(a«'  fl)a"4  a]  =  /(a'ö"-|l), 

*[(<Wl'  +  l)o"  -f  a]  =  ti(aV'+  1). 
Die  Grössen  etftgt....t      <f  „  bilden  also  wieder  eine  geo- 
metrische  Progression,  deren  Exponent  -{aa  +  a,  Wir 

setzen  also  e  =  («V  +  1)«-»    Dann  ist :       *  " +  1 

f=z  l)«-»[(«a'  +  I)tf"  +  a]f 

r  =  (öV'  f  +  1)0"  +  ,,]»-»,   u  =  [(aa'-rl)a"-f  a]»-*. 

Aus  (I)  haben  wir  ferner: 
*a'"-*=~eMa'»-i-a(öa'+l^^ 

~ga'{aa'  +  1)«-*- ,a'«-*(a«'  +  l)»-to'»-4(aa'-H)* 

—  tta'»-3(aa'  + 1). 

-  («V'+D«-|  Ja'«-i-a(*i'+l)n-i_  a"[(aa'+!)»- Ja'*] , 

-(aa'  +  l)"-*(aV  + 1)— »[(««'  +  l)a"  +  a] 
-a'(*a'  -f  l)-»(aV'+I)-4[(öa'  +        +  tfp  _ 

-  o'»-*(aa'  f  1)«<«V  i  |)  [(aa'  +  l)a"  +  a]«-3 

-  *'"-»(««'  f  l)[(aa'  +  1)«"  + 

Ks  ist  aber  : 
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(.  a'  Uaa'  +  \)a"  +  ä]     ,  1  r 

folglich : 

M'^=-(flVfl)"-Vö'"-1-ö(fla'+l)^-fl't(flfl'+l)«- 
(oa'  +  l)—2(a'a"  +        [(aar  +  J)o"  +  a] 
l       +  cl  (aa'  +  I)-»  (a'a*  +  I  )«-4  [(flfl'  +  1 )  o"  +  a]*  +  . . . .  j 
<        ...  +  a'—*(aa'  +  l)»(aV+  ])»  [(oa'  +  J)a"  +„].i-4  f 
/  +  a'»-«(aa'  +  l)»(aV  -f  l)[(aa'  +  I)o"  +  «]■-»  1 

'  +  a'—*(aa'  +  1)  [(aa'  +  I)o"  +  ] 

<a'[(aa'-fl)a"  +  a]     tj>  r 

^      =  -         1 )»- *  { .4a'«»-*  -  a(aa' + 1)«-*  -  a"  [(aa' +1)«—^»  | , 
<  a>-«[(aa'  +  + 

-  (aa'+l )-* (a  a"+ 1 )«-» [(aa'  + 1)  o"+a]  *  (oa'+  ])  (a'o"+l), 

»  -*  =  -  (flV  +  l)"-|M«,-l-a(«r+])-i-Ä»[(«r'+|)«-i|«'.]  j 

+  a'— *(aa'  + 1)  [{aa'  +  I)a"  +  a]«-> 
—  (aa'  +  l)»-1(aV  +  l)»-*[(öa'  +  l)a"  +  a], 
rtf  — 1_  _  Aa'*-l(a'd'  +  I)»-*  -  Aa'*<f{a'a"  -f  1)«-* 

+  «(aa'  + 1)«-»  (öV  -f  l)"-*+a"(aa'-f  l)«(a'a"  +  1)»-« 

+  a'—*(aa'  + 1)  [(aa'  +  l)  a"  +  a]»-* 
—  a"(aa'  +  I)"(ö'o"{1)»-8-  a(aa'  +  ^«-»(aV-l- 1)"~2, 

*  =  —  ^a'— 1  (*'«"  +  l)"-'-^V(flV+  1)»-« 
+  a'— *(aa'  +  l)[(«a'+l)ir  +  Ä]— i, 

:  =  -  ^  (a'  V  +  a' )  (a'a"  +  1 )-»  +  (aa'  +  | )  [(aa'  +  I )  a"  \  a]-» 
=  -  ^a'  (a  a"  +  1 )— 1  \  («a'  +  I)  [(aa'  +  I ) a"  -+  a]— 1 

Wähler  und  Nenner  des  Bruches  z™  müssen  also  multinlizirt 
*»rd*u  mit 
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Kad'  \  \y~tlVA»-i\  (a'a"  y  l)«-3[(«a'  +  1)«"  +  a]  V  A«~* 
\  (a'a"  f  \)»-*\(aar  +\)a"  +  d\*V A«~*  +  .... 
..M*tf+\)*[(aa?+\)<i'+a^ 

+\{aa' +\)a" A -a]*-H  A\-{aa'  +  \)\{aa'  \  \)a"^a]»-l-Aa,{a'a" -{\)n-K 

Darm  ist  der  Zahler  diese  Keibe,  mulliplizirl  mit  (aaf  +  \y>  —  Aa'n. 
Der  Nenner  aber  uird  gebildet  nach  der  letzten  senkrechten  Reihe 
des  Schemas  in  §.  1.    Diese  Keibe  ist: 

Ae  U  +  AfT  |  AgS  +  . . .  \  AsG  +  AtF  |  AuE  +  iZ 
^^(tfa1l)»-2(flV'+l)«-H.^W!l)M-VöHl)n-3[(«fl'+l)fl''+fll 
+  Aa"2(«a'+  1)«-«(äV  +  l)"-4[(tfa'+        +      +  . 
/Ifl'»-4(fl«'  !  l)2(«V'-|-])2[(öra'  +  ])ö"4  «]M"4 
r  ^«'»-3(a«'+ 1        i  1 )  [(«ä'-H  )ö"|fl]»-Hiö'"-2[(^+ 1  -al"-» 
+  {  //a'«-1  -  fl(afl'  +  l)»-1  —  «"[(aa'  Aa'*]\ 
X  \(aa'  |  1)[(aa'  +  \)a"  +  a]<'-i-Aa,(a'a"+  1 )"-»:. 

Dies,  mit  Aiisnahmo  des  letzten  Gliedes,  wieder  multiplizirt  mit 
fl'f(Afl'  +  l)fl"  H  a]     .i  ,         ,  f 

ffiht: 


I^a'"-1         »-  \  )a"  +  a)"-1 


(a«'  +  l)(fl'fl"+l) 

-  ^ (flfl'  +  I)"-2(fl'fl"  -f  I)"--2 }  (flfl'  +  1)  (da"  -f  I ) 

+  ^»-»(fl«'  -f  1)  [(««'+  Ofl^  +  a]'-1  — «'"(«'«"  +  1)"-» 
-fl(fla'  +l)»l(flfl'  +  l)fl"  +  öjn-1  +  ^fl'(«fl'  +  l)"-'(flV+ 1)"-1 
-  fl"(flfl'+  !)«+>  [(flfl'  +  1 )  fl"  +  fl]"-1  +  ^ffl'fl"  (ad\ J)"(«  V  + 1)"-1 
4  ^«'««'^öfl'+nrCÄi'  +  O^+ii]«-1  — ^«a'-f»a*(flV+  I)»-1 
=  — y^2[fl'«4*a"(aV,^-l)w-1^-ö'n(fl'a/,  +  l)«"1) 
r  c'-^ßa'  +  llKafl'+lla^-fl'-'Kflfl'  +  l)fl»  +  ß]»->  ^ 
+  /I  |  ^«'««''(öfl'  +  ntCafl'  +  l)«" 

I     Mflfl'  |  l)»-l(«V-|-l)»-,-fflV,(flö'  +  l)"(fl'«"  +  l)»-1 
-  fl'7 (fl«'  f  I )«+ 1  [(flfl'  + 1  )a"  +  aj«-1  -  a(flfl'  f  I )» [(««' + 1 )  «Ha]*-1  = 
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V       einen  Keltenbruch. 


=  -^a'»(öV  +  l)n  \  A \aa'* [{aa'  +  \)a"  +  a\n~l 

+  a'«fl"(fltf' +  ])[(««'+  l)a"  +  «]»-• 
-f  (aa'+l )« (dV-f  I)»-1  +  a'a"  (aa'  + 1 )"  {a'a"  + 1 )»  - » i 
-  [(aa'  +  l)a"  +  a].(aa'  -f  I)»  [(aa'  +  l)a"-f  a]'-1 
=  —  f  I )«  +    I  a'"  [(aa'  |  1  )a"  +  a]n  +  (aa'  i  1 )"(a'a"  f  1  )«| 

-(aa'  f  l)«[(fla'+l)fl"  f  *]« 
=  [  (aa'  +  I  r  -  Aa'«] .  I  -  [(aa'  +  1 )  a"  \  a]» !  +  A  {a'a"  +  1 )« J. 

Werden  nun  noch  Zahler  und  Nenner  von  arw  durch  {aa' \\)n  -  Aa'n 
dividirt,  so  i*t: 

•Ka'a"+  l)—4[(aa'  +  i)a"  |  a]2  v  J"-3!  .... 

....  r  («'«"  +  l)2[(aa'  r  l)a"  1  aj'-4  VVl3 

+  (a  a"+ 1 )  [(aa'  + 1 )  a" \  a]n~ 3  V  A*  V |  {aa'  f  I )  a"  \  a]»-'1  \  A 
fjaa'  f  l)[(aa'  f  \)a"  +  a\n~x  -  Aa'Wa    |  l)»-1 


§.  3. 

So   weit  die   Herechnunj?    im    vorigen   Paragraphen  reicht, 
die  Kettenhruchsnenner 


a,    a* ,  a", 

al?>o  die  Näherungsbruche : 

1      a     aa-  +  1      (aa '+  l)a'^  j» 
ü'    1  — ~'  a'ö"|l 

Aus  der  Yergleichung  der  gefundenen  vollständigen  Quo- 
tienten  {x\  x'\  xm)  mit  diesen  entsprechenden  Naherungsu  erthen 
ergibt  sich  folgendes  Gesetz: 

Zieht  mau  vermittelst  der  kettenbrüche  die  7#te  Wurzel  aus 

n 

der  Irrationalzahl  A%  ist  die  gnisste   in    VA  enthaltene  ganze 

a  p° 
JLihl  —a.  also  ^  der  erste  Nnherungsbruch ,  sind  lerner  *-ö  und 
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p  n 

r-  zwei  aufeinander  folgende  Näherungswerthe  für  VA,  so  ist  der 

zu  ^  gehörige  vollständige  Quotient 


*  VA*~l  +  q*~*p  VA»~*  +  y         VA*~*  + . . . . 

wobei  die  oberen  Zeichen  für  die  Nähernngsbrüche  ungerader 
Ordnung  und  die  unteren  für  die  Näherungsbrüche  gerader  Ord- 
nung gelten. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  in  Beziehung  auf  die  drei  ersten 
vollständigen  Quotienten  geht  aus  der  Berechnung  in  $.  1.  und 
§.  2.  hervor.  Soll  die  allgemeine  Gültigkeit  desselben  bewiesen 
werden,  so  ist  noch  darzuthun,  dass,  wenn  derselbe  für  irgend 
einen  vollständigen  Quotienten  gilt,  dies  auch  für  den  nächst- 
folgenden der  Fall  ist;  mit  andern  Worten:  dass,  wenn  — ,  ^, 

9o   9  9 

drei  aufeinander  folgende  Näherungswerte  für  VA  sind,  und 
P 

wenn  der  zu  -  gehörige  vollständige  Quotient 

\     ^-V^-1  +  ö—3p  VA—*  +  q»-*p*VA—*  +  . . . . 
-  ^"4-yV>-^H9P"->WH^-a^i<i:(pop»-I-y0y^M)) 

alsdann  der  folgende,  zu  ^~  gehörige  vollständige  Quotient: 

±(p'"-?'M) 


ist 


Setzen  wir  einstweilen,  ähnlich  wie  oben. 
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*o  ist  zn  beweisen,  dass 
I.   e  =  r,—*,    f=g'n-*p',   g  =  q'—*p* t  =  q*p'— 

t  =  q'p'*—*,    u  =  p'"-2 , 

IL  i  =  T(w'-1-^9'»-1^)» 
III.  D=:±(p,«-q'*A). 


Die  ^rösste  in  steckende  ganze  Zahl  sei  =m.  Dann  ist 
p'  =  mp  +  p°,  q'z=mq  +  q0,  ferner: 


7«-*  V^""1  +  qn~*p  VA«-*  +  ^«-«p2  V^"- a  +  . . .  •  J 

+q*p-*VA*+qp*-*VA*^-*VA±(p*>p*  -»-9  V'1^)  [ 
'  ±m(p*-q*A)  j 

Bio  ist  al*o : 

E=?—2,    F=9— »p,    G=q—*p*  ,  S  =  y2p»-4, 

T=qp*-*,  ü=p— »,  Z  =  i  (poP"-1  -  7o9""^)  i  m(p»-9M) 
Also  haben  wir  nach  dem  Schema  in  {.  1.: 

(I) 

i  '(pV1  -  *V~  ^)  ±  «"(f»"  -  v"^)  +  Zip"-9  +        +  •••• 

....  +  f9"-»p>  +  iq*-*pP  +  f<9»-"p  +  29«-»  =  0, 
(11) 

....  +  «9«-6p*  +  *9"-ipt+ii9«-4p»-|-  i9»«->p=0, 
(III) 

>Aq—*p  +/^9— »±^(p°p»"1- 909""!^)±WP"  — 9"^)  + 

+  *9«-rpa+ <9"~  V  +  «9"-*p5  +  X9»-V=0, 


...» 
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(IV) 

eAq*p"-*  +  fAq4pn~6  +  gAq*p*~r  +  . . . .  ±  sipVp"-1  —  q°qn~l  A) 

±sm(pn—qnA)  -|  f/>n-2  +  j/r//>"-3  f  zq*p»-*  —  0. 

(V* 

c Af/*p"-*  f  fAq*pn~5  +  gAq*p»~*  +  ....  +  5/1  «y"-2 

Jb  <(pV"-l-9V"^) ±  tm(pn  —  qnA)  +  m/>"-2  f  zr/p»-3  ==  (). 

(VI) 

rAr,p»-*+fAq2pn-*  \gAq*p»-*  +....+  s/lr/"-3/*  +  f/ty«-2 

+  n(p"p«-1  —  q°qn~lA)  _fc  um(pn—  qnA)  +  2/*»-2  =  0. 

Aus  diesen  (Gleichungen  bilden  wir  durch  Multiplication  und 

Subtraction  (nämlich  grll — pl,  jt?ll,  </V — ;>IV,  ^VI — -p/V) 

die  folgenden: 

(VII) 

pf/ff/"-1  +p(p"pn~l  -q°qn~lA)  T  wp(pn  —  q«A)] 

—  f\pn~l  T  q(p"pn-1  —  (/(y-M)  T  wy  (/?»— o"4)]  =  0. 
«»[/fr/"-1  + pn(tnp  f-  />°)  +  pq0qn~1A  Ar  mpqnA\ 

=  f[pn~l  T  p°pn~lq  T  mp*tf  ±  q«(mq  f  y°) 
*[/f?«-1  =F  /i"(wt/>  +  //>)  +  pq»-*A(mq  +  9»)] 

=  /T/>n-1  +  ;^~1<r/(w/>  +  p°)  t  ^(i»v  +  v°)]> 

(VIII) 

r  [Aq»~l  T  pnp'  ±  pqn~WJ]  =  /TP""'  =F  p—lp'v±WA\. 

Nach  Egen's  Handbuch  der  allgemeinen  Arithmetik  Theil  I 
§.  260.  ist  im  vorliegenden  Falle 

p'q~-pq'  =  ±l,    also  =  1 , 

ferner 

±Pfl  =  +  /V  +  1    u,,<l    +       =  tp'7  +  !• 
Demnach  verwandelt  sich  die  Gleichung  (VIII)  in  folgende: 

e  (+  +        )  =  /'(iL  T  Pn9) . 

ep'  =  /?'• 

Ebenso  findet  man,  dass  fp'  =  gq' sp' =  1^' ,  tp'  =  uq'.  Die» 
Grossen  e  bis  ti  bilden  also  wieder  eine  geometrische  Progression . 

P' 

deren  Exponent  =-,-    Demnach  setzen  wir  e  =  7'n-2,  dann  ist  : 
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%/  in  Pinea  krttenbntch. 
f=,f"-*p',  g=q'n-*p*   «=?'«/,i»-*,  t=zq'p'«-\  «  =  /,'"-«. 

II. 

Aus  (I)  haben  wir: 

....  — sqn~5pz  —  tr/"-4pQ—  ttff"-'lp. 

—  f/'n-*p'pn-*  —  ii'*-+p**tip«-*  —  .... 
... .  —  qt*pn-*q*-*p*—qtp'*-*q«-*p*—p'—*q*-*p. 

Nun  Ur   (~.—  l)  •(  1 /"/)  =  1 ,  folglich : 

_  (q'n-*p'pn-2  I-  rj'n-*p  2W,    S  + 
....  +  ^^;/«~4f/«-Ä/v3  |  ?  7/"- V~V2 +  />'""  V~3/>) 

:y*~2  =  >  V'"" VV*1  .t  ^"-Vy-1-*  t  q"-'inpn 

+  q'-^mt^A  ±  q'*-*p'p*-i  +  p,m-lq"-*pt 

4;  (/"-tp'p"-1  +  p'*~lq*-'*p, 
iq*l=  f  q--*p*-ip»  ±  q'*-*qn-\j  \  (/'n-*p<p»-i  f  pn-\qn-*p 
—  J  p'—lq»-'2p  ±  q'n~lqn-xA, 

III. 

Da  der  Werth  für  .r<n+1'  sich  schliesslich  durch  f- ~  7"^) 
mos*  aufheben  lassen,  so  setzen  i\jr  die  letzte  senkrechte  Reihe 
de§  Schemas  in  §.  ).  =  f  (/>"  —  qnA)Ü.  Also: 

t  />=^c  t7+  ^  t     1        +  J/f  |  /Inf;  i 

....  -I-  q"2p'n-*qn-*p*A  +  q'pn-hj»-  *pA 

_|  pm-iq*-*A 

T  (pp--1  ~  qq  —lA).[±(pOpn-i  -  i/y-M)  f  ifi(f>«_  vvf)]. 
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Dies,  mit  Ausnahme  des  letzten  Gliedes,  wieder  mit 

(g?-i).<±w) 

multiplizirt,  gibt: 

T  (pn—qnA)D  =  If  q'»~l pn~l  A  ± p'"-1 A 

— py'p-»-1  -f  ^'»-^  °g*-*A  —  wipw+ V"""1  +  mppn-lq"A 
+ W"1'4  -  9ü9Vn_,^2+  mpnqq*"-lA — mr/"+y»-i^* 

=F  J)Z>=Tp»-1^«-M  ±p'»-iq«-*A  —p«p'n-1  (mp  +  p») 

—  q^q^A^mq  +  ?°)  +  pp'n-*qn-lA(mq  +  y°) 

-f  j?»-1  ^'«-i  /4  (mp  + 

T  (/?"  —  q'A)  D = T p"-1  tf'"-1  -4  +  p'"-1  q"1  A  -  p»p'a  —  q"q'nA* 

+  pp'n~l  q*-xq'A  +  p*-lp'qq'n-lAr 

(pn    9M)  /)  =  ^  —  p'»-1 4  dt  />np'"  db  qn  q'n  A* 

±  pp'»-1  q*~l  q'A  T  p*~l  p*qq'n-lA, 

(p«  —  9M)/>=  ±p»p*»  +  (\^p'q)p*-*q'»-*A 

—  (1  ±pqt)p,n-lqn~1A  ±  q»q'»A*. 

Nun  ist  (siebe  oben  anter  I.)  l:fLP'q=l:pq'  und  l±j0?'=:fc/>'7, 
folglich  : 

(pn  —  q«A)  D=z±  pnp'*  T  p*q'nA  +  db  qnq*«A't 

=  ±(/>'»-9'M).(/>»--9M), 

§.  5. 

Nachdem  nun  das  in  §.  3.  aufgestellte  Gesetz  als  allgemein 
gültig  erwiesen  ist,  wir  also  des  Schemas  in  §.  1.  nicht  mehr 
bedürfen,  wollen  wir  im  Folgenden,  um  unsere  Bezeichnungs- 
weise mit  derjenigen  in  Egen 's  Handbuch  angenommenen  gänz- 
lich in  Uebereinstimmung  zu  bringen,  den  rationalen  Tbeil  im 
Zähler  des  vollständigen  Quotienten  nicht  mehr  z,  sondern  J  nennen. 

Dass  D  und  J  immer  ganze  Zahlen  sind,  ergibt  sich  unmit- 
telbar aus  den  für  diese  Grössen  gefundenen  Werthen. 

D  ist  aber  auch  immer  positiv.  Denn: 

Ist  ~  ein  Näherungsbruch  ungerader  Ordnung,  so  ist: 
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^<VAy  folglich  ~  <  -4  und  />»<^M. 
Da  aber  alsdann  /)=  —  (/>■— so  rst  Z>  positiv. 

Ist  hingegen  j  ein  Näherungebnich  gerader  Ordnung,  so  ist 

VA,  folglich  C  >  A  und       >  o«^. 

Da  nun  hier  Z)=-f  (p«—  oM),  so  ist  /)  wieder  positiv. 
Aoders  verhält  es  sich  mit  7. 

Ii 

Ist 

~  ein  Näberungsbrucb  ungerader  Ordnung,  so  ist: 


,  mnltiplizirt  mit  p"<r/"/J,  gibt  p°p*-1  =  o°o«-»  .4. 

< 

Ist  aber  -   ein  Näherungsbruch  gerader  Ordnung,  so  ist 

g<e.  »i8opo<ei°,  B.dtf<tf. 

7      V  7  P  9 

Dieses,  multiplizirt  mit  p*>q*A,  gibt  wieder  pOp«-*  = 

< 

Da  nun  •/  =  +  (p°p*-1— q^q^A),  so  kann  J  in  beiden  Fäl- 
len positiv,  oder  =0,  oder  negativ  sein. 

Soll  J  =  0  werden,  so  muss 

py-i  =  9y~m,  a|80  ^^l1-^ 


»ein.  Da  pqP—p°q  =  Tl,  so  haben  p°  und  p,  0°  und  q,  p°  und 
^>  p  und  q  kein  gemeinschaftliches  Mass.  Es  mCsste  also  90 
e»o  Tbeiler  von  pn~l  und  zugleich  q/*—1  ein  Tbeiler  von  />°  sein. 
Daher  ist  die  Anzahl  der  Fälle,  in  welchen  J=0,  sehr  beschränkt. 

Der  gewöhnlichste  dieser  Fälle  ist  derjenige,  in  welchem  A 
*on  der  Form  (r-l)r»-1  und  zugleich  ^>  =  ^  =  1  ist.    Dann  sind 
p 

j>  aod  -  die  beiden  ersten  Näherungsbrache,  und  es  ist  p»=r-\. 

Theil  XLVI.  7 
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Ist  nun  «  =  2,  so  liegt  V  (r— l)r  naher  bei  r — 1  als  bei  r, 
weil  (r— l)r<(r-i)»    Da  aber  VA-??  >  *  -  V^,  so  ist  in 

diesem  Falle  ^<r;  folglich  kann  p  nicht  =r  und  y  nicht  =1 

sein.  Bei  der  Ausziehung  der  Quadratwurzel  kann  also  der  eben 
erwähnte  Fall  nicht  stattfinden.  Auch  beweist  Egen  §.291.,  dass 
bei  Ausziehung  der  Quadratwurzel  J  immer  positiv  ist. 

*  

Ist  aber  «  =  3,  so  liegt  V~ (r  —  l)r*  näher  bei  r  als  bei  r— 1, 
weil  (r—  l)r*  >  (r  — £)s.   Ist  n  >  3,  so  liegt  noch  um  so  mehr 

n   

W—  l)r»-1  näher  bei  #•  als  bei  r  —  1.  Ist  also  n>2  und  ^ 
von  der  Form  (r— l)!""-1,  so  wird  p  =  r  und  tf=l  seiu.  Dann 
ist  p°pn~l  =  q°qn-1A,  also  J  =  0,  und  zwar  im  zweiten  voll- 

3  9  SS  4 

ständigen  Quotienten.    Beispiele:  Vi,  V18,  V48,  VlOO,  V  54. 

Doch  kann  auch  in  Fällen,  wo  A  nicht  von  der  Form  (r— l)!*-1, 

dennoch  J  =  0  sein,  wie  z.  B.  bei  V98  im  vierten  vollständigen 
Quotienten. 

Meistens  ist  J  positiv;  denn  auch  solcher  Fälle,  in  welchen 
J  negativ  ist,  sind  nur  wenige,  wie  dies  aus  den  Zahlenbeispie- 
len zu  ersehen  ist. 

Im  zweiten  vollständigen  Quotienten  muss  J  negativ  sein, 
wenn  0  =  0°=1  und  p°p»~l  >  A  ist.  Beispiele:  V98,  V890, 
V41,  VlO. 

« 

Der  die  Grosse  VA  ausdruckende  Kettenbruch  ist,  ausge- 
nommen, wenn  n=2,  niemals  ein  periodischer.  Denn  da  p'>p, 
p">p',  u.  s.  w.,  und  q'>q,  q">q\  u.  s.  w.,  so  kann  nicht  der- 
selbe vollständige  Quotient  zweimal  vorkommen.  Auch  können 
nicht  zwei  vollständige  Quotienten  einander  gleich  sein.  Denn 
wenn  etwa 

q*-*  VA*-1  -f  q*~*pVA*-*       «p»  VA— *+.... 

....  -f  q^-*VA*+pq*-*VA*  +  p«-*VA  ±  (Pop—t-g^A) 

T(p»-QnA) 


q^-WA»-1  +  0i"-ViV^"-2  +  ?in-4Pi3V^"-8  + 
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sein  sollte,  so  müsste  letzterer  Bruch  «ich  so  verkleinern  lassen, 
dass  er  die  Form  des  ersteren  erhielte.  Da  aber  (Egen  §.  271.) 
px  and  qt  keinen  gemeinschaftlichen  Faktor  haben,  so  sind  auch 
Ii*"1  und  pin  und,  da  qxnA  ein  Vielfaches  von  qlf  gleichfalls 
fc»-*  und  piB  —  qxnA  incororaensurabel.  Ist  aber  q  —  qx  =  I  (im 
ernten  und  zweiten  vollständigen  Quotienten),  und  der  zweite 
Broch  sollte  dann  verkleinert  werden,  so  wurde  der  CoefÜcient 
des  ersten  Gliedes  des  Zählers  ein  Bruch.  Obige  zwei  Brüche 
sind  demnach  nicht  auf  einerlei  Form  zu  bringen,  können  also 
aocb  nicht  einander  gleich  sein. 

Es  gibt  freilich  Falle,  in  welchen  vollständige  Quotienten 
sich  wirklich  aufheben  lassen,  wenn  nämlich  unter  den  Primfak- 
toren von  A  sich  zwei  oder  mehrere  gleiche  befinden,  und  wenn 
einer  dieser  gleichen  Faktoren  =p  oder  ein  Theiler  von  p  ist. 

Denn  wenn  A  =  bc2  und  -  eine  ganze  Zahl,  so  sind  die  Coef- 

c 

ficienten  des  zweiten  Gliedes  und  aller  folgenden  Glieder  des 
Zählers,  sammt  J  und  D,  und,  da 

B  n    n  ^  ^ 

VA«-1  =     b*-1  c2"-2  =  c  V c^2, 
ucb  das  erste  Glied  des  Zählers  durch  c  theilbar.    So  lässt  z.  B. 
der  dritte  vollständige  Quotient  von  V300  (siehe  die  Zahlenbei- 

.  .      3^90000  +  20^300+100  . 
spiele),   welcher  ist,   sich  reduciren 

r    30V90  +  20v  300  +  100    3i/90  +  2v300  +  10       .  .  . 
auf:    lUÖ  ~  10  '  V 

_     .         V2304  +  4V48     41/36  +  8 1/6 
ier  zweite  vollständige  Quotient  =  =  

=:  — — *J"_I-.    Setzt  man  aber  mit  solchen  reducirten  Quotien- 
4 

teo  die  Rechnung  weiter  fort,  so  erhält  man  im  Verfolg  wieder 
dieselben  vollständigen  Quotienten  (dem  Wcrthe  nach),  also  auch 
dieselben  Kettenbruchsnenner,  die  mau  ohne  besagte  Reduction 
erhalten  hätte.  Es  kann  auch  nicht  anders  sein.  Denn  ange- 
nommen, es  konnte  in  Folge  einer  solchen  Reduction  etwa  ein 
periodischer  Kettenbruch  entstehen  oder  überhaupt  die  Reihe  der 
Kettenbruchsnenner  «ich  ändern,  so  müssten  zwei  verschiedene 
Ketteobruche  an  Werth  einander  gleich  sein,  welches  unmöglich 

\»t.  Grossen,  wie  V§,  V  8  u.  dgl.,  körinen  natürlich  gar  nicht  in 
Betracht  kommen ,  weil  dieselben  —  V%  resp.  =  V2  sind. 
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Aus  diesem  Allen  folgt,  dass  nicht  eine  gewisse  Reibe  von 
Kcttenbrucbsnennern  periodisch  wiederkehren  kann. 


§■  7. 

Bei  der  Ausziebung  der  Quadratwurzel  kommt  nur  Eine  Wur- 
zelgrosse  vor,  nämlich  V A.  Man  mag  diese  nun  als  das  erste 
oder  als  das  letzte  irrationale  Glied  in  dem  Zähler  der  gefunde- 
nen Formel  ansehen,  so  ist  immer  q*~*  ==  pn~2  =  I.  Hier  kann 
also  eine  Reihe  von  Kettenbruchsnennern  periodisch  wiederkeh- 
ren. Egen  weist  aber  in  seinem  Handbuche,  §.292.,  nach,  dass 
jeder  Kettenbruch,  der  die  irrationale  Grösse  VA  ausdrückt, 
ein  periodischer  sein  muss.  Ueberhaupt  hat  er  in  den  §§.288. 
— 208.  diesen  Gegenstand  erschöpfend  behandelt. 

Die  Formel  für  die  vollständigen  Quotienten  reducirt  sich  für 
die  Ausziehung  der  Quadratwurzel  auf  diese : 

x(n)  -       _  ___ 

Bei  der  Ausziehung  der  Kubikwurzel  kommen  zwei  Wurzel- 

3  S 

grossen  vor,  nämlich  VA*  und  VA.  Diese  können  wir  als  das 
erste  und  letzte  irrationale  Glied  im  Zähler  unserer  Formel  an- 
sehen. Diese  Formel  reducirt  sich  also  für  diesen  Fall  auf  die 
folgende: 

_  q VA*  +pVA±(p°p*-q°q*A) 

so  dass  die  Coefficienten  der  beiden  Wurzeigrussen  gleich  dem 
Nenner  und  Zähler  des  entsprechenden  Näherungsbruch  es 
sind.  Dies  habe  ich  schon  früher  in  einem  Aufsatze  nachge- 
wiesen, mitgetheilt  im  Archiv  der  Mathematik  und  Physik. 
Thl.  VIII.  S.  69-88. 


§.  a 

Was  nun  das  Extrahiren  aus  besonderen  Zahlen  betrifft,  so 
wird  dies,  wenn  man  zugleich  die  Näherungshrüche  entwickelt, 
durch  Anwendung  unserer  Formel  wesentlich  erleichtert.  Nament- 
lich ist  man  nun  der  Mühe  überhoben,  jedesmal  den  Fakter  zu 
suchen,  mit  welchem  der  Nenner  des  vollständigen  Quotienten 
rational  gemacht  werden  muss. 

Die  Berechnung  gestaltet  sich ,  wie  folgt  : 
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Eine  Hauptschwierigkeit  ist  immer,  die  iri  den  irrationalen 
Grössen  enthaltenen  grössten  ganzen  Zahlen  zu  finden.  Doch 
werden  die  Unterschiede  zwischen  diesen  Grossen,  abgesehen 
von  den  Zeichen,  immer  kleiner  werden,  also  die  in  denselben 
enthaltenen  grössten  ganzen  Zahlen  bald  einander  gleich  sein, 
wesshalb  man  dann  von  da  an  jedesmal  nur  Eine  derselben  zu 
suchen  und  dieselbe  «  — Imal  zu  nehmen  hat. 


§.  9.    Zahlen beispiele. 


x    =V2  = 

,  1 

0 

1 

V2+1 

X'    r=       j  = 

• 

„  .  1 

2  +  F' 

1 

1 

„  V2+1 
*    =     1  ~ 

■ 

2  +  ^» 

Q 

o 

x-   _      f  — 

D 

i 

iv  V2+1 

1  Cl 

12 

17 

*'=      1  = 

29 

41 

u.  s.  w. 

70 

99 

.r    =  \/15  = 

0 

1 

VJ5+3 

x    =      6  = 

1 

1 

3 

_  V15+3 
*    -      1  — 

•  +  3* 

1 

4 

_  V15+3 

*T    "     6  ~ 

7 

27 

x„=:Vl5+3  = 

• 

8 

31 

v  V15+3 

JE*  =  u  — 

6 

• 

55 

213 

• 

U.  8.  «. 

63 

244 
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X 

1 
* 

r' 
* 

V43+6 

1 

6 

•M. 

V43+1 

1 

• 

7 

• 

V43+5 
3  ~ 

3  +  4- 

o 

1.1 

V'43  +  4 
~      9  ~ 

i+4 

7 

46 

X* 

V43+5 
"~     2  ~~ 

5  +  4^, 

Q 

s» 

59 

V43+5 

!•  1 

111 

X 

—      9  ~ 

2*  " 

V43+4 
—     3  — 

61 

-rflil 

W    m  m  m 

V43+5 
—      6  Ä 

1041 

-II 

V43+1 

-      7  - 

2Qf> 

1Q11 

T* 

V43+6 

12 +^ 

531 

3482 

V43+6 
—     7  ~ 

6668 

43725 

U.  8.  W. 

7199 

47207 

j 

=  V73  = 

T  x' 

0 

1 

x' 

_  V73+8_ 
~     9  — 

1  +  4 

1 

8 

V73+1 
~      8  ~" 

1  +  4 

+  xw 

l 

m 

y 

V73+7 
~     3  ~ 

5  +  4?, 
T  xlv 

*» 

17 

V73+8 
~~  3 

5+4 
^  xv 

11 

94 

* 

V73+7 
—      8  ~ 

1  +  — 

57 

487 

x*i 

V73+1 
~      9  — 

1 

1  +  —.n 

68 

581 

x'" 

V/3+8 

125 

1068 

9 

»  +  ;» 

2068 

17669 
|  18737 

u.  «.  w. 

2193 
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=  V97  = 


x'  = 


x™* 


V97+9 
16 


x„     =  V97+7  = 


xm  = 


3 

V97+8 
11 

V97+3 


vi  = 


8 

V97+5 

9 

V97+4 
9 

V97+5 


=  —8—  = 

V97+3 
11 


X*1  = 


A//  — 


V97+8 
3  - 

V97+7 

V97+9 
l  — 

V97+9 


16 


.  1 


5  +  p 


1  +  -rFJ/ 


1  + 


1  + 


1 


XiX 


5  +  ^ 


1  + 


18  + 


1  + 


1 


x*1 
1 

1 


U.  8.  IT. 


0 


6 


13 


33 


53 


86 


569 

10726 
11294 


1 


10 


50 


.  128 

197 

325 

522 

847 

4757 

5604 

105629 
111233 
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X 

0 

I 

X' 

* 

»  3 

V4+V2  +  1 
~        1  — 

l 

1 

xT 

3  3 

3V4+4V2+2 

-      io  - 

3 

4 

xT 

4V4  +  5V2  +  4 
—         3  ~ 

4 

5 

x*r 

9  3 

23v4  +  29v/2  +  27 
—            55  — 

23 

29 

X* 

3  3 

27V4+34V2-  10 
64 

27 

34 

50  V  4  +  63^2+54 
~            47  — 

50 

63 

2rn 

3  S 

227v4  +  286i/2  +  248 

510  "~ 

v  227 

286 

zviu 

t  3 

277V4+  349V2-120 
~            683  = 

l  +  px 

277 

349 

S  3 

504v  4  +  635  v2  +  661 
-             253  — 

504 

635 

z* 

4309V4  +  54-20  Vi  +  4813 
"  17331 

4309 

5429 

4813  V4  + 6064V2 + 6342 
~~  1450 

• 

4813 

6064 

jlll 

„  a  • 

71691 V4+90325  V2+94106 

—  293383 

71691 

90325 

,  76504^4+96389^2+91213 

~~  32259 

76504 

96389 

U.  8.  W. 

836731 

1054215 
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x     =  V3  = 

1 
1 

0 

l 

1 

1 

1 

1 

2 

3 

7-1/Q4-  lOt/34-6 

i  y  j  T  luv  uT" 

x      "~           29  ~ 

1 

7 

10 

9t/9+13v3+ll 

x     -  10 

,  1 

4  +  ^ 

9 

13 

43V9+62v  3  +  49 
1     =  193 

1 

43 

62 

xVl  -  51 

| 

52 

75 

„„     303V9  +  437V3  +  471 

1 

303 

437 

» 

U.  6.  IV. 

355 

512 

3 

x    =  V4  = 

0 

l 

3  3 

4/164-1/4  4- 1 
*    =         3  = 

1 

»+? 

1 

1 

3  3 

n          V10  +  ZV4 

*     -        4  — 

1 

2 

6>v '164-3V44-2 

*    ~           5  " 

1 

2 

3 

fi4/lß4-8i/44-8 
x     ~          12  ~~ 

1 

5 

8 

»  3 
x     ~            53  ~ 

1 

12 

19 

3  3 

17VI6+27V4  +  21 

xyi  =  in  = 

31 

3  +  £'11 

17 

27 

63\/16  +  100V4  +  108 
188 

2  + 

63 

100 
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wobei  die  oberen  Zeichen  für  die  Näherungsbruche  ungerader 

Ordnung,  die  unteren  fär  die  Näherungsbröche  gerader  Ordnung 

gelten.   Diese  Formel  wird  allgemein  gültig  sein,  wenn  der  Col- 
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gende  vollständige  Quotient  *<«+i)  =  3±±S¥Ä-  \8tm 

±p'*q'VA 
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Die  Reihe  der  irrationalen  Grossen  im  Zähler  dieser  letzteren 
Formel  ist  aber  eiue  geometrische  Progression  von  n—  I  Gliedern. 

Das  erste  Glied  derselben  ist  =  ^-«V^""1 ,  das  letzte  =p*-*VA, 

und  der  Exponent  =    *  .   Folglich  ist  die  Summe  der  Glieder 

qVA 
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m  1  -f  9 
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T  (p — y  V/*)  (*>•—  <fA) 
letzte  Ausdruck  muss  nun  =  4^Z5^U  gei„.  Dann  ist: 


±(p°-y*Vi*)rp»-yM) 
=  P— 1  VA  -  y-M  ±  (/>  -  9 VA)  (p  V"1  -  A-1^) , 

±  P  V  T  P      T  p*y°     db  y°yM 
=  p»~lVA  -  y- M  ±  |rV  T  ptf4*-*A  T  pV-'yV^  ±  fif  AVA. 

fPq"ATP*90VA  =  —  q^A?pq°f-*A+p^lVA?p^-lqV 
±<py°  y— M-ji—V^  =  —  y—M  ±  (pq°-p°q)p—lVA, 

(^•_  j^yJy^T/^V^Ty«-1^*  W-P^pt-WA. 

Gleichung  ist  aber  richtig,  weil  py°— p0y=rTl. 
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§.  12. 

Zahlenbeispiele,  berechnet  nach  der  Formel: 

^  =  E~  

qVA-p 


x    =  V890  =  9,6190017  = 


1 


^7^0,6190017- 
9_  V890        0,6190017  _  -  JL 

*  =  ;^^o~:^9y83'~ 

10-V890     0,3809983       .  1 

,„     19-2^890 _ -0,2380034 ,  _L 

#  F  =  —5  —  ^0 1429949""  xv 

3  V890  -  29    — u»14^yy4U 

29-3V890    0,1429949_  _L 


^7^-0^50085 


„f     48^5V890     -0,0950085  _  J_ 
77  -8  V890     0,0479864  __,,_!_ 

125  -13V890    -0,0470221  J_ 

^1//=2T7^2  =  ^^^ 

202-21 V890  _0!0009643_1  1 
X1*  =  »    .    ~— 0,0007357-^0;^ 


1021 V890  -  9821 

9821 -1021 V890  0, 
:*  =  1 — — ~~~~~z  —  n 


0007357 


=  3+^ 


10023  -1042V890  0,0002280 
:^  =  4147V890-3989S""^0004" 


=  4  + 


xxn 


0 
1 

l 


5 


13 


21 


1021 


1042 


4147 
17630 


1 

9 
10 
19 

29 

48 

Tt 

125 
20*2 


10023 


39890 
169583 


Digitized  by  Google 


V  in  einen  Ketlenhruch. 


i 

i"  = 
sT  = 
x "  = 


V60I  =2,404492= 

]  1 

V/601  -2~~  °>49**2~ 
2— V601  _  —0,494492 


I 


2  4 

2  +  - 


1 


I 


5-2VMI 


o.oiioir> 


89v  601—  222  "0,009/88 
222 - 89 V  601     —0,009788 _?  , 
91v601-227~-°>(X)l^""  *F 


1 


0 
I 

2 
89 


120' 

l 

2 


72fi 


222 

227 
1811 


z  = 


i"  = 


Vi 


=  2,030918= 
1  1 


2  + 


I  3 


2- V 10000      -0.030918  J 


1  3 


65-.32V10000  0,010624 


65V1 


32  "  0,009070 

132— 65  V 10000  _  -0,009670 
97VJ0000-197  ~~  -0,000954 

§.  13. 


=   1  + 


1 


0 
I 

32. 
65 

97 
1035 


1 

2 

65 
132 

197 
2102 


],;,  f    n  1  p°  _  7"V*'*  ist  freilich  viel  einfacher  als  dio  Hauptformel  in 


Tl 


(jyA—p 

f  5.;  auch  ist  die  Berechnung  der  Zahlcnbeispiclc  nach  derselben  nicht  so 
ttitriubend  wie  dus  in  §.  8.  angegebene  Verfahren.  Diese  Berechnung  ist 
aber,  wie  sich  aus  der  Betrachtung  der  Beispiele  in  §.  12.  ergibt,  fast  werth- 
ios,  und  war  aus  folgenden  Gründen : 


1.  Um  nach  der  Formel 


Pl  <J°VA  einß  inrationalo  Grösse  in  einen 

« 

7V^—  P 

Kettenbruch  zu  verwandeln,  muss  vorher  der  Werth  dieser  Grösse  in  anderer 
Weise  ermittelt  werden,  und  zwar  ziemlich  genau,  weil  sonst  die  Berechnung 
leicht  geradezu  unmöglich  wird,  indem  sich  negative  Zahlen  als  Kcttcnbruchs- 
oenncr  ergeben ,  wovon  man  durch  einen  Versuch  sich,  überzeugen  kann. 

2.  Durch  vorstehende  Berechnung  sind  eigentlich  nicht  die  irrationalen 

Grftwen  ^890,  V601  nn(I  V,0000i  sondern  nur  die  endlichen  Zahlen 
9,6190017,  2,494492  und  2,030918  in  Kettenbrüche  verwandelt  worden. 

3.  Diese  Berechnungsweise  ist  von  dem  gewöhnlichen  Verfahren,  einen 
gwncineo  Bruch  in  einen  Kettenbruch  zu  verwandtin,  gar  nicht  verschieden. 
*ie  der  Augenschein  lehrt. 
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)  2Q<*  Berichtigungen. 

Berichtigungen  zu  dem  Aufsätze  Jir.  VIII.  des  Herrn  Routny  in 

Brünn  in  diesem  Hefte. 

S.  51.  letzte  Zeile:  Hinter  der  letzten  grossen  Klammer  ]  fehlt 

eine  erhöhete  2  (Quadrat)  und  ist  also  zu  setzen  ]*. 
S.  56.  Z.  5.  v.  o.  statt  p  im  Zähler  des  ersten  Bruchs  s.  m.  p%. 
S.  58.  Z.  23.  v.  o.  statt  „Letzteren"  s.  m.  „letzteren." 

S.  59.  Z.  11.  v.  o.  statt  a*__p  s.  m.  -J^rp- 

S.  61.  Z.  5.  v.  u.  statt  „Letzteren"  s.  m.  „letzteren." 

S.  62.  Z.  3.  v.  u.  statt  ^  s.  m. 
S.  63.  Z.  7.  v.  u.  statt  -a  s.  m.  ^ 

S.65.  Z.  5.  v.  u.   Die  Nummer  (17)  gehört  zur  vorhergehenden 

Gleichung     ,     .  =  etc.  in  Z.  7.  v.  u. 
qr  —  1 

S.  68.  Z.  9.  v.  o.  statt  „  —  9*"  s.  m.  „  =  g>*." 

S.  68.  Z.  8.  v.  u.  Im  Nenner  des  grossen  Bruchs  am  Ende  des- 
selben s.  m.  „a*«44"  an  die  Stelle  von  ,,a2fi4." 

S.  69.  Z.  8.  v.  o.  In  dem  Nenner  des  grossen  Bruchs  zu  Anfange 
desselben  s.m.  ,,fi2f»*"  statt  „c,e1*e1,";  man  tilge  also  c1. 

S.  74.  Z.  8.  v.  u.  statt  „dem  Ellipsoide"  s.  m.  „der  Kugel." 

S.  76.  Z.  7.  v.  o.  statt  „in  vertikalen  Diametralebenen"  8.  m.  „in 
der  vertikalen  Diametralebene." 

S.  76.  Z.  8.  v.  o.  statt  „  Ö"C"  s.  m.  „  0"C\" 

S.  76.  Z.  18.  v.  o.  statt  „Radius"  s.  m.  „Durchmesser." 

S.  76.  Z.  20.  v.  o.  statt  „benutzen"  s.  m.  „benutzen." 

S.  77.  Z.  15.  v.  o.  statt  „parallel  yV  s.  m.  „parallel  zu  y*4.c* 

S.  78.  Z.  7.  v.  u.  statt  „ebenfalls"  s.  m.  „allenfalls." 

S.  78.  Z.  5.  v.  u.  statt  „Benutzung"  s.  m.  „Benützung." 

S.  78.  Z.  3.  v.  u.  statt  p  s.  m.  P. 

S.  79.  Z.  4.  v.  o.  statt  p  s.  m.  P. 

Auf  der  Figurentafel  IV.  fehlt  in  der  Figur  auf  der  linken 
Seite  der  unteren  Hälfte  an  den  Durchschnittspunkten  der  Linien 
O'G  und  O'F  mit  der  äussersten  elliptischen  Umfaogsliiiie  der 
Buchstabe  r. 


Diese  im  Archiv  sonst  ganz  ungewöhnliche  grossere 
Anzahl  von  Berichtigungen,  welche  übrigens  bei  Weitem  dem 
grüssten  Theile  nach  nicht  auf  Rechnung  der  Druckerei  und  des 
Correctors  kommt,  ist  leider  entstanden,  weil  wegen  der  durch 
den  Krieg,  während  welches  der  betreffende  Aufsatz  gedruckt 
wurde,  eine  Zeit  lang  völlig  unterbrochenen  Communication  —  in 
Folge  eingezogener  Nachrichten  —  eine  letzte  Correctur  nach 
Brünn  sicher  zu  senden  ganz  unmöglich  war.  G. 
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X. 

Auf  das  Entfernungsorts  -  Dreieck  Bezugliches 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  ff.  Emsmann 

an  der  KcaUcbnle  1.  Ordnung  in  Stettin. 


1.  In  dem  Programme  der  Konigl.  Landesschule  Pforta  vom 
JVMai  1851  behandelt  mein  innig  verehrter  Lehrer,  der  1855  ver- 
storbene Professor  Carl  Friedr.  Andr.  Jacobi,  die  Entfer- 
nongsurter  geradliniger  Dreiecke.    Erst  seit  1858  erhält  unsere 
Awtalt  regelmässig  die  Programme  der  Gymnasien.   Es  war  mir 
daher  das  eben  näher  bezeichnete  Programm  nicht  bekannt,  als 
ich  auf  den  im  Archiv  Tbeil  XLV.  S.  353.  abgedruckten  Satz 
tarn:  „Schlägt  man  mit  jeder  D rei ecksseite  um  ihre 
Endpunkte  Kreise  und  verbindet  die  Durchschnitts- 
punkte,  in  welchen  die  mit  derselben  Seite  geschla- 
genen Kreise  die  an  dem  jedesmaligen  Centrum  anlie- 
gende Seite  schneiden,  so  laufen  die  drei  Verbin- 
dungsstücken unter  sich  parallel." 

Dieser  Satz  war  mir  neu,  und  daher  hielt  ich  ihn  der  Mit- 
teilung nicht  un wertb.  Durch  meinen  Bruder,  den  Oberlehrer 
Dr.  G.  Ems  mann  an  der  Realschule  I.  Ordnung  zu  Frankfurt 
*•  d.  0.,  bin  ich  indessen  darauf  aufmerksam  gemacht  worden, 
daai  derselbe  Satz  von  Jacobi  in  dem  bezeichneten  Programme 
bereits  ausgesprochen  sei.  Die  Sache  ist  richtig,  und  bedanro 
ich  nur,  dass  ich  die  schone  Arbeit  des  Mannes,  dem  ich  ge- 
rade soviel  verdanke,  nicht  früher  gekannt  habe. 

Gleichwohl  wage  ich  es  noch  neben  Jacobi 's  Abhandlung 
™t  den  folgenden  Zeilen  aufzutreten.    Der  von  mir  unabhängig 

TUil  XLVI.  9 
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gefundene  Satz  hatte  mein  Interesse  noch  anderweitig  in  An- 
spruch genommen  und  mich  zum  Tbeil  zu  Resultaten  geführt, 
welche  ich  in  Jacob  Ts  Programme  nicht  finde.  Einige  dieser 
Resultate  mitzutheilen,  ist  meine  Absicht. 

2.  Es  scheint  mir  nöthig,  den  von  Jacob i  genommenen 
Gang  wenigstens  in  den  Hauptzügen  anzugeben. 

a)  Die  Untersuchung  geht  unter  Nr.  4.  von  dem  Beweise  des 
folgenden  Lehrsatzes  aus: 

„Nimmt  man  auf  zwei  Dreiecksseiten  und  zwar 
von  ihren  nicht  gemeinschaftlichen  Endpunkten 
aus  Segmente  von  gleicher  Grosse  mit  der 
dritten  Seite,  so  ist  die  durch  die  beiden  auf 
jenen  ersten  Seiten  erhaltenen  Punkte  be- 
stimmte Gerade  in  ihrer  unbegrenzten  Länge 
der  geometrische  Ort  aller  derjenigen  Punkte, 
für  welche  das  Aggregat  ihrer  Entfernungen 
von  den  Dreiecksseiten  eine  unveränderliche 
Grösse  bildet" 

Eine  solche  Gerade  nennt  Jacobi  einen  Entfernungsort 

Ist  Dreieck  ABC  gegeben  und  AE  auf  AC  =  Aß,  ebenso 
BD  auf  BC  auch  gleich  AB,  so  ist  die  durch  D  und  £  gelegte 
Gerade  der  Entfernungsort  für  die  Seite  c*  Fällt  man  von  irgend 
einem  Punkte  N  dieses  Entfernungsortes  auf  a  die  Normale  iVÄ, 
ebenso  1SL  auf  b  und  ISO  auf  c,  so  ist: 

1.ABDE 


NK  +  NL  +  NOzz 


c 


Zweckmässig  unterscheidet  Jacobi  bei  jeder  Dreiecksseite 
eine  innere  und  eine  äussere  Flanke,  von  deren  jene  den 
beiden  anderen  Seiten  zugewendet,  diese  hingegen  ihnen  abge- 
wendet ist.  Unter  Nr.  5.  wird  dann  die  Regel  aufgestellt,  dass 
jede  Normale  additiv  ist,  deren  zugehörige  (auf  ihr  normal  ste- 
hende) Seite  den  Punkt  JS  auf  ihrer  inneren  Flanke  bat,  sub- 
tractiv  im  entgegengesetzten  Falle. 

b)  Den  obigen  Lehrsatz  a)  verallgemeinert  Jacobi  unter 
Nr.  8.  durch  den  Nachweis  des  folgenden: 

„Nimmt  man  auf  zwei  Dreiecksseiten  von 
ihren  nicht  gemeinschaftlichen  Endpunkten  aus 
Segmente  von  gleicher  Grösse  mit  der  dritten 
Seite  und  zieht  von  einem  beliebigen  Punkte 
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N  der  durch  diese  beiden  Punkte  bestimmten 
Geraden  nach  den  einzelnen  Seiten  des  Drei- 
ecks Linien  unter  ein  erl ei  Win kel,  so  ist  das 
Aggregat  derselben  eine  unveränderliche  von 
der  besonderen  Lage  des  Punktes  N  unabhän- 
gige L  finge." 

c)  Hierauf  weist  Jacobi  unter  Nr.  9.  nach,  dass,  wenn 
man  die  drei  Entfernungsorter  des  Dreiecks  construirt,  dieselben 
ooter  einander  parallel  sind. 

d)  Hiermit  im  Zusammenhange  steht  der  unter  Nr.  27.  er 
«iesene  Lehrsatz: 

„Verlängert  man  von  drei  äusseren  Winkelhal- 
birenden  eines  ungleichseitigen  Dreiecks  jede 
bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Gegenseite  der 
Ecke,  durch  welche  sie  hindurchgeht»  so  lie- 
gen diese  drei  Punkte  in  gerader  Linie  und 
zwar  ist  dieselbe  den  EntfernungsOrter n  des 
Dreiecks  parallel." 

e)  Ohne  weiter  auf  den  Inhalt  des  72  Nummern  auf  50 
^uartseiten  nebst  zwei  —  16  Figuren  enthaltenden  —  Tafeln  um- 
f ästenden  Programmes  einzugehen,  erlaube  icb  mir  nur  noch  dieje- 
nigen Leser  des  Archivs,  welchen  Jacobi 's  Abhandlung  zugäng- 
lich ist,  besonders  auf  dieselbe  aufmerksam  zu  machen. 

3.  Der  Jacob  i  'sehe  Satz(2.a)),  wiewohl  schon  verallgemeinert 
(1  b))f  ist  einer  noch  grösseren  Verallgemeinerung  fähig.  Nämlich: 

„Nimmt  man  auf  zwei  Dreiecksseiten  von  ihren 
nicht  gemeinschaftlichen  Endpunkten  aus  Seg- 
mente, welche  einem  beliebigen  —  also  dem 
^ten  —  Theile  der  dritten  Seite  gleich  sind, 
und  zieht  von  einem  beliebigen  Punkte  N  der 
durch  diese  beiden  Punkte  bestimmten  Ge- 
raden nach  den  einzelnen  Seiten  des  Dreiecks 
Linien  unter  einerlei  Winkel;  so  ist  das  Ag- 
gregat aus  der  Strecke  nach  der  Dreieck- 
seite, von  welcher  nicht  abgeschnitten  wurde, 
und  dem  qten  Theile  derjenigen,  welche  nach 
den  beiden  anderen  Seiten,  aufweichen  abge- 
schnitten wurde,  gezogen  sind,  eine  unverän- 
derliche von  der  besonderen  Lage  des  Punktes 
N  unabhängige  Länge. 
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Hierbei  gilt  in  Bezug  auf  das  Rechoungszeicben  die  (unter 
2.  a))  oben  angegebene  Regel.  —  Ist  q  =  1 ,  so  erbäll  man  den 
von  Jacobi  unter  seiner  Nr.  8  (s.  o.  2.b))  aufgestellten  Satz,  und  ist 
q  =  1  und  der  Winkel  tp,  unter  welchem  die  Strecken  nach  den 
Seiten  gezogen  sind,  =  90°,  so  ist  da«  Resultat  der  Satz,  wel- 
chen Jacobi  als  Ausgangspunkt  für  seine  Untersuchung  ge- 
nommen hat. 

Anmerkung.  Ist  in  Taf.  V.  Fig.  1.  im  Dreiecke  ABC  die 
Strecke  AE  =  BD  —  q  .  AB,  und  sind  von  dem  beliebigen 
Punkte  N  auf  der  durch  D  und  E  gelegten  Geraden  die  Strecken 
NKr  nach  a,  NU  nach  6  und  NO'  nach  c  so  gezogen,  das* 
Z  NKC  =  NVA  =  4L  NO  B  =  cp  ist,  so  fälle  man  noch  die 
Normalen  NK  auf  a,  iVL  auf  6  und  NO  auf  c.   Eis  ist  dann: 

A  BND  =  IBD.KN  =  iBD.NK'.am<p  =  fyciV£'.sin<p, 

ebenso : 

i 

=  i^E.tfL  =  l^.iVX'.sin?  =  iqc  NU  .m\nq>, 

desgleichen: 

&ANB  =  tAB.NO  =  i^tf.iVO'.sina>  =  ic/VO*.  sin*. 
Nun  ist:  ! 

\ANB  -§-  &ANE  —  &BND  =  Viereck  yJ£Z>£  =  F. 
also  stets: 

^-  =  N<y  +  q.NL>-g.!fK>.  ; 

I 

Zusatz.  Nimmt  man  auf  6  und  c  von  ihren  nicht  gemein- 
schaftlichen Endpunkten  Segmente  =  qa,  auf  a  und  c  Segmente 
=  qb  und  auf  a  und  b  Segmente  =  qc  und  bezeichnet  den  Punkt 
N  auf  den  bezuglichen  Entfernungsortern  mit  Na,  N*,  iVc,  ebenso 
das  bezugliche  Viereck  mit  P«,  P*  und  Fe,  so  ist: 

=  (N.K'  +  fi\T.L'  +  qNa O') sing) ,  i 
(qNbK'  +  N>L'  +  ^OOsino», 

i 

(oiVctf '  +  qNcL'  +  iV«  (»in? ;  | 
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"■obei  in  Betreff  des  Rechnungszeichens  die  unter  2.  a)  angegebene 
Regel  gilt. 

4.  Während  Jacobi  vorzugsweise  die  Beziehungen  der  Ag- 
gregate dieser  Entfernungen  und  zwar  nur  unter  den  Beschrän- 
kungen, welche  sein  nur  fär  9  =  1  geltender  Satz  ihm  auferlegt, 
untersucht,  habe  ich  besonders  die  drei  Entfernungsorts- 
strecken (worunter  ich  nicht  die  unbegrenzten  Geraden,  welche 
durch  die  Theilpunkte  gehen,  sondern  nur  die  durch  diese  Theil- 
ponkte  bestimmten  Strecken  verstehe)  und  die  Beziehungen  der 
Theilpunkte  selbst  ins  Auge  gefasst.  Das  Folgende  bezieht  sich 
hierauf.  Dass  dabei  sich  allerdings  auch  bereits  von  Jacobi 
für  seinen  speziellen  Fall  Gefundenes  als  Resultat  ergiebt,  ver- 
gebt sich  von  selbst. 

1  Construirt  man  in  einem  ungleichseitigen  Dreiecke  ABC, 
io  irelchem  a>&>c  ist,  die  drei  Entfernungsortsstrecken  und 
ist  BJ  auf*  c  =  CH  auf  6  =  qaf9  ebenso  CF  auf  a  =  AG  auf 
c  —  qb ,  desgleichen  AE  auf  6  —  BD  auf  a~qc;  so  entstehen 
die  Kreisvierecke  ADCJ,  AH  FD  und  CEGB.  (Taf.  V.  Fig.  2. 
för  0=      und  (Taf.  V.  Fig.  3.  für  q  =  1.). 

Beweis. 

Es  ist: 

qa .  c  =  qc . a,  also  BJ.AB  =  BD.BC; 
qb.a  =  qn.b,  also  CF.BC  =  CFi.AC; 
qc.b  =  qb. c,  also  AE.AC  =  AG.  AB. 

Zusatz.  Für  q  =  1  versteht  sich  dies  sofort,  da  diese 
Vierecke  sich  dann  als  Abschnitte  eines  gleichschenkligen  Drei- 
eckes heraustellen,  in  welchem  die  gleichen  Seitco  parallel  mit 
der  Basis  geschnitten  sind. 

6.  Verbindet  man  die  Durchschnittspuukte  auf  zwei  Seiten, 
welche  von  ihrem  gemeinschaftlichen  Endpunkte  aus  erhalten 
worden  sind,  so  erhält  man  drei  unter  sich  congruente  Dreiecke, 
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welche  im  Altgemeinen  dem  Urdreiecke  ähnlich,  aber  für  9  =  1 
auch  mit  diesem  congruent  sind. 

Es  sind  (Taf.  V.  Fig.  2.  und  Taf.  V.  Fig.  3.)  die  betreffenden 
Dreiecke  AEGf  BJD  und  CFH.  Es  ergiebt  sich  dies  aus  den 
Kreisvierecken  (5.),  weil  ^  BDJ  =  ^  CFH^A ,  ^  CHF=^AEG 
=  B  und  <£AGEz=^BJD  =  C;  folgt  aber  auch  schon  au» 
dem  gleichen  Verbältnisse,  respective  für  7  =  1  aus  der  Gleich- 
heit, zweier  Seiten  und  der  Gleichheit  des  eingeschlossenen  Win- 
kels in  Bezug  auf  das  Urdreieek. 

Es  ist  also  allgemein: 

A  AEG      A  BJD  Qä  A  CFft  aber  nur  00  A  ABC, 

und 

£G  =  qa,   DJ  =  qb  und  F//  =  qc; 
aber  für  </  =  1 : 

AiiEG&3  &BJD^&CFH^  &ABC 

und 

EG  =  a,  DJ  =  0  und  F//  =  c. 

7.  Verbiudet  man  die  Durchschnittspunkte  auf  zwei  Sei- 
ten, welche  von  ihrem  gemeinschaftlichen  Endpunkte  aus  er- 
halten worden  sind,  so  entstehen  durch  den  gegenseitigen  Durch- 
schnitt drei  gleichschcnkelige  Dreiecke,  von  denen  je  eines  die 
Strecke  zur  Grundseite  hat,  welche  zwischen  den  auf  derselben 
Seite  des  Urdreiecks  abgetragenen  Tlteilpuukteu  liegt. 

In  Taf.  V.  Fig.  2.  und  Taf.  V.  Fig.  3.  sind  die  betreffenden 
Durcbschnittspunkte  K  von  FI1  und  DJ;  L  von  FH  und  GE\ 
M  von  DJ  und  GE.  -  Dass  DK  =  FK,  HL  =  LE  und  JM=G31 
ist,  folgt  unmittelbar  aus  0. 

8.  Die  Spitzen  der  drei  gleichschenkligen  Drei, 
ecke  (7.)  bilden  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  sich  verhalten  wie 
die  Sinus  der  doppelten  Winkel  des  Urdreiecks. 

Beweis. 

In  den  gleichschenkcligen  Dreiecken  ist  der  Basiswinkel  ent- 
weder gleich  einem  Winkel  des  Urdreiecks  oder  gleich  dem 
Nebenwinkel  eines  solchen ,  folglich  der  Winkel  an  der  Spitze 
entweder  =  180° -2A  oder  =  180°  —  <2B  oder  =  180°-2C,  oder 
=  180°  —  2(180°  -  A)  =  2/1  —  I8O0  oder  =  2ß  —  180°  oder  = 
2C— 180°.  Es  ist  aber  sin  (180° — %A)  =  sin 24  u. s.w.,  und  wenn 
2J>  180°  ist,  sin  (2^-180°)  =  -sin24  u.s.w.,  in  welchem  Falle 
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der  Werth  jedoch  ebenfalls  positiv  wird,  da  b\q2A  an  sich  ne- 
gativ ist  Die  Winkel  des  Dreiecks  KLM  sind  aber  entweder  die 
Winkel  an  der  Spitze  der  gleichschenkeligen  Dreiecke  selbst 
oder  deren  Nebenwinkel. 

Zusatz  1.  Ist  das  Urdreieck  rechtwinkelig,  so  laufen  zwei 
Seiten  des  Dreiecks  KLM  parallel.  Das  Dreieck  ist  also  uu- 
aidüch  lang. 

Zusatz  2.  Ist  das  Urdreieck  gleichschenkelig,  so  ist  es 
aacb  \KLN. 

Zusatz  3.   Ist  das  Urdreieck  gleichseitig,  so  ist  es  auch 

9.  Fällt  man  von  den  Spitzen  der  gleichschenkeligen  Drei- 
*ck#  (7.)  auf  die  zugehürigeu  Grundseiten  die  Normalen  KN,  LO 
om)  HP  (Taf.  V.  Fig.  2.),  so  werden  die  Gruudseiten  bekanntlich 
haJbtrt  und  es  ergiebt  sich  allgemein: 

a)  KN=:  -iDF.tgsA, 

LO=  s//£.tgsß, 
JUP  =  IGJ.tgsC. 

OiDun: 

b)  —  DF  =  -  a  +  <jb  +  qc, 

UE  =  qa  —  b  -J-  qc , 
GJ  =   qa  +  qb — c 

«,  so  folgt  aus  a): 

KN-  i(-a  +  o6  +  oc)tgs^, 
LO  =  i(qa—b  +  qc)  tgsB, 
JUP  =  i(qa  +  qb  -c)  tgs  C. 

c)  Folglich  ist  für  q  =  1  (Taf.  V.  Fig.  3.): 

=  tDFAgsA=i(—a  +  b  +  c)tgsA, 
LO  =  IflE.tgsB  =  i(a— b  +  c)tgs#, 
MP  =  \GJ.  tgsC  =  i(a  +  6  -  c)  tgsC. 

d)  Construirt  man  in  das  &ABC  (Taf.  V.  Fig.  3.)  den  einge 
«unebenen  Kreis  und  bezeichnet  deo  Abstand  der  Dreiecksspitze  A 

ilen»  Berührungspunkte  mit  xt  ebenso  den  der  Dreiecksspitze 
B  mit  5  und  den  der  Dreiecksspitze  C  mit  z,  so  ist  bekanntlich  : 

—  o  +  b  +  c  =  2j:,  also  =  ZXF, 
a  —  6  -f  c  =  k2y,  also  =  HEt 
a\b  —  c  =  k2x,  also  =  GJ. 
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Folglich  sind  für  q  =  I  die  Strecken,  welche  zwischen  den 
auf  derselben  Seite   des  Urdreiecks  abgetragenen  Theilpunkten 
Hegen,  doppelt  so  gross  als  der  Abstand  des  Berührungspunkte* 
des  in  das  ürdreieck  eingeschriebenen  Kreises  von  der  Dreiecks 
spitze,  welche  der  betreffenden  Seite  gegenüberliegt. 

e)  Ist  r  der  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises,  so  ist 
bekanntlich : 

*  =  *--ctgJ4,  y  =  r.ctgi#,  i  =  r.ctgjC; 
also  ist:  . 

DF.HE.GJ  =z  8r8ctgi/*.ctgiß.ctgtC 

=  8r3(ctgi^+ctgi£-fctglO. 

0  Es  ist  aber  auch  für  7=  1  (Taf.V.  Fig.3.)  BN=BF  +  ±DF 
s=a  — 6  +  J(_  a  +  6  +  c)  =  +c)  und  CN=i(a  +  b  —  c); 

ebenso  AP=AG-\GJ  =  |(-a  +  6  +  c)  und  BPz=z  *(a-6  +  c) 
desgleichen  CO  =  AE-\HE  =  \{a\b-c)  und  AO  =  «-a+o+c) 
folglich  treffen  die  Höhen  der  gleichschenkeligen  Dreiecke  (für 
q  =  1)  in  die  Berührungspunkte  des  Kreises,  welcher  in  das  Ür- 
dreieck eingeschrieben  ist. 

g)  Es  ist  also  (nach  c))  för  q  =  1 ,  wie  allerdings  auch 
schon  aus  d)  folgt: 

KN  =  .z.tguA , 
LO  =  yAgsB, 
.W=z.rgsC; 

d.  h.  die  Höhen  der  drei  gleichschenkeligen  Dreiecke  sind,  w  enn 
man  die  ganzen  Dreiecksseiten  selbst  abgetragen  hat,  gleich  den 
Normalen,  welche  man  in  den  Berührungspunkten  des  einge- 
schriebenen Kreises  auf  einer  der  beiden' Seiten,  auf  welchen 
die  Gruudseite  des  betreffenden  gleichschenkeligen  Dreiecks  nicht 
liegt,  errichtet  und  bis  zum  Durchschnitte  mit  der  anderen  Seite 
verlängert    Es  ist  also  in  Taf.  V.  Fig.  3.: 

KN  =  PX'  =  OX  -  LO  =  NV  =  PY"\  MP=  OZ'  =  NZ'\ 

b)  Aus  0  folgt,  dass  für  q  =  1  die  Höhen  der  gleichschen- 
keligen Dreiecke  sich  in  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  schneiden, 
welcher  in  das  Ürdreieck  eingeschrieben  ist. 

i)  Hieraus  folgt,  dass  man  den  Mittelpunkt  des  in  ein  Drei- 
eck  eingeschriebenen  Kreises  finden  kann,  wenn  man  auf  zwei 
Dreiecksseiten  die  beiden  anliegenden  abschneidet,  die  zwischen 
d<  n  beiden  Theilpunkten  liegende,  Strecke  halbirt  und  in  den  so 
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erhaltenen  beiden  Punkten  auf  den  betreffenden  Seiten  Normalen 
errichtet.  Der  Durchschntttspuiikt  der  beiden  Normalen  ist  der 
Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises  und  jede  Normale  selbst 
der  Halbmesser  desselben. 

10.  Diese  fu*r  q  =  1  so  einfachen  Beziehungen  sind  offenbar 
nur  Specialitäten  der  allgemeinen  Werthe  ftir  ein  beliebiges  g. 
Es  fragt  sich  nun,  welches  diese  allgemeinen  Werthe  sind  *und 
«reiche  Bedeutung  dieselben  haben. 

Zunächst  ist  (Taf.  V.  Fig.  2.)  allgemein : 
AP  =  i(-qa  +  qb  +  c)  =  i(-a  +  b  +  c)  +  ^  (a-o) . 

AO  =  \{-qa  +  b  +  qc)  =  *(-a  +  b  +c)  +  («-c)f 

ÄV  =  i(a-0o  +tfc)  =  i(a-o  +  c)  +  i^(A_c)f 

ß/>  =l(fa-?6  +  c)  =  *(a-6  +  c)  +  -^(6-a), 

CO  ==  i(?a  +  6  -  ?c)  =  |(a  +  6-c)+  ^(c-o), 

C7V  =  *(a  +  *o  -  ?c)  =  \(a  +  6  -  c)  +  (c-6). 

Es  fallen  also  die  Punkte  2V,  O  und  P  mit  den  Berührungs- 
punkten des  eingeschriebenen  Kreises  zusammen,  wenn  0=1 
ist,  da  man  dann  die  unter  0  aufgestellten  Werthe  und  AP=  AO, 
BN  =  BP,  CO  =  CN  erhält.  Ausserdem  ist  dies  der  Fall,  wenn 
das  Dreieck  gleichseitig  ist,  fiir  jeden  Werth  von  q.  Bei  dem 
gleichschenkeligen  Dreiecke  gilt  dasselbe  nur  für  den  auf  der  Grund- 
seite liegenden  Punkt.  Im  Allgemeinen  liegen  die  Fusspunkte 
der  Normalen  abweichend  von  den  Berührungspunkten  des  einge- 
schriebenen Kreises  und  zwar  um         von  der  Differenz  der 

Seite,  welche  der  Dreiecksspitze  gegenüber  liegt,  von  welcher  aus, 
und  derjenigen,  welche  der  Dreiecksspitze  gegenüber  liegt,  nach 
welcher  hin  der  Abstand  genommen  wird.  Diese  Grosse  ist  ad- 
ditiv zu  nehmen,  wenn  jene  Seite  die  grössere,  aber  subtractiv, 
wenn  sie  die  kleinere  ist. 

11.    Es  ist: 
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H-a  +  qb  +  qc)  =  J(-fl  +  6  +  c)  -  (6  +  c), 
kiqa-b  +qc)  =i(a-6  +  c)  -  ^(a  +  c). 

i(qa  +  f6  -  c)  =  i(a  +  *-c)  -  ^(«  +  o); 

folglich  sind  die  allgemeinen  Werthe,  welche  in  9.  b)  fffr  die 
Höhen  der  gleichschenkligen  Dreiecke  aufgestellt  sind: 

M  =  H-a+qb\qc)  tgs  A  =  [i(-a  +  6  +  c) -  (o  +  c) ]  tgs ^ , 
LO  =  Kqa-b  +qc) tgs ß  =  [J(a  - 6  +  c)  -        (a  +  c)]tgs ß, 

ÄfP=ltoa  +  ff6-c)tg«C=[i(o  +  6-c)  -  Ij^(a  +  6)]tgsC 

Um  also  den  allgemeinen  Ausdruck,  welcher  dem  unter  9.  g) 
für  0=1  gefundenen  entspricht,  zu  erhalten,  muss  man  den 
Abstand    des  Berührungspunktes  des  eingeschriebenen  Kreises 

von  der  betreffenden  Dreiecksspitze  um        der  Summe  aus  den 

beiden  die  Winkelspitze  einschliessenden  Seiten  von  der  Beruh - 
rungsstelle  aus  verringern  und  in  diesen  Endpunkten  Normalen 
bis  zum  Durchschnitte  mit  der  anderen  Seite  errichten. 

12.   9.  h)  führt  verallgemeinert  auf  folgendes  Ergebnis«: 

Nimmt  man  auf  jeder  Dreiecksseite  zwei  Segmente,  von  de- 
nen jedes  gleich  dem  ^ten  Theile  der  anliegenden  Seite  ist  und 
zwar  von  dem  mit  der  anliegenden  Seite  gemeinschaftlichen  End- 
punkte aus,  so  schneiden  sich  die  in  den  Halbirungspunkten  der 
Strecken,  welche  durch  die  auf  derselben  Seite  liegenden  Th eil- 
punkte bestimmt  sind,  errichteten  drei  Normalen  in  einem  Punkte. 

Ist  in  Taf.  V.  Fig.  4.  (q=l)  BD  =  AE  =  qc;  CF=AG  =  qb; 
BJ=  CH=qa;  ferner  l)N=FJS,  EO=HO,  GP  =  JP;  endlich 
NZ"Y'  normal  auf  DF,  ebenso  Z'OX"  auf  EH,  desgleicheo 
X'PY"  auf  GJi  so  schneiden  sich  diese  letzteren  in  R. 

Beweis. 

Es  schneiden  sich  zunächst  zwei  dieser  Normalen  z.B.  PY" 
und  iVZ"  in  R.  Fällt  man  nun  von  diesem  Durchschnittspunkte 
eine  Normale  auf  AC  und  trifft  diese  AC  in  Ü\  so  ist  —  wenn 
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man  voo  O'  eine  Normale  auf  PR  fällt,  «regen  sLPRO'  =  180«—  A, 
und  wenn  man  ebenso  von  O'  auf  NR  eine  Normale  föllt, 
wegen  ^PiRO'  =  C — : 

_  AP-AO'.cosA  AC-CÖ'.cosC 
~         smA   imC  * 

Folglich  ist: 

[  AP-{b  -  CO')  cos  A]  sin  C  =  (iVC-  CO' .  cos  C)  sin  A, 
folglich: 

CO',  (sin  A  cos  C+ cos  4  sin  Q  =  iVC.  sin  A—AP.  sin  C+  6  cos^sinC 


rf  t  _  iVC.sin  ^— ^P.sinC-f  6cos^sinC 

SM  21 

|  

Setzt  man  nun  sin  ^  =r  ^  V  (a+6+c)(-a+Hc)(a~o+c)(a+o-c) 

und  ebenso  fOr  sin£  und  sinC  die  entsprechenden  Werthe,  so 
wird : 

„n,  2a  NC— 2c .  A  P + 26c  cos  A 
CO  =  26  ' 

Da  aber  26ccos^  =  6Hc*-a2  ist,  ferner  AP  =  i(-?a+?6  +  c) 
um!  CiV=J(a-f  ?6-0c),  so  erhält  man: 

i  nr      6»-g6c  +  yo6 

Eine  Normale  auf  ,4C  von  Ä,  dem  Durchschnittspunkte  der 
Normalen  PY"  und  iV2",  trifft  also  4C  so,  dass  der  Abstand 
von  C  =  i(qa  -f  6  —  $c),  also  von  4  =  \(—qa  +  6  +  #c)  ist,  folglich 
geht  eine  im  Punkte  O  auf  /IC  errichtete  Normale,  da  für  diese 
nach  der  Annahme  CO=  \(qa  +  b-qc)  und  ^40  =  |(— ?a  +  6  +  ?c) 
sein  soll,  in  denselben  Punkt  Ä,  in  welchem  sich  die  beiden  an- 
deren Normalen,  die  in  N  und  P  errichtet  sind,  schneiden. 

Zusatz  1 .  Dieser  Punkt  R  wird  för  q  ==  1  der  Mittelpunkt  des 
in  das  Urdreieck  eingeschriebenen  Kreises  (s.  9.).  Würde  man  in 
dem  vorhergehenden  Beweise  q=i  1  annehmen,  so  erhielte  man,  da 
^P=i(-a+6+c)  und  CiV=  i(a+6-c)  wird,  CO'=  *(«i+6-c). 
also  =  CiV,  und  AOf  =  \(-a  +  6  +  c),  also  =  AP,  d.  b.  die  Be- 
rührungspunkte des  eingeschriebenen  Kreises. 

Zusatz  2.   Die  Normalen  KN,  LO  und  PM  sind  Traosver- 
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salen  des  Dreiecks  KLM,  welche  die  Winkel,  respective  die 
Aussenwinkel  desselben  halbiren,  da  sie  von  den  Spitzen  der 
gleichschenkeKgen  Dreiecke  auf  deren  Grundseiten  gefüllt  sind. 
Folglich  ist  ihr  gemeinschaftlicher  Durchschnittspunkt  R  der 
Mittelpunkt  eines  Berührungskreises  des  Dreiecks  KLM  und 
zwar  des  inneren,  wenn  R  innerhalb  des  Dreiecks  liegt,  oder  eines 
Süsseren,  wenn  R  ausserhalb  seine  Stelle  hat 

Zusatz  3.  Für  ?=1  wird  R  Mittelpunkt  1)  des  in  A  ABC 
eingeschriebenen  Kreises;  2)  des  in  &KLM  eingeschriebenen; 
3)  da  (Taf.V.  Fig.  3.)  wegen  KN=PX'  =  O  A"auch  KR  =  RX'=RXm 
wird,  des  um  A  KX'X"  beschriebenen ;  ebenso  4)  des  um  \LYr  Y" 
und  5)  des  um  ^MZ'Z"  beschriebenen,  da  RL—RT '=  RY"  ist 
wegen  LO  =  NT  =  PY"  und  RM  =  RZ'  =  ÄZ"  wegen 
MP  =  OZ'  =,  2VZ". 

Zusatz  4.  Der  Abstand  des  Punktes  R  von  einer 
Dreiecksseite  ist  gleich  der  Summe  aus  dem  qteo  Theile  des 
Abstände«  des  Mittelpunktes  des  eingeschriebenen  Kreises  (also 
qr)  und  dem  (l— q)ten  Theile  des  Abstand  es  des  Mittelpunkts  des 
umschriebenen  Kreises  von  derselbeu  Seite. 

Es  ist  nämlich: 

^     BP— BN.  cos B      CO  — CiV.  cos  C 


sin  B 

sin  C 

NC 

-  CO. cos  C 

AP- 

—  AO.cosA 

sin  C 

sin  A 

AO—AP.coeA 

BN 

-BP.cosß 

sin  A 

sinB 

RO  = 

RP^'^^-f--  =  ^^.^—^  (n.  in  12.); 

also  mit  Berücksichtigung  von  10.  und  weil  a  =  6cosC-|-ccosÄu.s.w. 

Ry  _  (a  -  6  I-  c)(l  —  cos  B)  -  (1  —  g)  6  (cos     +  cos  C  -  1) 

2  sin  B 

_  (a  +  6  —  c)  ( 1  —  cos  O  —  ( 1  —q)  c  (cos  ff  +  cos  C  —  1 ) 
~  k2sinC 

= *<« + 6-otgsic-  (i^<yccwC-i). 

Aehnliche  Werthe  ergeben  sich  für  ÄO  und  RP;  da  aber 
r=4(-a  +  6+c)tgsi^  =  Ka-6  +  c)tgs4Ä  =  Ka+6-c)tgsiC 
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und  cosA  +  co« B  +  co«C  =  1  +  7j  ist,  so  erhält  man: 

(1      (cos  B  +  cos  C  -  1)  a  (1  -g)(r— RcosA)a 

KN-r-  2s]nA  —r  2Ä.ainJ 

=  r  —  (l— ?)(r-Ä.cos4)  (da  2Äsin^  =  a  ist) 
=r?r  + (1— ?)/?cos 

Ebenso: 

RO  =  qr  +  (l-q)R.cosK 
and  N 

RP=qr  +  (l—q)  Ä.cos  C. 

Es  ist  aber  /?.  cos  der  Abstand  des  Mittelpunktes  des  um- 
schriebenen Kreises  von  a,  ebenso  Ä.cos 2?  von  6  and  R.cobC 
von  c;  bezeichnet  man  diese  mit  7?«,  Ä»  und  J?»  so  ist  also: 

ÄiV=yr +  (l-^)/?a;  RO  =  qr  +  (\-q)Rb;  RP=.qr  +  (1— $)ÄC. 

Anmerkung.  Wegen  des  Abstandes  des  Punktes  ß  von 
den  Seiten  des  A  rergl.  Zusatz  2. 

13.  Das  Product  aus  den  3  Huben  der  gleichsehen« 
keligen  Dreiecke  9.  b)  ist  im  Allgemeinen: 


KMP=  \(—a+qb+qc){qa-b+qc){qa+qb-c)i&A.  tgsÄ  tgsC 
=  l(-a+qb+qc)(qa-J>  +^c)öa^6-c)(tgs^+tgsB+tgsC). 
Mieraus  ergeben  sich  fflr  q  =  1  mehrere  einfache  Formeln: 
*)  KN.LO.MP  =  i(-a + 6 + c)  (a-6  -f  c)  (a  +  6-c)  tgs  4 .  tgs    .  tgs  C 
=  Ä(-fl+o+c)(a-6+c)(a+o-c)(tgsJ+tgs^+tgsC). 

Da 

(a  +  6  +  c)  (— a + 6  +  c)  (a— 6  +  c)  (a  +  6— c)  =  1 6  A* 
«t,  so  folgt: 

^^_2Aftgai<.tgag.tgsC  2A»(tgs^+tgaB+tgsC) 
b)  KB.LO.MP-  ö  +  6  +  c  =  a  +  6  +  c  

Da  2A  =  r(a  -f  b  +  c)  ist,  wo  r  den  JZadius  des  eingeschrie- 
Kreises  bezeichnet,  und  abc  =  4 /VA  fär  Ä  als  Radius  des 
Kreises,  so  folgt: 


c)  OjLOJfP=  Ar.  tgs  ^ .  tgstf.  tgsC  =  Ar  (tgs^  +  tga  B  +  tgs  Q 
ssiaoe^tgs^.tgsff.tgsfeioftc^tgs^+tgsÄ+tgsC). 


Digitized  by  Google 


134  Emsmann:  Auf  das  Entfernungsorts-Dretcck  Bezügliches 
also: 

d)  KN.LO.MP.abc  =  r.tgs/4.tgsfl.tgsC:4J* 

as  r. sin  A. sin  B. sin  C: AR. cos  A. cos  U.cos  C. 

14.  Für  die  gleichen  Seiten  der  gleichschenkligen 
Dreiecke  (9. b))  erhält  man  allgemein: 

KD  =       a  -f  tfo-f-  fc)  sec/1  =       a  +  6 + c)  -  ^  (b  +  c)]  sec/* ; 

LH=z  i(?a— 6  +  ?c)  seci?  =  [i(a-6  +  c)  -  ^(a+c)]secB; 

MG=zl  (qa +    -  c)  sec  C  =  [i(a  +  6  -  c)  -  ^*  (a  +  6)] secC. 
Also  ist: 

KD.  LH. MO 

_      (•— a-f  gHgc)  (ya—6  +  ?c)  (ga+?6— c) 
8  cos  A .  cos     cos  C 

(— c  -f  g6  +  gc)  (gff— 6  -f  qc){qa+qb— c) 
—         2(1  -f  cos  2.4  +  cos  2ß  +  cos  2C) 

 ( — a  -f  qb  -+  gc)  (?a— 6  -f-  gc)  (ya +  qb—c)  

8(s'mAsinZ?.cosC+8!n^.8inC.cosJ"?-f  sin/f.sinC.cos^  —  I)  * 

Also  lilr^=l: 
KD.  LH. MG  _  8cos^.cosi?.cosC 

U.  B.  W. 

 2A1 

(a  -f  6  -f  c)  cos  J.cosß.cos  C 

 Ar  ,  ,  Jü   1  

—  cos^.cosÄ.cosC  -  *UUL  K  'cosA  .cos  B.cosC 

U.  8.  W. 

Also: 

KD. LH .MG:abc  =  r:4Ä.cosi4.cos-Ä.cosC 

15.  Die  Entfernungsortsstrecken  ZIJ,  FC?  und  Z)£ 
haben  im  Allgemeinen  folgende  Werthe: 
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BP-  AJ*\  AH*+2AJ.  AH. cos  A 

=       <0*-f  (6— qa)*  -f-  'ifaa— c)  (o— ?a)  cos  ^ 
=  o1—  2fa  (— b  ■+  c)  (1— cos  ^1) 
=  o*— tya  (— +  b  +  c)  sin»  \A 


s=a,*"6^  [(-«+Hc)(a-Hc)(fl+Ä-.f)+(l-j)a(a-Hc)(a+M] 
fl»6fc*— ga6c(—  ya+  b  -+  c)  (q— 6  +  c)  (a  +  6 — c) 

=  ^[a6c-^(—0a+6+c)(a—6  +  c)(a-f  6— c)J 

(y-M)a[(*+y)(*+«>(y +  «)-*f(l-y)3f»(y 8frry*L  QA^ 

Ebenso: 

FG»=  6*-2?o(a-?6 + c)  (1  -cos  B) 
=  0«_4?6(«-?&+  c)  sio*  \B 

=  ä»-  Ö  (a_^  +  C)  (-a + 6  +  c)  (o  +  6-c) 
a^'c2- qnbc(a— qb\  c)  (— a-f  6  >c)  (q  +  o — c) 

=  A  [<i6c-tf  (-a  -f  6 + c)  (o  - fl -f c)  (a + 6-c)] 

(x  +  >)  «T(x  +  y)  (x  +      +0  —  4^(1  —  q)xi(x+ 1)  -  8g*y  1] 

Desgleichen : 

ß£>  =  c* — 2?c  (a -f b — ? c)  ( 1  -  cos  O 
=  c*-4qc(a  +  b  —qc)  sin* \C 

=  e» — |j  (« + 6— ?c)  (— a + 6 + c)(a— 6 + c) 

_  Q»6«c»-g«6c(—  q+6  +c)  (<t— &  f  c){a+b-qc) 

=  ^  [abc—q  (— a  +  6 + c)(a— 6 + c)  (a + 6— fc)  ] 

U+y)(*  +  x)(jf  +  s) 
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Zusatz  1.    Im  Allgemeinen  ist  also: 
HJ* :  FG*  =  a*[a6c— q(-qa  +  6  +  c)  (a-b  +  c)  (a + 6-c)] 

:  02  [abc—q(—a  +  o +  c)|(a— ?6  +  c)(a  +  6 — c)  ] , 

FG*:DE*  =  6»[a©c— a-f-6  +  c)(a— f&  +  c)(a  +  6— c)] 

:  c*[aoc— f(  -  a + ©  + c)(a— 6 + c)(a  +  6 — 

DJS1:        =  c^aoc— +  6  +  c)(a— 6  +  c)(a  +  6— fc)] 

:  a*[aoc— ?a  +  6  -f  c)(a-6  +  c)(a  +  6— c)]. 

Zusatz  2.   Für  g=z  1  ist  daher: 

#J:FG:Z)£;  =  a:o:c. 

Zusatz  3.  Speeiell  ergeben  sieb,  wenn  9  =  1  ist,  folgende 
Werthe: 

RJ*  =  a*— 2a(-n  +  6  +  c)(l-cos^), 
=  a*— 4a(— a  +  6  -f  c)  sin2  i  J, 

_  a*b*c*-abc(-a  +  b  +  c)(a-b  -f  c)(q+6-c) 


=  fc(a*c-DF.HE.GJ)  .  .  .  .  (s.  9.  d.)) 


=  a*  — 


-aa(1""(a+6  +  c)ß)' 
=  <i*(l-|), 

=  ^(Äd-2r«ctglJ.ctgiÄctgiC), 

=  Vc  [ÄA-«r»(dgM+elgiÄ  +  clgJC)l 

=  ^  (a6c-ary«), 
4_  6\ryz(y4-2) 

__(y +*)*[(*+  y)  (* + *)  (y  -f »)  -  &*yx] 

(*  +  y)(*  +  *)(y  +  z) 
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EbeMo: 

FG*  =  6»-26  (a-ö  +  c)  (l-cos  B), 
=  6»-46  (a  -  6  +  c)  sin4  iB, 

=  6     ^  (~a  +  6  +  c) (a~6  +  c) (a  +  *~c>' 

_  aW-flk(-fl + 6  +  c)(q-  b + c)(q  -f  6— c) 
~"  a*c*  * 

=  ~c  [o*e—(—o  +  6 +         6+c)(a+6-c)] , 


ac(a-+6-f  c)' 
=  6«(l-^), 

In 

=  ac  <Ä  A-2r«Sctg  M  •  ctg  * Ä .  ctg  4  C) , 
=  ^[ÄA-2r»(ctgi^+ctgiÄ  +  ctgiOJ, 
=  ~  (a6c— &ry:), 

_  (x  +  2)  J  [(*  +  y  )(*  4-  z)  {y  +  i)  -  (8xy :)  ] 
-  (*,+y)  + 

Dergleichen : 

DE1  =  c*— 2c(a  +  6-c)(l— cos  Q, 
=  c*  —  4c(n  +  6— c)ein*;C, 

=  c*  —  ^  (— rt-f  6  +  c)(a— 6  +  c)(«  +  6 — c), 
_  a»^c»--fl^^aj|jM- c)  (o-6-|-c)(fl _+6-c) 

=     [aÄc  -  (— a +  6  +  c)  (a— 6 + c)  (a  +  6— c)  ] , 
=  ^(abc-DF.HE.GJ), 
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C      ab(a-\-b  +  c)* 

=  ca(l-|), 

=  ^(ßA-2r»ctgM.ctgiÄ.ctg4C)t 

=  %  [ÄA-2r*(ctg^  +  ctg ^  +  ctglC)], 

=  (a6c— 8jryz), 

_  a  &ryi(*+y) 
~C      (*  +  2)(3f  +  x)' 

_  (*±g)»[  (* + y>(*  +  »)(y  +  *>  -  8jryj1 

(*+y)(*  +  2)(y40 

Zusatz  4.    a)  Ist  a  >  b  >  c  und  wird  qb.+  qc=a,  also 

o  =  —2—  ,    so  fallen  />  und  F  zusammen  und  es  wird : 
b  +  c 

,    2c*(q  +  6  +  c)(— o  +  6  +  cj(l-co»  ^) 
//J2  =  flS  (M^  ' 

U.  8.  W. 

FG*  oder  DG9  =  6*  (6  +  c)5 

=  6*(,~  b(a-b+fi(b  +  c)*> ' 


u.  s.  w. , 

2q6c(g-f  6  +  c)(1—cosC) 
(6  +  c)* 


_  t/1  16^* 

—  c  Cl    c(a  +  6— c)(6-fc)*'' 


u.  s.  w. 


b)  Ist  o>6>c  und  qc  +  qa=.  b,  also  y  =  g  ^g  >  so  fallen 
H  und  £  zusammen  und  es  wird: 
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HJ*=ä 


%  _  *2abc(a  \  b  +  c)  (1—  co#A) 


 1(JA*  

—  *  (l     «(-«  +  A+>)(<7+c)*); 

FG*  =   ^*ia-±6  -f-c)(«~6-f  c)(l~cogJT) 


2abc(a  +  6 +  <•)(! -cosC) 


r2rI  Ü4L  , 

~     {      cia+b-cKa  +  c)*'' 

c)  Ist  a  >  6  >  c  und  qa  +  qb  =  c,  also  7  =  so  fallen 

J  und  ^  zusammen  und  man  erhält: 

/7/2-  „2     gwAc(q+6  +c)(l-- co«  i<) 

-  — — J5Al_v 

11     2aAr(fl  +  6  +  c)(I— cos/?) 

-AVI  ««A*  

V    6(a-6  +  c)(a  +  «)*'' 

„„_  2     2c"(o  +  6  +  e)(«  -t-  A-c)(l-co»0 
_  C  _  (a  +  Aj* 

-c(,-a6(o  +  6)«)" 
IriM  dies  7.  B.  ein  bei  Preieeken  mit  folgenden  Werthen : 


i 

6 
6 
6 


T 
4 
4 
4 

5 
5 


2 
2 
3 
3 
2 
3 


«'I  5  1  4 


6+c 


7  = 


a  +  c 


<> 

T 
T 
I 


4 

4 

7 

4 

t 

I 
I 
1 


U 
7 
1 

Tf 

rV 


10* 
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16.  Um  die  Richtung  der  En  tf  ern  u  ngso  rtsstrecke  u 
zu  ermitteln  ist  es  wegen  der  Beziehungszeichen  zweckmässig 
von  dem  Falle  auszugehen,  wo  alle  Theilptiokte  auf  den  Seiten 
selbst  liegen,  also  wo  c>  ist,  wenn  a>  6>  c  angenommen 
wird. 

Man  erhält  dann  nach  der  Formel  cos  4  =  ^  ,  und 

well  a  =  öcosC  -f  ccobB  u.  s.  w.  Ist: 

im     acos£?  —       —  cos/l) 
cos  AJ  H  =  -jjj  , 

aui—  «cosC-- 7/7(1— cos  i4) 
cos  AtiJ  =  » 

»r  ™    6 cos  4  — ^(l-cosfl) 

COS  «Üi*  =   JTq  * 

6cosC—  06  (1—  cos/?) 
cos  Z?FG=   *pQ  

n^      n      c  cos  A  ~~ 1c  ( 1  —  C08 

coa      iJ  =   ~DtT~  —  ' 

_         —  ccos  B  —  yc  (1— cos  C) 

COS  LiJCj  —   jyp   . 

Ferner  ergeben  sich  folgende  Werthe: 

•  mw  kw      a  sin  B—qa  sin  A 
sin /!«//#  =   jjj  , 

•  a  wm  1     a  8,n  C  —  0«  fiin  A 
sin  AJlJ  =  jjj  , 

d^w?  bsxnA—qbsmB 
sm  BGF=z  *  , 

•  ni?^  bsinC-qbaitiB 
sin  BFG  =  jtq  » 

-rrn     csinJ— ycsinC 
sin  CL/V  =  » 


_csing— ycsinC 


sin^~   DE 


Ist  yc  >  a,  so  erhalten  die  cos.  und  sin.  dieser  Winkel  sämm  t 
lieh  den  entgegengesetzten  Werth,  denn  es  liegen  dann  sämmt 
liehe  Tbeilpunkte  auf  den  Verlängerungen  der  Seiten.   Liegt  de 
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eise  Endpank t  einer  Entfernungsortstrecke  auf  einer  Seite  de* 
Dreiecks  selbst ,  der  andere  aber  aof  der  Verlängerung  der  an* 
deren  Seite,  so  bleibt  för  den  Winkel,  dessen  Scheitelpunkt  auf 
«irr  Seite  selbst  liegt,  der  Cosinus  unverändert,  aber  der  Sinns 
ffhält  den  entgegengesetzten  Werth,  während  für  den  Winkel, 
dessen  Scheitelpunkt  auf  der  Verlängerung  liegt,  es  umgekehrt 
*C,  nämlich  der  Sinus  unverändert  bleibt,  aber  der  Cosinus  den 
entgegengesetzten  Werth  erhält. 

Ans  obigen  Wertben  folgt: 

cos  AJH:  cos  BGF 
=  a(qco*A-\  cos  ß— q)FG:b(cosA  +  ocos  B  —  q)UJ, 

cos  CED  :  cos  AH 'J 
•=■  c(ocosC  +  cosA— q) BJ:a (cos  C-f  ocos ^4  —  o) DE . 

cos  BFG  :  cos  CDE 
=  6  (fcos  B  +  cos  C-q)DE:  c(cos  #  +  ocos  C  —  9)  FG ; 

cd : 

AJU :  min  BGF  =a  (sin       9 sin  A)  FG:  b  (sin  4  —  9 sin  B)HJ% 
wCE£>:  sin  AHJ  =  c(siu,4-osin  C)HJ:a(8\nC—  qs\*A)DE, 
h»BFG :*\n  CDE  =  o(sin  C—  gsin  B)  DE.  c  (sin       7 sin  Q FG. 

1Ä.  Da  nun  för  q  =  1  (15.  Zus.  2.)  HJ  :FG  :DE  =  a  :  b:  c 
ist,  so  wird  io  diesem  Falle: 

cos  AJH  =  cos  BGF,  sin^J//=  —  sin  BGF; 
co*  CED  =  cob  AHJ,  s\n  CED  =-8\n  AHJ; 
cos         =  cos  C/>£ ,  sin  fl/X?  =  -  sin  CZ>£. 

In  diesem  Falle  liegen,  wenn  das  Dreieck  ungleichseitig  und 
iwar  «>Ä>c  ist,  die  Theilpunkte  D,  E  und  F  auf  den  Seiten 
•dh*t.  aber  G,  H  und  J  auf  den  Verlängerungen.  Es  sind  also 
r^AJil  und  cos  BGF  gleich  und  gleichhezeichnet  (— );  s'inAJH 
-)  snd  sinÄGF(+)  gleich,  aber  entgegengesetzt  bezeichnet; 
'frmtr  cosCED  (-f)  und  cos  AHJ  (— )  gleich,  aber  entgegenge- 
setzt bezeichnet;  s'iuCED  (+)  und  Bin  AHJ  ( — 1)  ebenfalls;  end- 
>  to*BFG  (-f)  und  coeCDE  (  +  )  beide  gleich  und  gleich  be- 
seiesoet;  Bin  BFG  ( — )  und  *\nCDE  (+)  gleich,  aber  entgegen- 
gesetzt bezeichnet    Es  sind  daher  £AJH  und  ^.BGF  gleiche 
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innere  Wechselwinkel;  4L  BFG  und  ^  CDE  gleiche  äussere 
Wechselwinkel  ;  Z.  CDE  und  4L  AHJ  verschränkte  Winkel,  die 
zusammen  180°  betragen.  Folglich  laufen  die  drei  Entfernaugs- 
ortsstrecken  für  q  =  1  parallel. 

17.    Nach  15.  Zus.  3  ist   für   q  =  1   HJ*  =  a2(l-|) 

FG*  =  6*  (l  -  ^  und  DE*  =  c*  (l  -  Ist  r  =         so  Ut 

das  Dreieck  gleichseitig.    Dann  sind  die  Entfernungsortsstrecken 

2r  3 

=  (\—q)a.  —  Ist  ^  =  |,   also   r  —  ZR,    so    wird   UJ  =  \a. 

FG  =  ib  und  DE  =  \c. 

Es  führt  dies  zu  interessanten  Lösungen  von  Dreiecksaul- 
gaben, z.  B.  ein  gleichschenkeliges  Dreieck  zu  construiren,  in 
welchem  r=*i?  ist,  dergleichen  ein  ungleichseitiges  Dreieck, 
wenn  noch  irgeod  eine  Bestimmung  gegeben  ist.  Doch  es  wird 
wohl  Zeit  abzubrechen  und  behalte  ich  mir  daher  eine  weitere 
Ausführung  noch  vor. 
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XI. 

Goniometrischer  Beweis  der  von  Herrn  Dr.  Lind  man 
in  Strengnäs  Archiv  Th.  XLV.  Nr.  XVII.  8.  348. 

mitgetheilten  Relationen. 

Von 

Herrn  C.  Thiel, 

Kaialiduten  der  Mathemutik  in  Greif«  wald. 


Vtrerinnernng  des  Herausgebers. 

In  Bezug  auf  die  folgenden  Entwickelunge»  des  Herrn  Thiel 
erlaube  ich  mir  zu  bemerken,  dass  Herr  Doctor  Lind  man  in 
Strengnäs  in  einem,  wie  immer,  überaus  freundlichen  Briefe, 
för  den  ich  ihm  hier  meinen  besten  Dank  ausspreche,  mir  rflek- 
«ichtlich  des  von  mir  in  ThI.  XLV.  S.  348.  Note  *)  ausge- 
sprochenen Wunsches  u.  A.  auch  die  folgende  Mittheilung  machte: 

„Ut  voluntati  tuae  satisfaciam,  eju6modi  demonstrationem 
mere  goniometricam  dare  propero.    E  formula  notissima 

Sin  3a  =  3  Sin  a  — 4  Sin  3a 

prodit 

3Sin  200—4  Sin  »20°  =  Sin  60° 

(3— 4Sin*20°)Sin20°  =  Sin  60°. 
Quam  vero  sit  Sin  «60°  =      haec  formula  transit  in 
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4  (Sin  »60°  -  Sin  «20°)  Sin  20°  =  Sin  60°, 

unde  beneficio  forniulae  Sin*« — Sin*/J  =  Sin(«  -f  0)Sin(a—  ß)  re- 
peritur 

4Sin20oSin40°Sin80*>  =  Sin  60' 
vel,  niultiplicatione  per  4 Sin 60°  facta, 

16Sin20°Sin40°Sin60<>Sin80o  =  4Sin«60°  =  3.    q.  e.  d. 
Data  a.  d.  IV.  Kai.  Octobr.  Strengt». 


Setzt  man  in  der  bekannten  Formel 

sin  <p  +  sini//  =  2sin$(g>  +  ty)co8i(<p  -*^)  (1) 
9>  =  20°,  if;  =  40*>,  so  ist: 

sin20°  +  sin40<>  =  2sin30°cos(-  10°), 
also,  weil  sin30°  =  i,  cos(— 10°)  =  cos  10°  =  sin80°  ist: 

I  sin20o  +  sin40°  =  sin80o. 

Setzt  man  ferner  in  der  Formel 

cosqp  —  cos  tj/  =  —  2  öin J  (<p  -f-     sini  (<p  —  ty)  (2) 

*(9>  +  t)  =40°,  i(9>-^)  =  -20°.  so  ist  9  =  20»,  y  =  60°,  also 

cos20°-cos60°  =  — 2sin40°sin(— 20°), 

oder,  weil  cos 60°  =  i,  sin(— 20°)  =  —sin 20°  ist: 

2  sin  20°  sin  40°  =  cos  20° —  i- 

Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  4sin80°,  so  ist: 

8  sin  20°  sin  40°sin  80  =  4  sin  80°  cos  20° — 2  sin  80°. 

Setzt  man  nun  in  (1)  i(<p  + =  80°,  i(cp-ip)  =  20°,  so  ist 
g>  =  100°,     =  60°,  also 

sin  100°+  sin  60°  =  2  sin  80°  cos  20°, 

und  demnach: 

8  sin  20°  sin  40°  sin  80°  =  2sin  100°  +  2sin60<>— 2  sin  80°. 
oder  endlich,  weil  sin  100°  =  sin80°,  sin60°  =  4 V3: 

II  8sin20°sin40°sin800  =  V3. 
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Multiplicirt  man  ooch  mit  2 sin 60°  =  V3,  so  ergiebt  sich 

III  16sin20üsin40Vin600sio80°  =  3. 

Es  war: 

-  2si  n  20°sin  40°  =  *  —  cos20°.  (a) 

Setzt  man  ferner  in  (2)  i(<p -f  =40°,  i(<p-if/)  =  80°,  so  ist 
9=  120°,  tj,  =-40",  also: 

cos  120°—  cos(— 40°)  =  -  2sin40°sin80°, 

oder,  weil  cos  120°=  —  cos60°  =  -i  cos (—  40°)  =  cos 40°  ist: 

2sin40°sin80ü  =  4  + cos  40°.  (b) 

Setzt  man  endlich  in  (2)  i(9>+^)  =  80°,  —  ^)  =  20°,  so  ist 
7  =  100°  ^  =  60«,  also 

cos  100°  -  cos 60°  =  —  2sin80°sin20°, 

oder,  weü  cos  100°=  -cos 80°,  cos60ü  =  \  Ut : 

2sin80°sin20ü=  i  +  cos80°.  (c) 

Addirt  man  (a),  (b)  and  (c),  so  ist: 

2  (-  sin  20°sin  40»  +  sin  40°sin  80«  +  sin  80»sin  20°) 

=  !  +  (—cos  20°  +  cos  40°+  co«80°). 

.Vach  der  Formel: 

cos  <p  +  cos  y  =  2  cos  \(<p  +  ty)  cos  l(<p  — t!>)  (3) 

i«t  aber: 

cos  40«  +  cos  80°  =  2  cos  60°  cos(  -  20°) , 
»öer,  weil  cos60°  =  J,  cos(-20°)  =  cos 20°  ist: 

cos  40°  +  cos  80°  =  cos  20°, 

tbo: 

IV.  .  .  —  «in20>>«iii40o  +  sin40osin80°+sin80<>sio20"  =  l 


Wie  obeo  gefunden  wurde,  ist 

V  cos  20°  —  cos  40*»=  cos  80°. 

«elcfce  Formel  das  Seilenstück  zu  I.  bildet. 
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Setzt  man  in  (3)  U<p  +  v)  =  40°.  i(g>  —     =  20°,  so  ist  cp  =  60°, 
^  =  -20°,  also: 

2  cos  20°  cos  40°  =  cos  20°+  cos  60°, 

oder,  weil  cos60°=J  ist: 

2  cos  20°  cos  40°  =  cos  20°  +  J. 

Multiplicirt  man  beiderseits  mit  4cos80°,  so  ist: 

8  cos  20°  cos  40<>  cos  80°  =  4  cos  20°  cos  80° +2  cos  80°. 

Setzt  man  nun  in  (3)  i(qp+aj>)  =80°,   {(q*  —  t//)  =  20°,   so  ist 
<p  =  100°,  i>  =r  60°,  also : 

2cos20ocüs80°  =  coslÖÖ°-|-cos60ü  =  —  cos80°+ J, 

und  demnach: 

VI  8  cos  20°  cok  40°  cos  80°  =  1, 

das  Seitenstück  zu  II. 

Multiplicirt  man  noch  mit  2cos60°  =  l,  so  ist: 

VII  10cos20ücos40°cos60ücos80o  =  I. 

Aus  (3)  erhält  man  ferner  aoalog  dem  Vorigen 

2 cos 20° cos 40°=     cos  60°  + cos 20°, 

-2  cos  40°  cos  80°=  —cos  120° -cos  40°, 

2  cos  80°  cos  20°=     cos  60°  +  cos  10O> ; 

addirt  man  diese  3  Gleichungen,  so  erhält  man,  weil  cos  120° 
=  -  cos 60°,  cos  100°  =  — cos 80°  ist: 

2  (cos  20°  cos  40°— cos  40°  cos  80°  +  cos80°cos20°) 

=  $  +  (cos  20°— cos  40°  -cos  80°), 

also  nach  V.: 

VIII. .  cos20ücos40°— cos40°cos80°  +  cos8ü°cos20°  =  l 
III.  und  VII.  addirt  ergeben: 

IX. 

sin20°sin4ö<VHi60wsin80o+cos2^^  = 

Subtrabirt  man  VII.  von  III.  so  ist: 

X. 

sin  20°  sin  40°  sin  60°  sin  80°  —  cos  20°  cos  40°  cos  60°  cos  80  = 
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Durch  Multiplication  von  1.  und  V.  erhält  mau  wieder  1.; 
durch  die  von  II.  und  VI.  »jeder  II.;  durch  die  von  III.  und  VII. 
wieder  III.  Addirt  man  IV.  und  VIII.,  so  ergiebt  sich  die  iden- 
tische Gleichung: 

3cos60<>  =  i. 

Das  Product  von  III.  und  VII.  läs.st  «ich  auch  schreiben, 
wenn  mau  luit  sin90°=l  multipiicirt: 

XI. 

sin  lOoöio20nsiu30üsin40osin50üsinü0^ßin?0ü*in8^>Mn00o 
=  cosO^coslOöcos^cos^cos^cosöO^osO^cos/Ü^cosSO0  =  ,$6. 


XIE. 

Zur  Construction  von  Dreiecken  mit  Benutzung  der 
Eigenthümlichkeiten  des  Entfernungsortsdreiecks. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  //.  Ems  mann 
an  der  Realschule  1.  Ordnung  in  Stettin. 


In  der  Abhandlung:  Auf  das  Entfernungsortsdreieck 
Bezügliches  (Nr.  X.  S.  121.)  haben  sich  manche  Eigenthüm» 
Henkelten  ergeben,  die  eine  Verwerthung  wünsebenswerth  machen. 
Es  scheint  dies  noch  nicht  hinreichend  beachtet  zu  sein,  und 
darum  erlaube  mir  dazu  einige  Andeutungen  zu  geben. 

Schon  die  vou  Jacobi  nachgewiesene  und  auch  von  mir 
(Archiv.  Theil  XLV.  S.  353.)  angegebene  Eigentümlichkeit,  das» 
die  EntferoungsOrter  parallel  sind  der  Linie,   auf  welcher  die 

. 
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Durchscbnittspunkte  der  die  Aussemvinkel  eines  Dreiecks  Halbi- 
renden  mit  den  gegenüberliegenden  Dreiecksseiten  liegen,  läüst 
sich  zur  Construction  von  Dreiecken  verwerthen,  wenn  nämlich 
eine  Entfernungsortsstrecke  und  ausserdem  Grössen  gegeben  sind, 
durch  welche  die  Gestalt  des  Dreiecks  bestimmt  wird.  Die 
Losung  derartiger  Aufgaben  ist  leicht  und  es  geniige  daher  hier 
diese  Andeutung.  Es  gehören  hierher  auch  die  Aufgaben  a  —  c, 
b  —  c,  C;  a  —  c,  a — 6,  A  und  «  —  6,  b  —  c,  B. 

In  den  folgenden  Zeilen  beabsichtige  ich  auf  einen  anderen 
Fall  hinzuweisen,  um  auf  das  Entfernungsortsdreieck  die  Auf- 
merksamkeit mehr  hinzulenken,  als  dasselbe  bisher  gefunden  so 
haben  scheint. 

In  der  oben  angezogenen  Abhandlung  ist  in  15.  Zus.  3. 
im  Falle  q  =  1  ist,  d.  h.  die  Seiten  selbst  und  nicht  aliquote 
Theile  derselben  abgeschnitten  werden,  für  die  Entfernungsorts- 
strecken gefunden  worden: 

ä—V^I»  A-^V^I»  ^«V^l* 

wo  Ka,  Kb  und  Kc  die  zu  den  respectiven  Seiten  a,  b  and  c  ge- 
hörigen Entfernungsortsstrecken ,  r  den  Radius  des  eingeschrie- 
benen und  R  den  des  umschriebenen  Kreises  bedeuten. 

Bekanntlich  ist  der  Abstand  der  Mittelpunkte  des  ein-  and 

umschriebenen  Kreises  bei  einem  Dreiecke  =  c  =  \Gß(Ä— 2r). 

1  —       1  t  

Ist  nun  r:#=m:H,  sowirde=~  H  V  7i(n— 2m)  =  ~rV  n(n — 2m). 

.   „       1  r  

In  demselben  Falle  wird  aber  auch  Ka  =  ^a  V  w(n— 2m),   Kb  = 

-6  n(n— 2m)  und  Ke  =  -c  V n(?i— 2zn).  Hieraus  ersieht  man, 
n  n 

dass  man  bei  der  Construction  von  Dreiecken,  hei  welchen  unter 
den  Bestimmungsstücken  das  Verhältniss  der  Radien  des  eilige- 
schriebenen  und  umschriebenen  Kreises  sich  befindet,  die  Lösung 
sowohl  mit  Benutzung  der  ersteren,  als  der  zweiten  Beziehung 
wird  finden  können.  Dass  man  den  letzteren  Weg  bereits  ver- 
sacht habe,  ist  mir  nicht  bekannt,  und  daher  will  ich  hier  an 
zwei  Beispielen  den  Nachweis  der  Zweckmässigkeit  des  letzteren 
Weges  unternehmen. 

I.  Zur  Construction  eines  gleichschenkcligen 
Dreiecks  sei  das  Verhältniss  der  Radien  des  einge- 
schriebenen und  umschriebenen  Kreises  r :  R  —  m:n 
und  ausserdem  die  Grundseite  a  =  p  gegeben. 
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A  ri  a  I  y  s  i  s. 

1      .   r  

Da  Ka  =  ±na  ▼  n(n—2m)  ist,  so  ist  Ka:a=  +V  w(n— 2m) in, 

tJso  ATa  bestimmt.  Bei  dem  gleichscheokeligen  Dreiecke  wird 
IT«  durch  die  Hohe  halbirt  und  ausserdem  ist  Ka  parallel  der 
Seite  a,  folglich  ist  ein  Ort  lur  den  auf  dem  Schenkel  des  Drei- 
ecks liegenden  Endpunkt  der  Entfernungsortsstrecke  Ka  eine 
Parallele  mit  der  Hohe  in  einem  Abstände  von  derselben  gleich 
der  Hälfte  der  bestimmten  Entfernungsortsstrecke;  ein  zweiter 
Ort  ist  aber  ein  Kreis,  welcher  mit  der  Basis  um  einen  End- 
punkt derselben  geschlagen  wird.  Folglich  ist  die  Richtung  des 
Schenkels  durch  den  Durchschnitt  beider  Oerter  bestimmt;  folg- 
lich wäre  das  Dreieck  bestimmt.    Da  Ka  =  ±      V  n(n— 2m)  ist, 

so  ist  die  Parallele  mit  der  Höhe  sowohl  auf  der  einen,  als  auf 
der  anderen  Seite  von  dem  Fusspunkte  der  Hohe  in  einem  Ab- 
stände gleich  der  Hälfte  der  Entfernungsortsstrecke  zu  ziehen, 
ood  da  der  Kreis,  welchen  man  mit  der  Basis  um  einen  End- 
punkt derselben  zu  schlagen  hat,  jede  dieser  Parallelen  schnei- 
det, so  erhält  man  zwei  verschiedene  Stellen  für  den  auf  dem 
Schenkel  liegenden  Endpunkt  der  Entfernungsortsstrecke  und 
mithin  zwei  verschiedene  Dreiecke,  welche  den  Anforderungen 
fitsprechen, 

C  o  n  s  t  r  u  c  t  i  o  n.    (Taf.  V.  Fig.  5.) 

Man  lege  ßiV=  AO  =  n  an  einander;  schneide  von  dem 
einem  Endpuokte,  z.B.  von  O  aus,  Ö/>=/J;l/=m  ab;  schlage 
über  BM  einen  Halbkreis;  errichte  in  2V  die  Normale  SN  auf 
BJf  bis  zum  Duichschnitte  mit  dem  Kreise;  verbinde  B  mit  <S; 
»cbfage  um  B  mit  p  einen  Kreis,  welcher  BO  in  C  schneidet; 
kalbire  BC  in  D,  also  BD  =  DC;  errichte  auf  BC  in  D  die 
Normale  DL  bis  zum  Durchschnitte  mit  /!$■  schlage  mit  DL 
tun  D  einen  Kreis,  welcher  BC  in  E  und  E'  schneidet;  errichte 
in  E  und  Ef  Normalen  auf  BC  (Parallelen  mit  DL)  bis  zum 
Durchschnitte  mit  dem  um  B  mit  p  geschlagenen  Kreise  in  G 
rad  Cr';  ziehe  BG  und  BG't  welche  DL  in  A  und  A'  treffen; 
verbinde  A  und  A'  mit  C:  so  sind  ABC  und  A' BC  die  ver- 
langten Dreiecke. 

Beweis. 

1)  Die  Dreiecke  haben  die  Basis  BC  =  p>  da  sie  gleich  p 
gemacht  ist. 
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XIII. 

Neue  analytische  Entwickelung  der  allgemeinsten 

Gesetze  der  Statik. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

Die  Lehren  der  Statik  werden ,  insofern  man  nicht  von  dem 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ausgeht,  meistens  so 
entwickelt»  dass  man  sich  von  der  Betrachtung  der  besonderen 
Fälle  der  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte,  der  parallelen 
Kräfte  und  der  in  einer  und  derselben  Ebene  wirkenden  Kräfte 
nach  und  nach  zu  dem  allgemeinsten  Falle  beliebig  im  Räume 
wirkender  Kräfte  und  den  sechs  allgemeinen  Bedingungsgleichun- 
gen des  Gleichgewichts  solcher  Kräfte,  die  gewissermaassen  die 
ganze  Statik  in  einem  einzigen  einfachen  analytischen  Ausdrucke 
enthalten,  erhebt.  So  viele  Vortheile  ein  solcher  Gang  in  mehre- 
ren Beziehungen  namentlich  für  den  ersten  Unterricht  darbietet: 
so  hat  es  mir  doch  auf  der  anderen  Seite  immer  wissenschaft- 
licher geschienen,  den  umgekehrten  Weg  zu  verfolgen,  also  zu- 
erst ganz  im  Allgemeinen  die  in  Rede  stehenden  6echs  Bedin- 
gungsgleichungen fär  das  Gleichgewicht  beliebiger  Kräfte  im 
Räume  zu  entwickeln,  und  aus  denselben  dann  alles  Uebrige  als 
besondere  Fälle  abzuleiten.  Auf  einem  solchen  Wege  habe  ich 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  die  ganze  Statik  in  ihren  allge- 
meinsten Resultaten  zu  entwickeln  versucht,  wobei  nichts  weiter 
als  der  Satz  von  dem  Parallelogramme  der  Kräfte  vorausgesetzt 
und  zu  Grunde  gelegt  worden  ist.    Ausserdem  unterscheiden 
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sich  die  folgenden  Entwicklungen  von  der  gewöhnlichen  Dar- 
stellnngs weise  noch  in  einer  anderen  Beziehung.  Bei  dieser 
letzteren  Darstellungsweise  pflegt  man  nämlich  nur  bei  parallelen 
Kräften  zwischen  positiven  und  negativen  Kräften  zu  unterschei- 
den, in  allen  anderen  Fällen  aber  stets  alle  Kräfte  nur  als  positiv 
oder  absolut  zu  betrachten,  ein  Gesichtspunkt,  der  mir  immer  zu 
^geschränkt  geschienen  hat.  Ich  habe  deshalb  die  Unterschei- 
dung zwischen  positiven  und  negativen  Kräften  ganz  allgemein 
durchgeführt,  was  namentlich  bei  der  Zerlegung  der  Kräfte  nach 
gewissen  gegebenen  Richtungslinien  mir  manche  Vortheile  dar« 
zubieten  scheint.  Für  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten in  dem  Falle  unveränderlicher  Systeme  ist  ein  ganz  allge- 
meiner analytischer,  von  der  Betrachtung  des  unendlich  Kleinen 
gaoi  unabhängiger  Beweis  gegeben  worden,  neben  welchem  man, 
»ie  ich  glaube  und  hoffe,  in  dieser  Abhandlung  auch  noch  man- 
ches andere  Neue,  was  der  Beachtung  nicht  unwerth  sein  dürfte, 
finden  wird. 


§.  i. 

Allgemeine  Bestimmungen. 

Wien  unseren  Betrachtungen  legen  wir  im  Allgemeinen  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xyi  zu  Grunde,  auf  welches 
«vir  die  Lage  aller  Punkte  und  geraden  Linien  im  Räume  be- 
ziehen. 

Die  gerade  Linie,  in  welcher  eine  Kraft  wirkt,  soll  die  Rich- 
tungslinie dieser  Kraft  genannt  werden.   Jeder  in  der  Rieh- 
tangslinie  beliebig  angenommene  Punkt  kann  als  Angriffspun  kt 
der  Kraft  betrachtet  werden,  und  theilt  die  Richtungslinie  in  zwei 
Theile,  welche  von  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  an  nach 
direct  entgegengesetzten  Richtungen  hin  gehen  und  in  der  Rich- 
tungslinie zwei  Richtungen  bestimmen,  von  denen  die  eine 
jederzeit  die  positive  Richtung,  die  andere  die  negative 
Richtung  genannt  werden  soll;  eine  feste  Bestimmung  oder  Ueber- 
einkunft  hierüber  ist  jederzeit  unbedingt  erforderlich,  wenn  es  auch 
an  sich  völlig  gleichgültig  ist,  welche  der  beiden  Richtungen  als 
die  positive  und  welche  als  die  negative  angenommen  werden  soll. 
Jede  Kraft  aber,  welche  in  ihrer  Ricbtungsliuie  nach  der  positiven 
oder  negativen  Richtung  hin  wirkt,  soll  seihst  beziehungsweise 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  werden. 

Die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  der  positive 
Theil  der  Richtungslinie  einer  Kraft  mit  den  positiven  Theile» 
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der  Axen  der  x,  y,  z  einschliesst,  sollen  die  Bestimmung* 
winkel  der  Richtungslinie  genannt  werden;  bezeichnet  man  die 
selben  beziehungsweise  durch  atß,y:  so  hat  man  zwischen  diese« 
Winkeln  bekanntlich  die  Gleichung: 

1)  cosa*-f  cosß2  +  cosy*  =  J, 

und  wenn  a,  6,  c  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  ii 
der  Richtungslinie  bezeichnen,  so  sind  bekanntlich: 

2)  £r£  =  fc=*  =  *=? 

7 cos«      cos  ß  cosy 

die  Gleichungen  der  Richtungslinie  in  Bezug  auf  das  zu  Grund«! 
gelegte  rechtwinklige  Coordinatensystem  der  x,  y,  2.  Da  nacb 
der  obigen  Bestimmung  die  Winkel  «,  ß,  y  immer  der  positiven 
Richtung  der  Richtungslinie  entsprechen,  die  in  der  Richtung 
Ii  nie  wirkende  Kraft  aber  nach  dem  Obigen  als  positiv  odci 
negativ  betrachtet  wird,  jenachdem  dieselbe  nach  der  positiven 
oder  negativen  Richtung  hin  wirkt,  so  ist  klar,  dass  die  Kraft 
immer  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  wird,  jenachdem 
sie  nach  der  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Richtung  dei 
Richtungslinie  oder  nach  der  entgegengesetzten,  durch  die  Winkel 
180°  -a,  180° —  ß,  180°  —  y  bestimmten  Richtung  der  Richtung«« 
linie  hin  wirkt.  Wenn  daher  im  Folgenden  gesagt  wird,  da>d 
die  Gleichungen  2)  die  Gleichungen  der  Richtungslinie  einer  Krall 
P  seien,  so  wird  dabei  immer  stillschweigend  vorausgesetzt, 
dass  die  Kraft  P  positiv  oder  negativ  oder  als  positiv  oder  negativ 
zu  betrachten  sei,  jenachdem  sie  nach  der  durch  die  Winkel  c 
ß,  y  bestimmten  Richtung  oder  nach  der  entgegengesetzten,  durch 
die  Winkel  180*>—«,  180°-|3,  180« - y  bestimmten  Richtung  der 
Richtungslinie  hin  wirkt 

Wenn  wir  uns  die  positive  und  negative  Richtung  der  Rieh« 
tungslinie  von  dem  in  der  Richtungslinie  liegenden  beliebige» 
Punkte  {übe)  ausgehend  denken,  und  (xyz)  einen  anderen  belie- 
bigen, aber  bestimmten  Punkt  der  Richtungslinie  bezeichnet; 
soll,  jenachdem  der  Punkt  (xyz)  in  der  positiven  oder  negativen 
Richtung  liegt,  seine  Entfernung  von  dem  Punkte  (abc)  selbst 
beziehungsweise  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  und  mit  Be- 
ziehung hierauf   im  Allgemeinen  durch  r  bezeichnet  werden 
Liegt  nun  der  Punkt  (xyt)  in  der  positiven  Richtung,  so  ist  r 
positiv,  sein  absoluter  Werth  ist  r,  und  folglich,  da  die  Winkel 
a,  ßt  y  jederzeit  der  positiven  Richtung,  in  welcher  (xyz)  liesf 
entsprechen,  nach  den  bekanntesten  Formeln  der  Lehre  von  der 
Verwandlung  der  Coordinaten: 
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x  =  a  +  T  COS  «, 
y  =  6  +  rcos/3, 
z  =  c  -f-  vcosy. 

k°t  dagegen  der  Punkt  (ary:)  in  der  negativen  Richtung,  so  ist 
■  negativ,  sein  absoluter  Werth  ist  — r,  und  da  nun  der  nega- 
Inu  Richtung,  in  welcher  (xyz)  liegt,  die  Winkel  180«— a,  180°— 0, 
50'-y  entsprechen ;  so  ist  nach  den  bekanntesten  Formeln  der 
tbre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten: 

x  =  o  +  (—  r)  cos  (180« -a), 

y  =  6-f  (—  r)cos(l80°  —  0), 

z  =  c  +  C— rJcosOSO^-y) 

der ; 

x  =  a  +  rcosa, 
y  =  6  +  rcosf?, 
2  =  c  +  rcosy. 

'hher  ist  in  beiden  Füllen,  und  folglich  in  völliger  Allgemeinheit : 

/  x  =x  a  +  reosa, 

3)  <  y  =  b  -f  rcosj?, 

(  *  =  c  + rcosy; 

4er. 

^  j:  —  a       y — 6   x  —  c  _ 

oosa  cos/!      cos  y  "~~  r' 

flglich  auch : 

3J . . .  cos tt  =  -—^ —  »  cos p  =  "■■      »     cos y  as  ■•■  ■  • 

v  r  r 

Liegt,  indem  wir  alle  Richtungen  von  (abc)  an  rechnen,  der 
Stinkt  {xyi)  io  der  positiven  Richtung  und  ist  also  r  positiv,  so 
*irkt  die  Kraft,  jenachdem  sie  positiv  oder  negativ  ist,  von  (abc) 
"ich  (xyz)  oder  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin;  liegt 
'^tgen  der  Punkt  (xyz)  in  der  negativen  Richtung  und  ist  also 
'  r'fcfttiv,  sq  wirkt  die  Kraft,  jenachdem.  sie  negativ  oder  positiv 
'<  *on  [ßbd)  nach  (xyi)  oder  nach  der  entgegengesetzten  Rieh- 
es bin. 

Wenn  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Richtungslinie 

* 

«Hier  Kraft  aus  auf  der  Richtung  dieser  Kraft  eine  Gerade  oder 
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Strecke  abschneiden,  welche  sich  zu  der  immer  als  positiv  zu 
betrachtenden  Längeneinheit  eben  so  verhält  wie  die  Kraft  zu 
der  gleichfalls  stets  als  positiv  zu  betrachtenden  Krafteinheit;  so 
heisst  diese  Strecke  die  geometrische  Darstellung  der 
Kraft,  und  aus  dem  Vorhergehenden  geht  ganz  von  selbst  hervor, 
dass  die  geometrische  Darstellung  einer  Kraft  mit  dieser  letzteren 
jederzeit  gleiches  Vorzeichen  hat;  ist  die  Kraft  etwa  durch  / 
bezeichnet,  so  kann  man  im  Folgenden  der  Einfachheit  wege«, 
ihre  geometrische  Darstellung  immerhin  auch  durch  P  be 
zeichnen ,  weil  es  ja  bei  allen  diesen  Betrachtungen  und  Unter« 
suchungen  durchaus  nur  auf  Verhältnisse  oder  Verhältnisszahler 
ankommt. 

I 

§.  2. 

I 

Zerlegung  einer  Kraft  in  zwei  Kräfte. 

Die  Gleichungen  der  Richtungslinie  der  Kraft  P  seien : 

x — a      y — b      t  —  c 
cosa  "~*  cos  ß      cos  y  * 

wo  wir  uns,  da  der  Punkt  (abc)  in  der  Richtungslinie  liegt,  <3 
Kraft  P  in  diesem  Punkte  wirkend  denken  können.  Die  Gleic 
ungen  zweier  anderen  durch  den  Punkt  (abc)  gehenden  Gerade 
seien: 


2).  .  . 


x  —  a 

y-b_ 

t  —  C 

COSßo 

cosß0 

C08y0 

x  —  a 

2  —  C 

COSt*! 

COS/?! 

cosyi 

Wir  nehmen  an,  dass  die  drei,  durch  die  Gleichungen  1)  und 
charakterisirten  Geraden  in  einer  Ebene  liegen,  was  bekanntli 
durch  die  Gleichung: 

3)  .  .  .  .      cos  «(cos  |30  cos /!—  cosyocos0i)  s 

+  cos  0  (cos  y0  cos  ort  —  cos«oC08y,)    \  =  0 
-f-  cos  y  (cos  «o  cos  jS,  —  cos  ß0  cos  «i )  ) 

bedingt  wird.    Unter  diesen  Voraussetzungen  sollen  wir  nun 
Kraft  P  in  zwei  Kräfte  P0,  Px  zerlegen,  deren  Richtungslin 
die  durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten  Geraden  sind, 
welchen  also  die  beiden  gesuchten  Kräfte  wirken. 

Stellen  wir  zu  dem  Ende  för  (abc)  als  Anfangspunkt  die 
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»ebene  Kraft  P  geometrisch  dar,  so  sind  nach  §.  1.  3)  die  Coor- 
dioaten  des  Endpunkts  dieser  geometrischen  Darstellung: 

o  +  Pcosa,    6-fPcosj3,    c  +  Pcosy; 

iumJ  die  Gleichungen  der  durch  diesen  Punkt  gelegten,  mit  der 
i weiten  der  durch  die  Gleichungen  2)  cbarakterisirten  Geraden 
parallelen  Geraden  sind  folglich : 

x  —  a — Pcosct      y  —  b — Pcosß      z  —  c  —  Pcosy 
cosa,  cos/34        ~~  cosyi 

Beteichnen  wir  den  Durchschnittspunkt  dieser  Geraden  mit  der 
'rsteo  der  beiden  durch  die  Gleichungen  2)  cbarakterisirten  Ge- 
raden mit  Oq^qZq),  so  habeu  wir  zwischen  den  Coordinaten  x0, 
^>  die  folgenden  Gleichungen : 

COSOq 

jt0  —  a — Pcosa 

cosoi  ~         cosßx  cosyi 

-»bei  }.  1.  4)  zu  vergleichen  ist.    Hieraus  ergeben  sich  unmittel- 
die  folgenden  Gleichungen : 

P^cosoq  —  Pcosa      P0  cos  ß0  —  Pcos  ß      P0  cos  y0  — P  cos  y 
cos  er,  cosft  ~~  cosyi 

M  hieraus  ferner  die  Gleichungen: 

4) 

'»(cosoocos/j, — cos  00  cos  er,)  =  P(coscrcos0, — cos  0  cos  er,), 
Pt(cosft>co8y,  —  cosy0cosft)  =  P(cos/Scos  y, —cosy cos ft), 
Pe(cosy0cosa,  —  coso0cosyi)  =  P  (cosy  cos  cfi  —  cos«  cosyi). 

Auf  ganz  ähnliche  Art  erhält  man  die  Gleichungen: 

P,  (COSC,  COS0O —  COS  ßi  COSOq)  =  P(CO8O£COS0O —  C08/3 COSOq), 

P, (cos cos  y0  —  cosy,  cosß0)  =  P (cos /3  cos  y0  — cosy  cos 0O), 
Px  (cos  y,  cos  Oq  —  cos  ot  cos  y0)  =  P(cos  y  cos  Oq — cos  o  cos  y0) 

P,  (COSOq  COS ^  —  C08/50CO8Oi)  =  —  P(C0S OCOS  ft>  —  COS |3cOS Oq) , 

P,(cosÄ>cosyl  — cosy0cosft)  =  —  P  (cos  ß  cos  y0  —  cosy  cos  ß0), 
P,  (cos  y0  cosa,  —  cos  oq  cosyi)  =  — P(cosycosco  —  cosacosy0) 
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cosft>  ~ 


cosy0 
Pcosß 


:P0> 

20 — c—  Pcosy  # 
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Aas  den  Systemen  4)  and  5)  erhält  man,  wenn  man  dieselben 
beziehungsweise  mit  cosoo  und  cos«i  multiplicirt,  und  dann  die 
beiden  ersten,  die  beiden  zweiten,  die  beiden  dritten  Gleichungen 
zu  einander  addirt,  sehr  leicht  die  folgenden  Gleichungen: 

(P0cosa0  +  Px  eo8a1)(co8o0cos|3,  —  cos  ß0  cos  c*i) 
=    p{cosa(cosa0cos/?|  -cos/J0cosai)— cos/JCcosetoCosat — cose^^oso,  )|. 

( P0  cos  a0  +  Px  cos  ax )  (cos  ß0  cos  yx — cos  y0  cos  ) 
^-/^Cos/Jtcosyocosori— coso0cosyi)-fcosy(cosci?0co8ft--cosjJ0cosai)!. 

(P0  cos  «o  +  P\  cos  *i )  (cos  y0  cos  ax  —  cos  a»  cos  y, ) 
=  PlcosyCcoscoCos^— cosa0co8Ci)+cosa(cosy0cosa1— cosoocosyj); , 

folglich,  weil  nach  3): 

co80(cosyocosai  — cosc^cosy!)  -f  cosyCcosaoCosft  — cos^cosoj) 
=  —  cosa  (cos  ß0  cos  yx  —  cosy0cosft) 

ist: 

(P0  COS  Oq  +  P%  COS  C|)  (cos  o0  cosft  —  COS  ßo  cos  «i ) 

=s  Pcosatcosaocosft  —  cos/J0cosci),  j 

(P0  cos  «o  +  Px  cos  «i)  (cos  ft,  cos  yt  —  cos  y0  cos  ft ) 
=  P  cosa  (cos /30  cos  y,  —  cosy0co8ft), 

i 

(P0  cos  ao  +  Pi  cos  ai )  (cos  y0  cos  at  —  cos  Oq  cos  yt ) 
=  Pcos  a  (cos  y0  cos    —  cos  a0  cos  yt). 

Wäre  nun  zu  gleicher  Zeit:  I 

cos  a0  cos  ßx  —cosft)  coea!  =0, 
co6/$0cosyi — cos  y0  cos  0i  0, 
cosyoCosaj—  costtocosyi  ä=  0; 

so  wäre: 

(cos  Oo  cos  —  cos  ß0  cos  ar  )2 
+  (cos  ß0  cos  yi  —  cos  y0  cosft  )* 
+  (cosy0cosa|  —  cosaocosyi)* 
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=       (co8ef02 + co80o*+cosyo2)  (coscr,*-f  cos|3t  Hcosyi4) 

—  (cos  Oq  cos  at  -f  cos  ß0  cos  0,  -f  cos  y0  cos  yx  )* 

=  1  —  (cos «o cos  a,  -f  cos ßQ  cos  ft  +  cos  y0  cos  yi )*  =  0, 

ttad  nach  bekannten  Formeln  würden  also  die  Sinus  der  von  den 
durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten  Geraden  eingeschlossen 
oeo  Winkel  verschwinden,  daher  diese  beiden  Geraden  zusam- 
menfallen; es  wäre  folglich  in  der  That  für  die  Zerlegung  der 
Kraft  P  nur  eine  Gerade  als  Richtungslinie  gegeben,  da  ja  doch 
noth wendig  zwei  Richtungslinien  gegeben  sein  müssen,  wenn 
überhaupt  von  der  Zerlegung  der  Kraft  P  in  zwei  Kräfte  soll  die 
sein  können.    Daher  können  die  Grössen 

COS  Oq  COS  ßl  —  COS  ß0  COS  Cfj  , 

cos  P0  cos  y,  —  cos  y0  cos  ßt , 
cos  yo  cos  «i  —  cos  «o  cos  y, 

»»cht  zu  gleicher  Zeit  verschwinden,  und  es  wird  also  immer 
mindestens  eine  dieser  Grössen  nicht  verschwinden.  Deshalb 
ttgiebt  sich  aus  den  drei  oben  gefundenen  Gleichungen  durch 
bwistoo  immer  die  Gleichung: 

PQ  COS  cr0  +  Px  COS  «£  =  P  c  os  er. 

Cefcerhaupt  aber  erh&lt  man  auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  vorher 
uie  drei  folgenden  Gleichungen: 

IPcoaa  =  P0cosc0-f  PjCoscr, , 
Pcos/3  =  P0cosft>  +  Pi  cosft  , 
Pcosy  =  P0cosy0  +  P\  cosy,. 

Weoo  man  diese  drei  Gleichungen  quadrirt  und  dann  zu  ein- 
iger addirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

7) 

Ph=(P0co*a0+  P^os«,  )*+(/Vosft>+  Px  cosft  )H(P«cosy0+Pi  cosy, )» 

8) 

#■  =  Po*  +  Pf  +  2P0  Pi  (cos  oo  cos  «j  +  cos  /So  cos  ßx  +  cos  y0  cos  y, ), 

«o  bekanntlich 

cos  Co  cos  Cf,  -f  cos  ß0  cos  /?,  +  cos  yo  cos  Y\ 

icr  Cosinus  des  von  den  positiven  Richtungen  der  beiden  durch 
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die  Gleichungen  2)  charakterisirten  Richtungslinien  eingeschlosse- 
nen, 180°  nicht  ubersteigenden  Winkels  ist. 

Die  Kräfte  PQ9  P,  erhält  man  mittelst  der  folgenden,  aus  4) 
und  5)  sich  unmittelbar  ergebenden  Formeln: 

g  p          cosa  cos/3,  —  cos/3  cosaj  p 

' 0  ~~  cos  a0  cos/3,  —  cos  ß0  cos  C| 

_  cos/?  cos  y,— cos  y  cos/?!  p 
cos/30cosy, — cosy0cos/3, 

_  cos  y  cos  a,  —  cos  a  cos  y, 
cos  y0  cos  o,  —  cos  «o  cosy, 

und : 

10)  p  _      cos«  cos/?0-cos/?  COSOp  p 

'  '  1       ~cosa0cosß,  — cos/50cos«t 

  co8|3  cosy0  —  cosy  cos/?0  p 

"  cos  ß0  cos  yi  —  cos  y0  cos/?, 

cos  y  cos  a0  —  cos  a  cos  yo  p 
cos  y0  cos  ax  —  cos  a0  cos  yx 

Wenn  man,  wie  es  verstattet  ist: 

ii) 

cos  et  =  COS  0  COS  CO ,    cosa0  =  CO8  0OCOSCOO,   cos  a,  =  COS  0t  COS  CO, 

cos ß  =  sin  0  cos  co ,  cos  ß0  =  sin  0O  cos  eo0 ,  cos /?,  =  sin  d|  cos  cd, 
cos  y  =  sin  a> ;  cosy0  =  sin  co0 ;  cos  y,  =  sin  co, 

setzt,  so  ist: 

cosa  cos/J0  —  cos/Scosoq  =  —  cosco  cos  a>osin(0  —  60) , 
cosa  cos/5,  —  cos/?  cos  at  =  —  cosco  cosco, sin (0  —  0,), 
cos  a0  cos  /?,  —  cos  ß0  cos  a,  =  —  cos  a>0cos  co,  sin  (0O  —  6, ) ; 

also  nach  9)  und  10): 


12) 


— ->  sin(0  -0,) 
^°  ~     cos o>o  sin (00-0,)^' 

^    cosco  sin(0  — 0O)  p 

1  —     eos  co,  sin  (0O  —  0, ) 
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Nehmen  wir  in  den  durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten 
Riehtungslinien  der  beiden  gesuchten  Kräfte  P0t  l\  beziehungs- 
weise die  beliebigen  Punkte  (a0bQc0),  («,  bx  c,)  an,  und  bezeich- 
nen deren  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete  Entfernun- 
gen ron  dem  Punkte  (abc)  beziehungsweise  durch  r0,  r, ;  so  ist 
nach  §.  I.  5.): 

o0 — a 
coscto  =  — — , 

o,  — a 

COS  £*!  =  —  , 

also  nach  6): 

I     Pco8«=P0^  +  />,^. 
I 

13)  ....  )     PcoBß  =  Po^f±  +  Plb-l=±  , 

Deber  die  Richtungen  der  positiven  oder  negativen  Kräfte  P0 
Px  mit  Rucksicht  auf  die  Lage  der  Punkte  (abc),  (a0b0c0) 
mi  (abc),  (alblcl)  ist  schon  in  §.  1.  das  Nötbige  im  Allge- 
meinen bemerkt  worden. 


n       60 — b  Co  —  c 

cosft  =  — — ,    cos/i  =  -1—  ; 


§.  3. 

Zerlegung  einer  Kraft  in  drei  Kräfte. 

Die  Gleichungen  der  Richtungslinie  der  Kraft  P  seien: 

jj  x — a  _  y —  b  x  — c 

cos  a      cos  ß      cos  y ' 

wo  wir  ons,  da  der  Punkt  (abc)  in  der  Richtungslinie  liegt,  die 
Kraft  P  in  diesem  Punkte  wirkend  denken  können.  Die  Gleichun- 
gen  dreier  anderen  durch  den  Punkt  (abc)  gehenden  Geraden 
seien: 


x —  a 

y  —  b 

Z  —  C 

cosor0 

cosß0 

~~  cosy0 ' 

x  —  a 

y—b 

2 — C 

cosa,  ~" 

COBßi 

~  cosy,  ' 

x—  a 

y-b 

\     cos«s     cos/3t     cosy,  ' 
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von  denen  wir  annehmen,  dass  sie  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  sollen  wir  nun  die  Kraft  P  in  drei 
Kräfte  PG,  Plt  Pt  zerlegen,  deren  Richtungslinien  die  durch  die 
Gleichungen  2)  charakterisirten  Geraden  sind,  in  welchen  also  die 
drei  gesuchten  Kräfte  wirken. 

Die  Gleichung  der  durch  die  zweite  und  dritte  der  drei  ge- 
gebenen Richtungslinien  2)  bestimmten  Ebene  ist: 

3)  .  .  .  .  (cos/?! cos y2  —  cosyi  cosfo)  (x — a)  » 

•f  (cosyicosos— cos«,  cos y,)(y  — 6)  (  =0. 

-f  (COS  Cfj  cos  02  —  cos  ft  cos  «a)  (z  —  c)  ) 

Stellen  wir  für  (abc)  als  Anfangspunkt  die  gegebene  Kraft  P 
geometrisch  dar,  so  sind  nach  §.  1.  3.)  die  Coordinaten  des  End* 
punkts  dieser  geometrischen  Darstellung: 

a  +  Pcosa,   6  +  Pcos/S,   c  +  Pcosy; 

und  die  Gleichung  der  durch  diesen  Punkt  gelegten,  mit  der  durch 
die  Gleichung  3)  charakterisirten  Ebene  parallelen  Ebene  ist  also: 

(cos /?i  cosya — cosft  cosß^)(x — a-— Pcosa)  i 

-Kcosjicosaj— cos  at  cos /2)  (y  — o  —  Pcoeß)   >  =0. 

-f  (cos oj  cos  ß2  —  cos  ßx  cos  a,)  (x  —  c  —  Pcos y)  / 

Ist  nun  (-x0y0i0)  der  Durchschnittspunkt  dieser  Ebene  mit  der 
ersten  der  drei  geliehenen  Richtungslinien,  so  haben  wir  zwischen 
den  Coordinaten  x0,  yot  io  die  folgenden  Gleichungen; 

cos  cr0  ~"*  cos  ft>      cosy0  °* 

(cos  ßi  cos  ya — cos  yv  cos  ß*)  (x0 — a— Pcos  a)  \ 

+  (cosy,  cosa*  —  cos«!  cosy^)^  —  b— -PcosjS)  >  =0; 

-f  (cos  *t  cos  ßi  —  cos  ßi  cos  0%)  (<o  — c  —  Pcos  y)  ) 

wobei  §.  1.  4)  zu  vergleichen  ist;  woraus  sich  die  Gleichung: 

(cos  ßx  cos  ya — cos  yx  c os  ß2)  (P0  cos  «o — Pcos  et)  \ 

+  (coaylcosat  —  coBalcosyt)(P0co8ß0—Pcoaß)  l  =  0 

-f  (cos  «!  cos  /?2  — cos  ßi  cos  a2)  (P0  cos  y0 — Pcos  y)  1 
oder: 
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cos  Co  (cos     cos  y4  —  cos  y,  cos  jS*)  \ 
+  cosjS0(cosy,  cosc^  — cost^  cosya)    f  P0 
+  cos  y0  (cos  <*i  cos  0,  —  cos  ft  cos  o^)  l 

cos  a  (cos  ft  cos  yg  —  cos  yt  cos  ß^)  . 
-f  cos  ß  (cos  y,  cos  o,  —  cos  at  cos  y4)      /  P 
+  cos  y  (cos    cos  j5f  —  cos  0,  cos  «2)  1 

ergiebt. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen: 

4)  .   .   .  .  y  =     cos  »0(008/5,  cosy,  — cosft  cosßt) 

-f  cos  |J0  (cos  yx  cos  «2 — cos  «!  cos  yt) 
+  cos  y0  (cos  aj  cos  |5a— cos  ßx  cos  «j) 

=  cos  «!  (cos  &  cos  y0  —  cos  ya  cos  ß0) 
+  cos (cos y^ cos  0^  —  costr2  cos  y0) 
+  cos  yt  (cos  «a  cos  0O  —  cos  ßt  COS  Oo) 

=  cos  (cos  ß0  cos  y,  —  cos  y0  cos  ) 
+  cos  0t  (cos  y0  cos  «i  —  cos  «0  cos  y, ) 
-f  cos  yÄ  (cos  «o  cos       cos  /J0  cos  ot ) 

nnd : 

5)  .  .   .   .  iVol  ä     co8«(co8/30co8y,  — cosyocos0,) 

-f  cos  /J  (cos  y0  cos  ßj  —  cos  «o  cos  y, ) 
+  cos  y  (cos    cos  /?,  —  cos  ß0co8at)f 

Nl%  sac     cos  o  (cosft  cos  y,  —  cos  yt  cos 

+  cos ß  (cos  yt  cos  o2  —  cos  öj  cos  yt) 
+  cos  y  (cosäj  cos  ßt  —  cos    cos  oj, 

iVjo  5=  cosa  (cos  pa  cos  y0  —  cos  yjcos  ft,) 
+  cos  0  (cos  y2  cos  o0  —  cos  cos  y0) 
+  cos  y (cos  «2 cos  ft>  —  cos  ßt  cos  a0)  ; 
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so  haben  wir  nach  dem  Vorhergehenden  zur  Bestimmung  der 
Kräfte  P0,  Pt,  Pa  überhaupt  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

|    JSP0  =  N„P, 

wobei  man  zu  bemerken  hat,  dass  die  Grosse  N  nicht  ver- 
schwindet,  weil,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  die  drei  gegebenen 
Richtungslinien  in  einer  Ebene  liegen  würden,  was  gegen  die 
Voraussetzung  streitet: 

Nach  6)  ist: 

iV(  P0COS«o+Pi  cos«!  -f  P^oso»)  =  (iVj  2C08Cr0-|-  A^COSOi  +iV0i  coso»)  P, 
N(P0co&ß0+  P,  cosft +P2cos&) = (iV^cos/Jo+iV^cosiJ,  -f  iV01  cos/3») 
^(Pocosyo+Pjcosyi+P^cosya)  =  (ZV,  4cosy04^40co8yi+iV0i  A>; 

aber,  wie  man  leicht  aus  4)  und  5)  schliefst: 

iV,»cos  «o  -f  iVjo  cos  «,  +  iV0,  cos  aa  =  iVcos  « , 
iV,ft  co8  ß0  +  N20  cos  ßx  +  ZV01  cos  ßt  =  iVcos  ß , 
iV^cosyo+iVjoCosy!  +  Nol  cosy»  =  ATcosy ; 

also: 

iV(Pucosoo+  P1C08«i  -f  Ptcosa»)  =  ZVPcoso, 
iV(P0cosft>  +  P,  cos/5,  +  Pacos/5,)  =  JSPcosß, 
iV(P0  cos  y0  +  P^osy,  +  Pjcosy»)  =  iVPcosy; 

und  folglich,  weil  iV  nicht  verschwindet: 

IPcosa  =  P0cos  «o  +  Pj  cos  «,  +  P»cos  ff»  , 
Pcos  0  =  Pu  cos  0O  +  P,  cos  ßt  +  P»cos  0» , 
Pcosy  =  Pocosyo+Picosyi  +  P*co*y2; 

woraus  sich: 

8).   .   .   .  P»  =      (PoCOSOo+P,  cos«, +P«  cos«»)* 

+  (P0  cos  ß0  +  P,  cos  ft  +  P»  cos  fc)» 
-f  (P0  cosy0  +  Pi  cos  y,  +  P»  cos  y4)* 
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»der,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  die  Quadrate  entwickelt: 

9) 

f»=     P0*+P,*  +  Pa» 

-f  2  P0  P,  (cos  «0cos  ax  f  cos ß0 cos ßx  +  cos y0cos yx) 
+  2PXP2  (cos  ax  cos  cr2  -f  cos  ßl  cos  +  cos  y,  cos  yt) 
-f  2  P4  P0  (cos  Oft  cos  a0  -f  cos  ßt  cos  ft,  +  cos  y2  cos  y0) 

ergiebt.   Die  Grossen: 

cos  «o  cos  a !  -I-  cos  ft,  c  os  &  >  cos  y0  cos  y! , 
cos  ax  cos  «g  -f  cos  ßx  cos  /Jj  +  cos  y,  cos  y2 , 
cos  cr2  cos  otrt  -f  cos  02  cos  ft,  +  cos  y9cos  y0 

sind  die  Cosinas  der  von  den  positiven  Theilen  der  drei  gegebe- 
nen Richtungslinien  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden 
Winkel. 

Nehmen  wir  in  den  durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten 
Richtungslinien  der  drei  gesuchten  Kräfte  P0,  Px,  P%  beziehungs- 
weise die  beliebigen  Punkte  (o060c0),  (axbxcx),  (a^b2c^)  an,  und 
^zeichnen  deren  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete 
Entfernungen  von  dem  Punkte  (abc)  beziehungsweise  durch  r0. 
»i»  r*;  »°       nach  §.  I.  5.): 


cos  c0  = 

«o  —  « 

> 

ro 

C08/S0  = 

*b-6 

cosy0= 

Co  —  C. 

at  — « 

» 

cosft  = 

cosyt  = 

c,— c. 
r,  f 

COSfl^  = 

<z2 — a 

» 

r2 

cos /3a  = 

r.  ' 

cosy2  =: 

Ca—  c. 

•  » 

*•* 

also  nach  7): 

rO  rl  r2 
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Ueber  die  Richtungen  der  positiven  oder  negativen  Kräfte 
Po*  P\ »  P%  mit  Rücksicht  auf  die  Lage  der  Punkte  (abc),  (a0b0co)  ; 
(abc),  (ai6|C|);  (abc),  (a^b2ct)  ist  schon  in  §.  I.  das  NGthige  be- 
merkt worden. 


Bedingungsgleichungen  für  das  Gleichgewicht 


Wenn,  wie  wir  jetzt  annehmen  wollen,  zwei  Kräfte  Pn,  Pt 
mit  einander  im  Gleichgewichte  sind,  so  müssen  ihre  Richtungs- 
linien in  eine  Gerade  zusammenfallen.   Fielen  nämlich  die  Rieb- 
tungslinien  nicht  in  eine  Gerade  zusammen,  so  würden  sich  in 
denselben  offenbar  immer  zwei  Punkte  A0,  Ax  so  annehmen  lassen, 
dass  die  Gerade  A0AX  wenigstens  mit  der  einen  der  beiden  Rich- 
tungslinien nicht  zusammenfällt,   weshalb  wir  jetzt  annehmen 
wollen ,  dass  A0  Ax  mit  der  Richtungslioie  der  Kraft  P0  nicht 
zusammenfallt.   Weil  nach  der  Voraussetzung  die  Kräfte  Pn,  t*x 
im  Gleichgewichte  sind,  so  wird  das  System  auch  dann  noch  in 
Ruhe  bleiben,  wenn  man  sich  den  Punkt  At  als  fest  denkt.  Die 
Kraft  P0,  deren  Richtung  mit  A0AX  nicht  zusammenfallt,  kann 
man  In  dem  Punkte  AQ  In  zwei  Kräfte  zerlegen,  von  denen  die 
eine,  welche  auch  verschwinden  kann,  im  Allgemeinen  in  die 
Gerade  A0AX  fällt,  und  also  jedenfalls  von  dem  festen  Punkte  Ax 
vollständig  aufgehoben  wird,  die  andere,  welche  nie  verschwinden 
kann,  auf  A0AX  senkrecht  steht;  diese  letztere  allein  übrig  blei- 
bende, nie  verschwindende  Kraft  muss  also  noth wendig  eine 
Drehung  des  Systems  um  den  Punkt  Ax  hervorbringen,  was  gegen 
das  Obige  streitet.    Daher  fallen  die  Richtuogslinien  der  beiden 
sich  im  Gleichgewichte  befindenden  Kräfte  Pot  Px  in  eine  Ge- 
rade zusammen,  wie  behauptet  wurde.    Dass  nun  aber  ferner  im 
Falle  des  Gleichgewichts  die  Kräfte  P0,  Px  einander  absolut 
gleich  sein  und  nach  entgegengesetzten  Richtungen   hin  wirken 
müssen,  fälltauf  der  Stelle  in  die  Augen,  weil,  wenn  dies  nicht 
der  Fall  wäre,  die  beiden  Kräfte  sich  offenbar  auf  eine  nicht  ver- 
schwindende Resultirende  zurückführen  lassen  würden,  also  nicht 
im  Gleichgewichte  sein  konnten,  wie  doch  vorausgesetzt  wurde. 

Um  nun  Dieses  analytisch  auszudrücken,  wollen  wir  an- 
nehmen, dass  * 


§.  4. 


zwischen  zwei  Kräften. 


I) 
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die  Gleichungen  der  Richtungslinien  der  beiden  Kräfte  PQt  Pv 
seien.  Weil  nach  der  Voraussetzung  diese  beiden  Kräfte  im 
Gleichgewichte  sind,  so  fallen  nach  dem  Obigen  die  Richtungs- 
linien  in  eine  Gerade  zusammen.  Nehmen  wir  in  den  Richtungs- 
linien zwei  beliebige  Punkte  (ioVoto)       (liViti)  an,  so  ist  nach  I): 

£u    i/o  So  —  *o 

2)  ^      cosoo       cos|J0  ~~  cosy0  ' 

fa  —  *i      Vi  ~  .Vi      ti  —  *) 

COS«|  C08/3,  COS/!  " 

Bezeichnen  wir  die  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete 
Entfernung  des  Punktes  (£,  von  dem  Punkte  (£oi70£b)>  indem 
wir  diese  Punkte  in  der  Richtungslinie  der  Kraft  P0  liegend  an- 
nehmen, durch  r0;  die  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete 
Entfernung  des  Punktes  (lofoio)  v°n  dem  Punkte  QiViti)»  indem 
wir  diese  Punkte  in  der  Richtungslinie  der  KrafOP,  liegend  an- 
nehmen, durch  rl;  so  ist  nach  }   1.  4): 


3) 


ii*~fe>  ___  Vi—v»    ti— to  _  r 

cosao       cos/?0       cosy0  °' 

jo  —  ii  _  Vo-  V\  _  fci  —  ?i_r  . 
cos«,       cosft       cosyl  l* 


folglich : 


und. 


r0cos«0f 

Vi  — 

r0cosft,, 

tl- 

fc> 

r0cosy0 

Ii 

ri  cos  a, , 

% 

ncosft  , 

tb- 

r,cosy,; 

also,  wenn  man  addirt: 

r0cosoo  ■+  r,  cosai  =  0, 
r0cosjj0  +  r,cosft  =  0. 
r0cosy0  +  r,  cosy,  =  0; 


DigitizedDy  Google 


168  a runer t:   Seue  analytische  Enlttickelung  der 


cos  «o  -f  —  cos  «i  =  0, 


cos/Jo+^cosft  =0, 


Weil  nun  aber  nach  dem  Obigen  die  Kräfte  jP0,  Pt  absolut  gleich 
sind  und  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  wirken,  so  ist, 
wie  leicht  erhellet,  in  völliger  Allgemeinheit: 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

p 

C08«o  +  äfCOS«!  =  0, 
*0 

p 

cosPo  +  ^cosft  =0, 
p 

cosy0  +  äf  cosyi  =0; 

*0 

folglich : 

IP0coso0  +  P,  cosa,  =  0, 
/»oCOsPo  +  J^cosPi  =0, 
P0  cos  Yo  +  *\  008  yi  =  °- 
Ferner  ist  nach  3): 

und : 

C08Oi  =  kzi ,  cosft  =  *rJ! .  c«8yi  =  ^-£'; 

also: 

cos /30  — fo cos «o)  =  j^IfcOh  ifo(li  -*6>)l» 

PoOfnCOsyo— &>cos|30)  =  ~l^o(ti—  So)  —  fc>(^i  — 

ro 

(&>  cos  «o  ~  lo  cos  yn)  =     |  fc,  (|,  -  So)  -  Jo  (£i  -  b)  ^ 


X 
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PiiVi  cogft-fccosft) 


Pi  (||  cos  ßx  — 17,  cos  a, ) 


yMliOfo-ifi)  — %(&>  —  *i)), 


^(ficoscr,  — |,  cosy^ 


Mglicn,  wenn  man  addirt,  weil 


(lo  co«  A>  -  »to  cos  «o)  +  ^1  (Ii  cos  ft  —  %  cos  a,)  =  0, 
*o  cos  y0 — cos  0O)  +  />,  cos  yi  -  &  cos  ft  )  =  0 , 
P0  (to  cos    —  |o  cos  y0)  +  /\  (£,  cos  o,  —  |,  cos  y, )  =  0. 

^  2)  ist  aber: 

loCOS/J0  —  i?0coso0  =  t0  cos  ft,  —  yw  cos  a0 , 
i70cosyo— t)Cos/J0  =  y0cosy„— Socos/Jo, 
fc,cosff0  —  loCOsyc  =  i0coser0  —  *0cosy0 

Ii  cos  ßx  —  r\x  cos  er,  =  j-,  cos  ft  —  t/,  cos  ax  , 
17,  cosyi  —  f,  cosft  =  yt  cos yx  -  tl  cosft  , 
ti  cos  er,  —  |i  cos  y,  =  t,  cos  ax  -  jrx  cos  yj ; 

^  saeb  dem  Obigen: 

Po(*oCO*ft>— 3f0cosa0)  +  P,  (.r,  cos  ßx  — cos«,)  =  0, 
Jo(yoCOsy0— XoCOSftO  +  (yx  cos  yt  -  zt  cosft)  =  0, 
/»„(xocosoo  — jr0cosy0)  +     (x,  cosa,— j^cosy,)  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich  nuo  der  folgende  Sata : 

Wenn  die   Kräfte  P0,   Px ,   deren    H ich tuugslinicn 
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x  —  x0  y— y<>  __  fzri« , 
cos««      cosf?0  cosy0* 

g— x\    y— yi  _  *— *i 

cos«!  ~~  cosft  cosyi 
charakterisirt  werden,  im  Gleichgewichte  sind,  so  ist: 

PoCOSßo  +  Acosefi  =0, 
Pocos^  +  J^coeft  =0, 
Pocosyo  +  Picosyj  =0; 

^(gocos/jo-yocosoo)  +  Pi  (^i  cosft  -yi  cosc^)  =  0, 
PoCyoCos/o— 20cosj30)  +  = 
P0(z0  cos«0— g0cosy0)  +  pi  (*i  «^«i  -*i«°8ri)  =  °> 
oder  in  abkürzender  Sehreibweise: 

2*cosa  =  0,    2Pcos0  =  O,  X/>cosy=Ö; 

2P(xcosß— ycos«)  =  0, 
2P(ycosy  —  zcosß)  ?=  O, 
<2f»(x  cos  « — g  cos  y)  =  0. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  sich  dieser  Satz  auch  umkeh 
ren  lässt,  nämlich:  ob,  wenn  die  vorstehenden  sechs  Gleichungen 
erfüllt  sind,  sich  behaupten  lässt,  dass  die  Kräfte  P0,  Px  im 
Gleichgewichte  sind. 

Aus  den  Gleichungen: 

P0  cos  ao  +  i\  cosa,  =0, 

■ 
■ 

Pocospo+Picosft  =0, 
Pocosyo  +  Acosy,  =0 

folgt: 

P0  cos  a0  =  —  Pt  cos  «i , 

P0C08ß0=—PlC08ßl,  _  j 

I 

P0cosy0  =  — Picosyi;  I 

also,  wenn  man  diese  Gleichungen  quadrirt  und  dann  zu  einande 
addirt : 
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Po*  =  Pi*> 

folglicfl  : 

Pl=±P». 
und  daher  nach  Vorstehendem: 

cos  «!  =  ^  cos  a0 , 
cos/?i  =  T  cos|90, 
cosy!  =  +cosy0; 

aUo : 

_  <  180»-«. 

ft> 

S  180»- y0 

mmer  mit  Beziehung  der  oberen  and  unteren  Zeichen  auf  ein- 
ander. Hieraus  ergiebt  sich  mittelst  einer  sehr  einfachen  Be- 
trachtung sogleich,  dass  die  Kräfte  P0,  Pt  absolut  gleich  und  dass 
ihre  Richtungslinien  einander  parallel  sind,  dass  sie  aber  nach 
entgegengesetzten  Seiten  hin  wirken. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen: 

Po  0*o  c°s  ft> — 3To  cos  o0)  +  Pl  (xt  cos  ßl  —  y,  cos  «, )  =  0 . 
Po(lfoCO*Yi>'-*o™»ßo)  +  Pi(yiCo*yl  -  zt  cosft)  =  0, 
Po  (*o  cos  «o  —  ^o  cos  Yo)  +  P\  (*i cos  ai  —  *i cos  Yi )  =  0 

mittelst  des  Vorhergebenden,  wenn  man  nämlich  für 

Pt  und  cos0|,   cosft,  cosy, 

respective 

±P0  und  +cosoo,  Tcos/?0,  ^cosy«, 

setzt: 

.T0cosft>—  y0cosa0  —  (arjcos/^o-^cosoo)  =  0, 
yocosy0  —  t0cos/J0  —  (yx  cosy0  —  z,  cosft,)  =  0, 
ioCos«0  — arocosy0  — (x,  cosov,  - ^  cosy0)  =  0; 
und  wenn  man  för 

12» 
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P0  und  cos«o,   cosft>»  cosy0 

respective 

±PX  und  +  cos  er,,   Tcosft,  Tcos^: 

setzt : 

—  (x0 cos  ft  -y0 cos  er, )  +  {xx  cos  ßx  - y,  cos  «, )  =  0, 

—  (y0  cos  yx  —  zocos  ft)  +  (yi  cos  /!  —  zj  cosft)  =  0, 

—  ( *o  cos  «i  —  x0  cos  n)  +  ( ii  cos  «!  -  #1  cos  yi )  =  0. 

Daher  haben  wir  die  Gleichungen: 

«ocosft,— y0cos«o  =  *i  cos /J0— yiCos«o, 
y0  cos  y0  —  *o  cos/?0  =  yt  cos  y0  —  *i  cos  ft> , 
z0  cos  «o-^o  cos  y0  =  *i  cos  «o — x\  cos  Yo 

und: 

*0  cos  ßx  —  y0  cos  ax  =  a-j  cos  — y,  cos  at , 
y0cosyi  — XoCosft  =  y,  cosyi  — iicosft, 

i0coso|— ar0cosyi  =  t\  cos«i— art  cosyt ; 

•- 

also  die  Gleichungen: 

(*i  —  *o)  cos  Po  =  (yi  — y0)  cos  «0 , 
(y l  —  yo)  cos  yo  =  (2i  —  *o)  cos  ß0 , 
(zj  —  zo)  cos«o  =  (Xj—  *0)cosy0 


und : 


(*0—  «i)co«ft  =  (y0— yi)cosat . 

(yo— yi)co»yi  =  (zq  —  z^cosft, 

(zo  —  zi)cos«!  =  (x0-a;i)co8yi; 


oder  die  Gleichungen: 


xv—x0 .  _  yi— y0  =  *i— *oy 

cos«o  cos  Po  cosy0' 
cos«!       cosPi  cosyt 


Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen   1),  * 
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überxeogt  man  eich  auf  der  Stelle,  dass  der  in  der  Richtungslinie 
<j«r  Kraft  Pt  liegende  Punkt  (xl  yx  zx)  in  der  Ricbtungslinie  der 
kftft  P0  and  der  in  der  Richtungslinie  der  Kraft  P0  liegende 
Punkt  (j0y0r0)  in  der  Richtungslinie  der  Kraft  Pl  liegt,  so  dass 
ilso  die  RicbtungsHnien  der  Kräfte  P0,  Px  mit  einander  zusammen- 
fallen. 

Au«  allem  Bisherigen  ergiebt  sich  ganz  unzweideutig,  das6 
rote?  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Kräfte  Pot  Px  ab* 
«lot  gleich  sind  und  nach  direct  entgegengesetzten  Richtungen 
kia  wirken,  sich  also  im  Gleichgewichte  befinden;  daher  haben 
*ir  den  folgenden  Satz : 


Wenn 


v>  _  y—yo  _  *—*o 


coso0       cosß0  cosyo' 

*-*x    y—y\  =  »— h 

COSO|        COS/3]  cosy! 

'<e  Gleichungen  der  Richtungslinien  der  Kräfte  P0,  Pt 
«isd,  und  die  Gleichungen: 

£Pco*  a  =  0,    XPcos  ß  =  0 ,    EPcosy  =  0 ; 

ZP(xcosß— ycosc)  =  0, 
^(ycosy-2cos/3)  =  0, 
£P(xcosa— arcosy)  =  0 

^iU  Hoden;  so  sind  die  beiden  Kräft e  P0,  P\  im  Gleich  • 
richte. 

Ans  deo  beiden  vorhergehenden  Sätzen  ergiebt  sich  nuo  aber 
i*  folgende  Satz: 

Wenn  die  Gleichungen  der  Richtungslinien  der 
«" ei  Kräfte  P0,  J»t: 

x— jt0  _  y—ffo  _  _  *  —  *o 
cosoq      cosft,      ™*Yo'  • 

COSO|        cos/?|  cosyt 

'4,  so  sind: 

£/>cosa  =  0,    £/>cos|3  =  0,    ZJ>cosy  =  0; 
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2P(xco8ß—ycoBa)  =  0, 
27* (.y  cos  y  —  z  cos  ß)  =  U , 
£P(z  cos  a— arcoa  y)  =  0 

die    not h wendigen   Bedingungsgleichungen    für  da« 
Gleichgewicht  dieser  zwei  Kräfte. 

§.  5. 

Bedingungsgleichungen  für  das  Gleichgewicht 
zwischen  drei  Kräften. 

Wenn  drei  Kräfte  P0,  Pit  P%  im  Gleichgewichte  sind,  so 
müssen  ihre  Richtungslinieu  immer  in  einer  Ebene  liegen.  Wir 
wollen  einmal  annehmen,  die  Richtungen  der  drei  sich  im  Gleich- 
gewichte befindenden  Kräfte  P0,  Pi ,  Pt  lägen  nicht  in  einer 
Ebene.  Nehmen  wir  dann  in  den  Richtungslinien  drei  Punkte 
A0,  Alt  A%  an,  so  liegen  diese  drei  Punkte  entweder  nicht  in 
einer  geraden  Linie,  oder  dieselben  liegen  in  einer  geradeu 
Linie.  Wäre  das  Letztere  der  Fall,  so  wurde  immer  mindesten* 
eine  der  drei  Richtungslinien  nicht  mit  dieser  Geraden  zusam- 
menfallen, weil,  wenn  mit  dieser  Geraden  alle  drei  Richtungslinien 
zusammenfielen,  die  drei  Richtungslinien  in  einer  Ebene  liegen 
würden,  was  gegen  die  Annahme  ist.  Fällt  nun  etwa  die  Rieh- 
tungslinie  der  Kraft  P%  nicht  mit  der  in  Rede  stehenden  Geraden 
zusammen,  so  nehme  man  in  dieser  Richtungslinie  einen  von  A« 
verschiedenen  Punkt  A%  an;  dann  sind  A0,  AY,  At'  drei  Punkte 
in  den  Richtungslinien  der  drei  Kräfte,  die  nicht  in  einer  Ge- 
raden liegen,  so  dass  man  also  in  den  Richtungslinien  der  drei 
Kräfte  immer  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende,  also  ein  Drei 
eck  bildende  Punkte  annehmen  kann,  welche  wir  von  jetzt  ar 
durch  A0,  Alt  A2  bezeichnen  wollen.  Nun  muss  es  unter  dei 
Richtuugslinien  immer  mindestens  eine  geben,  welche  nicht  ir 
der  Ebene  des  Dreiecks  AQAt  A2  liegt»  weil  im  entgegengesetzte! 
Falle  alle  drei  Richtungslinien  in  einer  Ebene  liegen  wurden 
was  gegen  die  Annahme  ist.  Diese  Kraft,  deren  Richtungslini 
nicht  in  der  Ebene  des  {Dreiecks  A0AtA2  liegt,  sei  etwa  P« 
Weil  nach  der  Voraussetzung  die  Kräfte  P0,  Plt  P%  im  Gleich 
gewichte  sind,  so  muss  das  System  auch  dann  noch  in  Ruh 
sein,  wenn  man  sich  A0AX  als  eine  feste  Axe  denkt.  Die  Km 
Pa  aber,  deren  Richtungslinie  nicht  in  der  Ebene  des  Dreieck 
A0AXA%  liegt,  kann  man  im  Punkte  A%  in  zwei  Kräfte  zerlegei 
von  denen  die  eine  in  der  Ebene  A0AtAt  wirkt,   die  andei 
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jedenfalls  nicht  verschwindende  Kraft  auf  dieser  Ebene  senkrecht 
steht;  da  nun  die  erstere  Kraft  von  der  festen  Axe  A0At  ganz  aufge- 
hoben wird,  so  bleibt  bloss  die  letztere  auf  der  Ebene  A0AxAt 
senkrecht  stehende  nicht  verschwindende  Kraft  tibrig,  welche 
offenbar  nothtvendig  eine  Drehung  des  Systems  um  die  feste  Axe 
AaAx  hervorbringen  muss,  so  dass  dasselbe  also  nicht  in  Ruhe 
sein  kann,  was  es  nach  dem  Obigen  doch  sein  müsste.  Es  ist 
also  falsch,  dass  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Kräfte  P0,  Px, 
Pt  sich  im  Gleichgewichte  befinden,  deren  Richtungslinien  nicht 
in  einer  Ebene  liegen  könnten,  und  diese  Richtungslinien  müssen 
also  unter  der  in  Rede  stehenden  Voraussetzung  jederzeit  in 
einer  Ebene  liegen,  wie  behauptet  wurde. 

Wir  wollen  jetzt  wieder  annehmen,  dass  die  Kräfte  P0,  Px,  P% 
»ich  im  Gleichgewichte  befinden,  und  dass  also  ihre  drei  Rieh* 
tungälinien  nach  dem  so  eben  Bewiesenen  in  einer  Ebene  liegen. 
Toter  der  Voraussetzung  nun,  dass  in  den  Richtungslinien  der 
drei  Kräfte  sich  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende,  also  ein 
Dreieck  bestimmende  Punkte  AQ ,  Ax ,  A2  annehmen  lassen,  kann 
man  die  Kraft  P0  in  dem  Punkte  A0  in  zwei  in  den  Richtungs- 
Knien  A0AX,  AtA0;  die  Kraft  Px  indem  Punkte  Ax  in  zwei  in  den 
Kkhtungslinien  AxAt,  A{)At ;  die  Kraft  P%  in  dem  Punkte  A2  in  zwei 
«den  Richtuugslinien  A9A(„  AXA*  wirkende  Kräfte  zerlegen  ;  und 
<s  liest  sich  nun  leicht  übersehen,  dass  jede  der  zwei  in  den  Rich- 
tlinien A0AX,  AXA%,  A2A»  wirkenden  Kräfte  einander  gleich 
itd  direct  entgegengesetzt  sein  müssen.  Weil  nämlich  die  Kräfte 
£i»  Pi »  P%  nach  der  Voraussetzung  im  Gleichgewichte  sind ,  so 
find  auch  die  sämmtlichen  in  den  Richtungslinien  A0AXf  AXA2. 
\A^  wirkenden  Kräfte  im  Gleichgewichte,  und  das  System  muss 
al«o  asch  dann  noch  in  Ruhe  bleiben,  wenn  man  sich  einen  der 
drei  Punkte  Aot  Alt  At  als  fest  denkt.  Denken  wir  uns  aber 
etwa  den  Punkt  At  als  fest,  so  werden  von  diesem  festen  Punkte 
dte  in  den  Richtuogslinien  Ax  A2,  A.tAu  wirkenden  Kräfte  ganz 
ksfgehobeti ,  und  es  bleiben  bloss  die  beiden  in  der  Richtungs- 
linie A^AX  wirkenden  Kräfte  übrig;  wären  nun  diese  beiden 
Kräfte  nicht  einander  gleich  und  direct  entgegengesetzt,  so  wür- 
den sie  sich  jederzeit  auf  eine  in  der  Richtungslinie  A0  Ax  wir- 
kende nicht  verschwindende  Kraft  reduciren,  welche  nothw endig 
eme  Drehung  des  Systems  um  den  festen  Punkt  A%  hervorbrin- 
tec  müsste,  was  mit  dem  Obigen,  wonach  das  System  sich  in 
Rohe  befindet,  im  Widerspruch  steht.  Also  sind  die  in  der  Rich- 
?»gslinie  A0AX  wirkenden  Kräfte  einander  gleich  und  direct 
tt^egengesetzt,  was  in  ganz  gleicherweise  auch  von  den  in  den 
Kkfctungslinien  Ax  At  und  A%A0  wirkenden  Kräften  gezeigt  wer- 
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den  kann,  so  dass  also  hierdurch  unsere  obige  Behauptung  voll- 
ständig bewiesen  ist. 

Die  Gleichungen  der  Ricbtungslinien  der  drei  Kräfte  Pot  /\, 
P2  seien  beziehungsweise: 


X  x0 

COSOq 

Cosft, 

X  —  Xi 

COS«| 

cosft 

X  — -  X<£ 

_  y—y* 

COS  «2 

cos  ß2 

cosy0 


cosyj 


cosy2 

wobei  wir  annehmen  wollen,  dass  diese  Richtungslinien  nicht 
sämmtlich  unter  einander  zusammenfallen ,  unter  welcher 
.  Voraussetzung  sich  in  denselben  offenbar  immer  drei  nicht 
in  gerader  Linie  liegende,  also  ein  Dreieck  bestimmende  Punkte 
A0,  Alt  A%  annehmen  lassen,  deren  Coordinaten  wir  durch  {<,, 
^o»  Soi  £i»  Vi*  £i;  £«>  V%>  &  bezeichnen  wollen,  und  iu  die  wir  uns 
die  Kräfte  P0,  Pl ,  P2  versetzt  denken  können. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  drei  Kräfte  P0>  Pl3  Pt 
unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  müssen  nach  dem  Obigen 
ihre  Ricbtungslinien  in  einer  Ebene  liegen,  und  diese  Ebene 
muss  also  mit  der  Ebene  des  Dreiecks  A0AtA2  zusammenfallen. 

Die  als  positiv  betrachteten  Seiteo 

des  Dreiecks  A0AlA2  bezeichnen  wir  beziehungsweise  durch 

rOi»    rn»  rw 

Die  in  dem  Punkte  A0  wirkende  Kraft  P0  zerlegen  wir  in 
zwei  Kräfte  nach  den  Richtungslinien  A0At  und  A2A0,  und  be- 
zeichnen dieselben,  indem  wir  sie  als  positiv  oder  negativ  be- 
trachten ,  jenacbdem  sie  von  A0  nach  Ax  und  A%  oder  nach  den 
entgegengesetzten  Seiten  hin  wirken,  durch  Pol  und  P^;  dann 
ist  nach  §.  '2.  13): 

/>0cos  «o  =  Pol  +  PM^* . 


2)....         P0coeß0  =  PM*p!  +  P* 


~Vo 


Ol  r«o 
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Die  in  dem  Punkte  At  wirkende  Kraft  Pt  zerlegen  wir  in  zwei 
Kräfte  nach  den  Richtungslinien  AtA2  und  A0AXt  und  bezeichnen 
dieselbe,  indem  wir  sie  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  je- 
tucbdem  sie  von  Av  nach  A2  und  A0  oder  nach  den  entgegengesetz- 
ten Seiten  bin  wirken,  durch  Plt  und  Pl0;  dann  Ut  nach  $.2.  13): 

P,  cos  «,  =  Pi,^1  +  Ao1^  . 

3)  \  PlCosßl=Plt,üpi+Pl0,kpi, 

rl2  »Ol 

Die  in  dem  Punkte  A+  wirkende  Kraft  P%  zerlegen  wir  in 
t«ei  Kräfte  nach  den  Ricbtungslinien  A%AQ  und  AxA%i  und  be- 
zeichnen dieselben,  indem  wir  sie  als  positiv  oder  negativ  be- 
trübten, jenachdem  sie  von  A2  nach  A0  und  Ax  oder  nach  den 
ntgegengesetzten  Selten  bin  wirken,  durch  P^  und  Pu ;  dann 
«rtwcb  {.2.  13): 

j  r«o  rl» 

Durch  Additioo  der  vorhergehenden  Gleichungen  erhält  man: 

P0COS  Oo  -f  Pj  COS  C*!  -f  COS 
»Ol  r12  »SO 

P0  cos  ft,  +  P\  cos  /J4  -f  PÄ  COS  ß% 
P0co*y0  +     cos yj  +  P% cos  yt 

:  (p«-|,'«)  Nir  +  <p«»-p«>  ^  +  c^-'w 
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Weil  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  die  Kräfte  P0,  l\  >  l*t 
im  Gleichgewichte  sind,  so  ist  nach  dem  oben  Bewiesenen  mit 
Rücksicht  aof  die  vorher  gegebenen  Bestimmungen: 

P0l  =  Pl0>  ^12  =  /J2i  >  PW  =  P<*; 

also  nach  vorstehenden  Gleichungen: 

IPoCosfto  +  ^iCos^+^cosoa  =  0, 
P0  cos  ß0  +  Px  cos  ß{  +  P%  cos  ß2  =  0  , 
neos y0  +  P\  cos/i  +  ^2co«y2  =  °- 

Ferner  erhalt  man  aus  den  Gleichungen  2),  3),  4): 
P«{$oC08ß0-Tlo™sao)=      'oi  2"     rol       ~       r0I  $ 

/>(;lco^l-i?lcosa1)=      P,^  —  ru  s, 

»Ol  rO!  > 


£ »  0?q  — "»fr)  _  *?*&>  —  **) 
r20  r2o 


f*  (£c  cos  &  —  %  cos  a*)  =     Pjo  ^ 

,p    <^(^i  —  Ii)     %^|—  fr)?. 

also,  wenn  man  addirt,  weil: 

pol  =  Pl0 ,    #\«  =  P41 ,    Pt0  =  #>nt 

ist : 

#>0(50cos/50  —  t/0C08  0f„) 
+  #M*iCoaft  —  ihcoaa,)    }  =  0; 
+  /*ttflCO*fc  —  *?*cos«a) 

weil  nun  aber  nach  1): 
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coscr0        cosft,       cosy0  * 

_  */i  -jfi  _  &  — *i 
cos«,        cos/*,   ~~  cosy,  ' 

hz**  _ *7i— y* _, k-** 

cosaa       cosß,  cosy2 

und  folglich : 

£o  cos  ft,  -  tj0  cos  «o  =  x0  cos  /J0  — yQ  cos  a0 , 
£,  cos  0,  —  i},  cos  er,  =  j;,  cos  /?,  — y,  cos  er, , 
^cos/Sj  — ^cosofj  =  xtcosß2-ytcosa9 
nt,  tso  Ut  nach  dem  Obigen : 

Po  (^o  cos  /?rt  ~  y«  COS  er0)  \ 
+  ros/?,  -y,  cos  er,)    >  =0, 

+  Pt(jrtcosßt  —  .»/«Cosa,)  ' 

™d  «ir  haben  daher  jetzt  überhaupt  die  folgenden  Gleichungen  : 

6) 

PQ  (xQ  cos  ß0  —  y0  cos  üq) 

+  CO» /?,  —y,  COS  «,)       ^  =0, 

+  P%  (xl COS  ß%  ~~  .'/2  COS  Ojg) 

^(yocosyo  — 2oCOS/50) 
4  /^i  (y,  cosy,  —  r,  cosft)      }  =  0, 
+  /Vy*cosy*-22co8k) 

P0(:0cns«^— *0cosy0) 
-f  Px     cos»!  —  xx  cosy,)     ^  =  0. 
+  P4(22cos«a—  3jCosy2) 

■ 

Aus  den  Gleichungen  5)  und  6)  ergiebt  sich  jetzt  also  der 
i"ljfftile  Satz: 

Wenn  die  drei  Kräfte  P0,  Plt  Ptt  deren  nicht 
»lumtlich  zusammenfallende  Rieh  tu  npslini  en  durch 
<ie  Gleichungen: 
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X  ~"  Xq 
C08ft0 

x—xt 

COS«! 

cosa2 


y— yo 

CO8ß0 

y—yi 

COS  0i 

cos/?a 


cosy0 
cosyi 1 
cosy2 


cbnrakerisirt  werden,  unter  einander  im  Gleichge- 
wichte sind;  so  ist  immer: 

P0COS  «o  +  Px  COS  «,  +  A^COSOj  =  0, 

/Vosft)  +  *\  cos/3,  +  /^cos/5,  =  0, 
Pocos/o  f  P,  cosyi  -f  /J2cosyÄ  =  0 

und: 

P0  (x0  cos  ß0 — y0  cos  of0) 
4  Px  (xx  cosft  —  yx  cos  aj)    >  =  0, 
+  P*{x%  cos  02  —ytcosat) 

^o(yoco»yo— «ocosÄ))  \ 

+  Pi(yiCosy!— x^osft)  |=0, 
+  Pi(y%co8y2—2^cosß^)  J 

Po  (i0  cos  «o — x0  cos  y0)  \ 
+  ^i  (zi  cos«i  —  xx  cos  yx)  1=0; 
+  Pf  (lacosctj  — jracosya)  ) 

oder  in  abkürzender  Schreibweise: 

<£Pcosa  =  0,    -2Pcos/?  =  0,  27>cosy=0; 

£P(xcosß  —  ycosa)  ==  0, 
-EPtycosy— xcos/3)  =0. 
£P(zcosa — arcos  y)  =  0. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  ob  sich  dieser  Satz  auch  um- 
kehren lässt,  nämlich:  ob,  wenn  diese  sechs  Gleichungen  erfüllt 
sind,  sich  immer  schliessen  lässt,  das«  dann  die  Kräfte  P0,  Px ,  #\, 
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unter  eioander  im  Gleichgewichte  sind,  wobei  alle  Grössen  die 
ihnen  im  Vorhergehenden  beigelegten  Bedeutungen  behalten  sollen. 

Zuerst  bemerken  wir,  dass,  wenn  die  sechs  obigen  Gleichun- 
gen erfüllt  sind,  dann  immer  auch  die  sechs  Gleichungen: 

£r*>cosa  =  0,    ZPco&ß  =  0,    2:Pcosy  =  0; 

-TP($cos0-»7co8«)  =  0, 
2P(fjco8y—tco8ß)  =0, 
ZP(fcos«-fcosy)  =  0 

erfüllt  sind,  was  aus  dem  Vorhergehenden  ohne  Weiteres  und 
ganz  von  selbst  hervorgeht 

Wenn  wir  die  Gleichungen: 

P0  cos  «o  +  Px  COS  Oi  -f  P%  COS  Ct%  =  0 , 
P0C08ß0  +  Px  cosft  +  P.cosfo  =  0, 
^ocosy«  +  Px cosy4  -f  Ptcos  yt  =  0 
-ich  der  Reihe  mit: 

cos  ßi  cos  yt — cos  Yi  cos  ß% , 
cos  y,  cos  o, — cos  ax  cos  y, , 
cos  o,  cos  ß%  —  cos  ßx  cos  a2 ; 

oder  mit: 

cos  ßt  cos  Yo  —  Co»  y«  cos/?0 , 
cos  ya  cos  «0— cos  cos  y0, 
cos  a*  cos  ß0 — cos  &  cos  an ; 

oder  mit: 

cos  p0  cos  yj  -  cos  yocos0, , 
cosy0 cos  «|  —  cos  öo  cos  yx , 
cos  «o  cos  ßi  —  cos  ß0  cos  <*|  • 

araitipliciren ,  und  dann  zu  einander  addiren;  so  erhalten  wir  die 
Gleichungen : 

p0iv  =  o,  /yv  =  o,  p%n=0; 
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wo  N  die  aus  §.  3.  bekannte  Bedeutung  bat ;  aus  denen, 
wenn  nur  nicht,  nie  wir  natürlich  anzunehmen  berechtigt  sind, 
alle  drei  Kräfte  verschwinden,  jedenfalls 

ZV  =  0 

folgt,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Richtungslinien  der  drei 
Kräfte  in  einer  Ebene  liegen. 

Nehmen  wir  nun  ganz  dieselben  Kräftezerlegungen  vor  wie 
früher,  so  erhalten  wir  die  Ausdrücke: 

Pocos*,  =  Pol  *t=Je+/>0,k-piff , 

r>  „„.o  _  n  Vi—Vo  ,  p   Vt  —  Vo 
P*co,ß0  =  P01  +  P(lt  . 

P0CO.y0=P01£-^+Pnl^; 

r0I  r20 

P.coa«*  =  P«,^-^ +P„  . 
P,co8Ä  =  Pf0^+Ptt2^., 

welche,  ftir 

P0cosoo,  P0cosß0l  P0cosy0;   P^osa,,  P,cosft,  Plcosyx  ; 

P^coaat,  P9cos/?ft,  Pacosy2 

in  die  Gleichungen  7)  gesetzt,  zu  den  folgenden  Gleicbungeo 
führen : 
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(#»«  -  p.»>  ^ + 6-^r + ww  -    ^ = 0 


und : 

(p01  -  #w         + <p,.-p«>  {|,V'*' 

+<p„-p«jIs5s^^  =  o. 

(P„,  -  P,„)*^^  +  <#>.,-  P«) 

+  (Pto_P(Ä)5!fci^o  =  0> 


<P« -  Plo) Ul  ~totl  +  (P„- P,.) ^S^— 

+  (P„-*W  =  o. 

Aas  drei  Gleichungen  von  der  Form: 

aox  +  boy  +  coz  =  0, 
alj:+6iy  +  cli  =  0> 

ergeben  sich  bekanntlich  immer  die  drei  Gleichungen: 

!flo(^-fiW  +  °i  (*i  ro  —  c%  b0)  +  a,  (60ct  —  c0©i ) }  *  =  0 , 
1 «» (Mt  —  *i     +  ai  (6,  c0  -  c%  b0)  +  a,  (60  q  —  c0  6! )  \y  =  0 , 
I  «o  (*i    — *i    )  .+  fli     co  —    W  +  a»  (fto    —  Co  ^i )  I  *  =0. 
Verbinden  wir  nun  die  drei  Gleichungen: 
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(P«,  -  P.o)  ^  +  (P.,-  P„)  +  (P..  ~  P..)1"^  =  0 

rOl  Tl%  ri« 

(/>«,  -  P,o)  ^  +  <P„  -  P, ,)  -  **•.>  =0' 

*oi  r19  7»0 

(Po, - P, „) +  (P, ,  -  P„) lL2^3-i» 

+  (P,.-p„)  '«»""»Ig  =o 

mit  einander,  and  bemerken,  dass: 

(to  —  li)t(^i—  *7»)  (I,  *7o -  *7. to)  -  toi  -  Vo)  (Ii     ~ *?i  I •  )  > 
+  too  -  *7i)  I  (Ii  V%  —  Vi  t.)  (I.  -  to)  —  (ta*7o  —  «7«  to)  (Ii  —  I.)  I 
+  (*o  %  -  *7o  Ii )  I  (Ii  -  t.)  (17,  -  i?o)  -  (I,  -  to)  O/i  -  V* )  \ 

=  tto  Vi  -  *?o  Ii)  l  (Ii  -I.)  (17.  -  i?o)  -  (I.  -  lo)  (*?i  ~  Vt)  I 
+  (Ii  1?.  — 171 10 1  (I,  -  t0)  too - 171 )  -  (lo  -  Ii )  (17,  ~  Vo)  I 
+  (I.  Vo  ~  17,  to)  I  (lo  -Ii)  (Vi  -  *?.)  -  (Ii  -10  too  ~Vi)\ 

=     (lo  Vi  -  *7o Ii)  I  lo  (%  — 17.)  +  Ii  to«  —  *?o)  +  la  too — Vi)  I 

+  (Ii  v%  -  Vi  I,)  I  lo  toi — v*)  +  Ii  to. — 170) + 1.  too — *7i )  l 

+  (t,*?o  —  i7.lo){totoi-^)  +li  to«-»7o)  +  t.too  —  i7i)i 

=  l  lo  toi — V2)  +  Ii  to. — 170)  + 1«  too— *7i)  l* 

ist;  so  erhalten  wir  die  folgenden  Gleichungen: 

(^01  -  Pio)  I  lo  toi  -  V*)  +  Ii  (17.  -  Vo)  + 1.  too  -  17, ) }»  =  0 ; 

iPi .  -  p*x)  l  lo  toi —Vt) + Ii  to. — vo) + 1.  (170  - 171)  }*  =  0, 
(P.o  -  ^o.)l  lo  toi  - 17.) + Ii  (»7.  - 170)  -+ 1.  too  - 171)  I*  =  0. 

Durch  ganz  ähnliche  Verbindungen  dreier  Gleichungen,  wie 
so  eben,  erhalten  wir  aber,  wenn  der  Kürze  wegen: 

[l^?]  =  lo  toi —v*)  +  Ii  to,  -  vo)  + 1.  too  -  vO» 

[VÜ  =  T7o«i  ~£.)  4  17.  ff.  -  to)  +  *  Ob -6) , 

[£]  =  fedi-l.)  +  &  (l.  -  lo)  +  £.#(to-t.) 

gesetzt  wird,  überhaupt  die  folgenden  Gleichungen: 

■ 
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<«,  ■  -  #».  .,)[{>)]*  =  (*»,.-#»„)  t«^J*  =  (p..-p»)  [iv)%  -  «. 
c.. -#•,..)[*]•=  M,-PM?  =  C,.-',JM,=o, 

c.,  ,  -  #*,  j  us]*  =  (p, ,  -  p, ,)  k  g»  =  (p, .  -  p„)  r«]« = o. 

Die  absoluten  Werthe  der  Grossen 

uvh  w],  im 

•ind  bekanntlich  die  Projektionen  des  Dreiecks  A0AlAi  auf  den 
F.benen  der 

xy,    yz,  zx; 
uod  weil  nun  nach  einem  bekannten  Satze 

Ä^A[A%  =  [WH        +  [ßl* 

*(,  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  AqAxA^  aber,  insofern  wir 
«ifiler  annehmen,  dass  die  Kichtungslinien  der  drei  Kräfte  nicht 
j'aramenfüllen,  nicht  verschwindet,  so  können  offenbar  die  Grössen 

U1?].    hfl»  If§] 

'Kt zugleich  verschwinden,  es  muss  wenigstens  eine  nicht  ver- 
*kwu>deii ;  daher  muss  in  Folge  der  obigen  Gleichungen  jederzeit 

'«n,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  Kräfte 

P\%\>  ^io»    ^12»  P*\'y  I\o* 

>olot  gleich  und  direct  entgegengesetzt,  folglich  die  Kräfte  P„f 
.  />4  im  Gleichgewichte  sind.    Daher  haben  w  ir  den  folgen- 
'■tr>  Satz: 

We-  o  n: 

Cosa,,       cos/3,,       cosy0  ' 

4fr7.'/i  =  z  ~"_  :» 

cos«!        cos/J,       cosy,  ' 

__  y—y«  _  =  —  :t 

COS  Ctg  COS  $j         COä  yi 

*  Gleichungen  der  nicht  sämmtlich  zusammenfallen- 
"  Richtungslinien  der  drei  Kräfte  />„  />, ,  />,  sind. 
*i  die  Gleichungen: 
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2;/>cosa  =  0,    ZPvo»ß  =  0,  £Pcosy=0: 

2P(xcosß  —  ycosa)  =  0, 
ZP(ycQ6y—  zcos/3)  =0, 
2P{icosa  —  arcos  y)  =0 

Statt  finden;  so  sind  die  drei  Kräfte  ^ ,  #*a  untpr 
einander  im  Gleichgewichte. 

In  Folge  der  beiden  vorher  bewiesenen  Sätze  lässt  «ich  nun 
aber  der  folgende  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Gleichungen  der  nicht  sämmtlich  zusam- 
menfallenden Richtungslinien  der  drei  Kräfte  Pot  Plt  Pt 


X  X0 

coscr0 

cos  ß0 

cosy0 

X  —  JT  i 

y—ih  _ 

cosßt 

cosyi ' 

X  x% 

y—yi  _ 

cos  cra 

cos  ßt 

cosv2 

sind;  so  sind: 

£Pco8a  =  0,    £Pcosß  =  0,    2?Pcosy  =  0; 

ZP(xcosß  —  ycos  «)  =  0, 
2P(ycosy  —  zcotsß)  =  0, 
£P(zcosa  —  xcosy)  =  0 

die  nothwendifiren  Bedingungsgleichungen  für  das 
Gleichgewicht  dieser  drei  Kräfte. 

Wir  haben  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wenn  die  Richtungs 
linien  der  drei  Kräfte  P0,  Px ,  P%  mit  einander  zusammenfallen, 
in  welchem  das  Gleichgewicht  der  drei  Kräfte  offenbar  dadurch 
▼ollständig  bedingt  wird,  das«  zwei  dieser  Kräfte  in  der  gemein 
schaftlichen  Richtungslinie  nach  einer  Seite  hin  wirken,  die 
dritte  nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin  wirkt,  und  das»  die 
Summe  der  beiden  ersten  absolut  genommenen  Kräfte  der  dritten 
absolut  genommenen  Kraft  gleich  ist.  Nehmen  wir  nun,  um  die 
Begriffe  zu  fixiren,  an,  dass  die  beiden  Kräfte  Pa,  Px  nach 
einer  Seite  hin  wirken,  die  dritte  Kraft  P%  nach  der  en  t  gegen - 
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gesetzten  Seite  hin  wirkt,  und  unterscheiden  die  folgenden,  rflck- 
gicbtlicb  der  Vorzeichen  der  Kräfte  möglichen  Fälle: 


Po 

P. 

positiv 

positiv 

positiv 

negativ 

negativ 

negativ 

nnGit!  i' 

^1  Kßrtt  II  V 

nPfra  ti  v 
Detail  v 

negativ 

negativ 

positiv 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

negativ 

negativ 

positiv 

positiv 

»o  ist  die  Bedingungsgleichung  für  den  Zustand  des  Gleichge- 
wichts der  drei  Kräfte  offenbar  beziehungsweise: 

Po+P,+Pa=0, 
Po-P,-P,=0, 
Po-Pi  +  Pa=0; 

o»d  zwischen  den  Winkeln 

«o»  ßo>  yo;  «i.  A»  yr»  «*>  ß*>  y, 

ßnden  die  folgenden  Beziehungen  Statt: 

f  «o  =  «I  =  180°-a2, 

'  yo  =  n  =  180°-/,; 

1*0  =  al  —  aa » 
ft>  =  Ä  =  0»  » 
yo  =  yi  =  y. ; 

,«0  =  180°-«,  =  180°-a2, 
J|30  =  180<>-|3,  =  180°— 
(  y0  =  180° -y,  =  180°-y,; 
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,  «0  =  180«-«!  =  «,, 

(  yo=180«-y,=y,; 

folglich  ziviseben  den  Cosinussen  dieser  Winkel  die  folgenden 
Beziehungen: 

cosa0  =  cos«,  =  —cos«,, 
cos/30  =  cos/3,  =  —co&ßt, 
cosy0  =  cosy,  ==  —  cosy«; 

cos  «0  =     cos  «,  =     cos  «,  , 

COS/30  =      COS/3,  =  COS/3,, 

cosy0  =     cosy,  =  cosy,; 

cos  a0  —  —  cos  «,  =  —  cos  «a , 
cos/30  =  — cos/3,  =  — cos/Sa, 
cos  y0  =  — cosy,  =  —  cosy,; 

cos«0  =  —  cos«,  =  cos«g  , 
cos  ß0  =  —  cos  0,  =  cos  02  , 
cos  yn  =  —  cos  y,  =     cosya . 

Werden  nun  in  den  einzelnen  hier  betrachteten  Fällen  die  Glei- 
chungen: 

P0+P,+  Pa  =  0, 

Po- Pi  -^  =  0, 

/>„-/», +  i»s  =  0 

als  erfüllt  vorausgesetzt,  so  folgen  daraus  durch  Multiplication 
mit  den  obigen  Cosinussen  in  allen  Fällen  die  Gleichungen: 

P0COS  «0  +  P,  COS«,  +P}C08  «2  =  0, 

Po  cos  0o  +  Px  cos/3,  -f  PaCOS#j  =  0, 
Po  cos  Yo  +  ^i  c°s  yi  +  P*  cos  ya  =  ö. 
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Werden  umgekehrt  die  Gleichungen: 

P0  cos  <*„  -f  Px  cos  a,  +  A>acos  =  U , 
/'o  cos  &  V  P\  c°sßi  +  P%  cosß2  =  0, 
^cosyoH-P,  cosyi  +  /J2cosya  =  0 

als  erfüllt  vorausgesetzt;  so  hat  man  vor  allen  Dingen  zu  be- 
achten, dass  wegen  der  Gleichung 

cos  cr02  +  cos  ßtt*  +  cos  y0a  =  1 

jedenfalls  mindestens  in  einer  der  drei  folgenden  Reihen: 

COSCf0,  cosc*!,  cosaft; 
cos/?0,  cos/5, ,  cosß7 ; 
cosy0,  cosyi,  cosya 

lie  absolut  gleichen  Grössen  nicht  verschwinden,  und  dass  also 
acs  den  als  erfüllt  vorausgesetzten  drei  Gleichungen  mit  Rück- 
sicht auf  die  obigen  zwischen  den  Cosinussen  Statt  findenden 
Utlationen  jederzeit  durch  Division  respective  die  Gleichungen: 

/*„  +  #>, -P.=0. 

PO+PX+P>=0, 

Po-PX-P*  =0, 

folgen. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  im  vorliegenden  Falle  das  Gleich* 
gewicht  zwischen  den  drei  Kräften  P0,  Plt  Pa  vollständig  durch 
'lie  drei  Gleichungen: 

P0  cos  c0  -|-  Px  cos  a,  +  Pt  cos  a2  =  0 , 
Pocos0o  +  Pl  cosßi  -f  P*  cos  ß2  =  0, 

» 

P0  cos  y0  +  Px  cos  y,  +  P*  cos  y a  =  0 

bedingt  wird. 

Setzen  wir  nun  aber  diese  Glsichungen  als  erfüllt  voraus, 
ist: 
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P0  (x0  cos  ß0  —  y0  cos  «o) 
+  Pt  (xx  cos  ßx  —  i/t  cos  ) 
+  P%  (xt  cos  ß% — y %  cos  «,  ) 
=  +  />o(#ocosft>  — y0cosa0) 
+  Px  {xx  cosßi  —yi  cos«!) 

—  (PoCOS^  +  ^COSjSi)^  +  (PoCOSffo  +  P^OSC,)^ 

=     /oK^o- ^cos^o-Cyo-y^cosao} 

+  A  i  (^i  —    cos  ßi  —  (yi  —  y«) cos  tf  i  J » 

*o  (y0  cos  y0-20  cos  ft>) 
+  A(yi  cosy,— z,  cos/J,) 
+  *2  (y*  cos  y2  —  H  cos  W 
=     *o (yo cos  y0  -  *o cos  ft>) 
+  cos^-JiCosft) 

-  (P0  cos  y0  +  Px  cos  yj )  ya  +  (P0  cos  ft,  +  Px  cos  ft )  2» 
=    Po\(yo  —  y^) cos yu  —  (i0 — -2)  cos ß0 1 

+  P\  I  (yi  ~  Ste) cos y!  —  (2,  — 12)  cosft  I , 

Pn  (x0  cos  cf0  —  x0  cos  yt)) 
+  /*i  (*i  cos  a,  —  ar,  cos  y, ) 
+  Pa  (2a  cos  a2  —  o-2  cos  y.t) 
=     /o  (*o  cos  o0 — #0  cos  y0) 
+  Pi  (ii  cosa,  —  ar,  cosyj 

—  (P0  cos  a0  +  Px  cos  «, )  h  +  (P0  cos  y0  +  Pi  cos  yt )  x% 
=     Po  I  (n>  ~  H)  cos  cf0  —  (x0  —  .r*)  cos  y0 } 

+  Pi  t  (21  —  H)  cos  «!  -  (xt  —  x2)  cos  yj  |. 

Weil  aber  die  Richtungslinien  der  drei  Kräfte  nach  der  Voraus 
Setzung  mit  einander  zusammenfallen,  so  ist  wegen  deren  Glei 
chungen : 

( *o  —  -r2)  cos  ß0  =  (y0  —  y^)  cos  o0 , 
(yo— y2)cos  y0  =  (20  —  24)cos0o> 
(20-24)  cosor0  =  (x0  -  x2)  cos  y0 

und: 

(*,  —  ar2)  cos  0,  =  (yx  —  y2)  cos  «j , 
(yi  —.Vi)  cosyi  =  (2j  —  24)  cosft  , 
(21  —  24)  cos  a,  =  (*,  —  x2)  cos  ; 
a|9o  nach  dem  Obigen: 

P0(ar0  cos /30—  y0cos«0)  ) 
+  Pl(xlcoeßl  —  yicos«,)  |   =  0, 

+  Pa^a  COS  04  —  JfeCOSttt)  ' 
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Po  C'/o      y0  —  zo  cos  ßo)  ) 
■f  Pi  (#i  cosy,  -    cos/3,)  j  =  0, 
f  (a(y2Cosy2  -  :2cos02)  ) 

P0(r0co8ß0  —  t0cosYo)  \ 
+  />,(:,  cos  or, —a-,  cosy,)  j  =0; 
+  cos  cr2  —  x%  cos  Z2) 

"oraus  man  siebt,  dass  im  vorliegenden  Falle  diese  letzteren 
Gleichungen  jederzeit  von  selbst  erfüllt  sind,  wenn  die  Glei- 
chungen : 

P0  cos  cr0  +  l\  cos  or,  +  P%  COS  =  0 , 
P0cob 0o-|-  Px  cos  /J,  +  A^cos  ßt  =  ö, 
^ocos/o-f  P,  cosy,  +  P2cosy2=:0 

erfüllt  sind,  oder  dass  im  vorliegenden  Falle  jederzeit  jene 
Gleichungen  aus  diesen  (Gleichungen  folgen. 

Mit  Rücksicht  auf  die  früheren  Sätze  kann  man  nun  ohne 
alle  Einschränkung  den  folgenden  Satz  aussprechen : 

Wenn  die  Gleichungen  der  Richtungslinien  der 
4t«i  beliebigen  Kräfte  P0,  Plf  P2 

cos  y0 ' 

cos  y, ' 

LZ.H 
cos  y2 

lind,  so  sind: 

£Pcosa  =  0,  2Pco*ß  =  Qt  2Pcosy  =  0; 

«£P(:r  cos  ß  —  y  Cosa)  =  0, 
£P(y  cosy  —  i  cosß)  =  0, 
-£P(:cosa— jrcosy)  =  0 

die  not  h  wendigen  Bedingungsgleichungen  für  den 
Zastaod  des  Gl  e  i  cb  gen  i  c  hts  zwischen  diesen  drei 
Kräften. 


cos  ec0  COS  ß0 
COS  CT)  COS  /3g 

_  .V— .V2 
cos  a2       cos  ß2 
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Bedingtingsgleiclmngen   für  das  Gleichgewicht 
zwischen  beliebig  vielen  Krallen. 

Bevor  wir  zur  Entwicklung  der  gesuchten  IJedingungs- 
gleichungen  selbst  übergehen,  wollen  wir  zeigen,  wie  sich  für 
auf  einen  Punkt  wirkende  Kräfte  die  Resultirende  bestimmen 
lässt. 

Die  gegebenen,  siinimtlich  auf  den   Punkt  (abc)  wirkenden 
Kräfte  seien: 

/V  'V  'V  Pn 

und: 

I) 

x  —  a      y  —  b       z  —  c 
cosor0      cos/J0      cosy,,  * 

x  —  a      y  —  b       z — v 
cosa,      ros/iJ,    "  cosy, ' 

x—  a      y  —  b       z  —  c 
cosa.2  ~~  cos]3.2  —  cosya* 

u.  s.  w. 

x  —  a  }l—b  z  —  c 
cosa„       cozßn  cosyn 

seien  die  Gleichungen   ihrer   Richtungslinien;   die  Uesultiren<k» 
dieser  Kräfte  sei  U  und 

x  —  a  y  —  b  z  —  c 
cos<p  ~~  cost//  cos^ 

seien  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinie. 

Die  Resultirende  der  Kräfte  P0,  P,  sei  tf,  und 

x  —  y —  6  i  —  c 
cosqp,  ~~  cos      ~~  cosft 

i 

seien  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinie;  so  ist  nach  §.  k2.  <>) : 

/?,  cosqp,  =  /^costfo  +  Plcosa,  , 
Rx  cost/zj  =  P0co»ß(}  -f  Pi  cos/3| , 
ftx  cosxi  =  P0cosy0  +  P,  cosy,. 
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Die  Resultirende  der  Kräfte  Rx ,  P%,  also  die  Kesultirende 
<Jer  Kräfte  Pttf  P, ,  P2,  sei  tf2,  und 

^izi'i.  ~  y — ^  . 2 — c 

COS  (JP2         COS  t//2         COS  X« 

*eifi>  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinie ;  so  ist  nach  §.'2.  f>): 

//8c»s  <p2  =  P,  COS  +  PgCOSOg, 
P2  cos  =  ü?!  C08 +  P2  cos  02 , 
P2cos  X2  —  P|  cos  jfi  +  P2cos  y2; 

'!»n  nach  dem  Vorhergehenden: 

H2  cos  <p2  =  PoCosaQ  +  P,  cosa,  -f  P*  Cosa., , 
Ut  cos  #a  =;  Pft  cos  ft>  -|-  P,  cos  /?,  -f  P*  cos  ß . . 
tf,  con  jr2  -  P„cosy0  +  P,  cos  y,  +  Pa  cosy.,. 

Die  Resultirende  der  Kräfte  #*t,  P3,  also  die  Kesultirende 
r  Kräfte  Pn,  P,  .  P»,  P3.  sei  P3 ,  und 

x  —  n       y  —  6  __  z  —  c 
cos<p8  ~~  cost^3  cos 

die  Gleichuntren  ihrer  Ricbtungslinie;  so  ist  nach  §.2.  6): 

P3  cos  qp3  —  P2  cos  q>2  +  Ps  cos  a9 , 
/^cosi/'j  =  #acostJ>,  +  Pscos03, 
Ii j  cos     =  /?a  cos  ^  -f  P8  cos  y3  ; 

j*'«  nach  dein  Vorhergehenden: 

^3 COS        =  P0COS«o  +        COS«|  -f  PaCOSCfa  -f  PsCOS(ti, 
ff3COStpj  =  P0COS/30+  PjCOsft  +  PaCOS/J*  -f  P3eOS/?3, 

f|W^b  —  P0  cos  y0  +  Pjcosy,  f  P.cosy,  +  Pscosy^. 

wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  unterliegt  keinem 
'"^W.  und  es  ist  also  nach  dem  sich  hier  kund  gebenden  Ge- 
*f«  tnrf  in  aoaloger  Bezeichnung  für  eine  beliebige  Aozahl  von 
Birten: 


J94  Gruner  t:    Seite  analytische  Entwicketung  Oer 

„COS  <pn  =  P0  COS  ft0  +  P\  cos  al  +        C<>S  «»  +  ••••  +  Pn  COS  a«  » 

cos  ty*  =  /\,  cos  ß0         cos  j3,  +  A>v  cos  0 +  /'«  cos  0„  , 
Rn  cos  xn  =  /J0cos  y0  +  A*!  cos  y,  f  ^  cosy*  -f . . . .  +  Pn  cos  y»  ; 

oder,   wenn  man  jetzt  (ur         9»,  t/^«.       beziehungsweise  tf. 
9,  ty,  %  schreibt: 

2) 

/2cos  <p  =  /J0  cos  o0  -f-  /J,  C08  «1  +  P<t  cos  aa  -f  -f-  Pn  COS  Oh  , 

Äcosty  =  P0  cos  /30  -f  Px  cos    +  /\  cos  ßt  + ....  +  Pn  cos  /5„  , 
cos  x  =  /*0  cos  Yo  +  /Ji  cos  yt  +  P*  cos  y4  + ....  +  /Jn  cos  y„  ; 

oder  in  abkürzender  Schreibweise: 

3) 

cos<y  =  ZPcosa,  ßcosif>  =  SPco&ß,  Rco*x  =  £Pcosy; 

aus  welchen  Gleichungen  R,  <p,  x  bestimmt  werden  müssen, 
wobei  wir  uns  jetzt  nicht  aufhalten,  weil  diese  Bestimmung  für 
unseren  nächsten  Zweck  nicht  erforderlich  ist. 

Wenn  man  in  den  durch  die  Gleichungen  1)  charakterisirten 
Richtungslinien  der  Kräfte 

^0  »  P\*   P*>  /J3  »  •  •  •  • 

beliebige  Punkte 

ta>yo*o)»  (**y***)>  0*n.y»:„) 

annimmt,  deren  als  positiv  betrachtete  Entfernungen  von  dem 
Punkte  (abc)  beziehungsweise  durch 

bezeichnet,  und  die  Kräfte 

^O'  P\  »  P%  *  P*t  ••••  Pn 

als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  sie  von  dem  Punkte 
(06c)  nach  den  Punkten 

(*0#0*o)»  (*t3M*)\  ••••>  (Xnynln) 

hin,  oder  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  gerichtet  sind  ; 
so  ist  nach  §.1.  5): 


1 
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3V)  —  a           _        y„  — -  b  z(,  —  c 

co8ao  =  -5-— ,    co8/50  =  ^ — ,  cosy0  =  ~°—  i 

ro                         *o  ro 

x\ — a              a          Vi  —  b  I.  — C 

coxal  =  — - —  ,    cos  ß{  =  p  l   cos  Vi  =  ; 

rI                      rl  rl 

x2  —  a          n       Va — b  2, —  c 

cosa,  =            ,    cos/3,  =  ?-a     ■  ,  cosy9  =r   i 

u.  s.  w. 

—  a           a       y»  —  6  2«  —  c , 

co8o„  =  —  *    cosp«  =  — - — ,  cosy«  —  — - — ; 

r%                           r„  rn 

nach  2): 

r0               ri                r2  rM 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass 
ig  viele  Kräfte  und  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinien : 


5) 

y-yo  _ 

C08  O0 

cosß0  " 

cos  y0 ' 

x  — 

COS«! 

y-.vi  _ 

cos  ßx 

2  — r, 
cosyi 

COS  Cfj 

COS/Ja 

u.  ß.  w. 

2—2* 

cosy* 

x— a*n 

y—y- « 

CO6  0« 

2  —  2« 

COS)'« 

Um  die  notwendigen  Bedingungsgleichungen   für  das 
Gleichgewicht  dieser  Krfifte  zu  finden,  nehmen  wir  drei  beliebige 
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s 

(a'b'c'),  («Tc"),  KW) 
.ü»,  und  ziehen  von  jedem  dieser  Punkte  durch  alle  Punkte 

(**0#o*o)»  (*l!/lz0>  (*2!hz-l)  AXnynln) 

(■erade.     Nach  diesen  (Geraden  als  Richtungslinien  zerlegen  wir 
jede  der  KräTte 

P,>  ,   P|  ,  P-i  ,  P3  ,  .  . .  .  Pn 

in  drei  Kräfte,  welche  >vir  beziehungsweise  durch 

P  '  P  "  P  w«    P  '  P  "  P    •   p  '  P  "  n  w.      .  p  '  n  "   o  »« 

bezeichnen,  und  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jcnachdem 
sie  nach  den  von  den  Punkten 

(a'b'c'),  (a"b"c")y  (aMb'"cm) 

nach  den  Punkten 

(*o#o*o)>  (*l.Vl*l).  (^2y«22),  (Xnynln) 

hin  genommenen  Richtungen,  oder  nach  den  entgegengesetzten 
Richtungen  hingerichtet  sind.  Bezeichnen  wir  dann  die  als  positiv 
betrachteten  Entfernungen  der  Punkte 

(^oyo^o)»    (*i3f|2i),    (X*y%ti),  (XnlfnZn) 

von  den  Punkten 

(a'b'c'),  («'7/V'),  (a'"b'"cm) 
beziehungsweise  durch 

*o  »  ro  t  ro  »    ri  »  ri  »  ri   *    r«  »  r«  »  r«  ,  r„  ,  r»"; 

so  ist  nach  §.3.  10): 

P  rn««  —  P  '  Jr°~"q!x  p       ~~  a"  t  p  »Jn""flW 

ro  'o  » o 

I  oC°SPo  =  *0    —TT—  +  f*0         "«  "  +  #  o   IT«/—  > 

r<>  ro  rO 

P  rnav    —  p  '  Z°-T1C-  4-  P  "  *°"~C"    i  p  /«  ^LZLP"'  • 

#  „  cos  Yo  —  '  o        t    +'o      —??     -f-  '0      „  w —  » 

r«>  ro  r0 

P  rn*/y    —  P  '  ^  ~  °'  4-  P  "  ^  ~~  "    1  p  n'" 

i  ,  co^cr,  —  1 ,  -f '  1     r^ti    +  '  1  » 

p  cos 0  -  p       + p  " ^--^4.  p  »y*  - h" 

i  1  cos  yi  —  /1     —7 — h  —7; — r 1  \     ~m  » 

ri  ri  ri 

- 
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u.  s.  w. 


r„  r«  r« 


rn'       '  In  Tu 

I  w         #/  ,  /// 

i\  COS  yn  —  fn       r~n> —  +  — Tr"      +  "n  ' 

Bezeichnen  wir  nun  die  Resultirenden  aller  in  den  Punkten 

(a'b'c').  (a'W),  (a"W) 
«rta>den  Kräfte  durch 

n\  n",  nm 

M  die   Gleichungen  der  Richtungslinien   dieser  Resultirenden 

a'  _  y  —  b'  _  i  —  c' 
cöäqo'  ~~  costf/'  ~~  cos*' 

x  —  a      _jt  —  t>       :  —  c 
cos  <j>"       cos  i//'  ~  cos  ' 

x—Qm      y  -  b'"  z-c'\ 
coaep"      cost//1*  'cosx* 


4): 


0     V    +^     r,'    +         rt'  r„'  ' 


uiginze 
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pf»       "  _  p  £o  ~  «"  ,  p  „*i  ~  <*"  ,  p  ^2  -  a"  ,     ,  p  *J"-q" 
II  cosg>  —  r0      _  ti—  +  /  i      —7;     +  *%     zr»    +  »  , 

»o  ri  ra 

Ji  costp  =  r0     rj/'     ■   1      n"  2  •  •**  « r"  ril" 

TT  cosjf  =  PQ  ~~t,  h  P\  —       -rr%  -    „    +....+ r«  ——77  > 

r0  r,  r.z  rn 

• « •  •  T  ■«  _. 

Tu 

r0  rl  T2 

••••  T  _  Hl 

,  P. .*--<•-'" 

•  •  •  •  r  *  n         ~>^;  * 

Stellen  wir  jetzt  die  notwendigen  Bedingungsgleichungen  ftir  das 
Gleichgewicht  der  drei  Kräfte  77',  77",  77'"  auf,  so  erhalten  wii 
offenbar  unmittelbar  die  gesuchten  notwendigen  Bedingung*« 
gleichungen  für  das  Gleichgewicht  der  Kräfte 

Po*  Pl»  P**  1  Pn- 

Nach  j.  5.  sind  aber  die  in  Rede  stehenden  Bedingungsgleichungen 
J7'  cos  <p*  +  77"  cos  <p"  +  77*  cos  g>w  =  0 , 
Jl'cost^'  +  17"  cos  tf'  +  77"  cos  t//"  =  0, 
71' cos  x*  +  TT9  cos«"  +  JZ"  cos  f  =  0; 

77' (a'  cosif/'  —  6' cos  9')  \ 
+  77" (a"  cost|/'  -6"  cos  9")  >  =  0, 
+  J\m  (a  '"cos  H>"'  -  6W«os  g>w)  ' 

77'  (6'cosx'— c' cos^O  \ 
+77"  (6"cosx"-c"cosv/')  >  =  0, 
-f  n'"(b",co8%m-ca,coatyM)  1 
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W  (c'  cosqp'  —  a'  cos  %')  \ 
+  II"  (c"  cos  <p"  -  a"  cos  f)  (   =  0 ; 
+  JZw(c'%os<p"'  — a'^cos/')  ' 

«od  diese  Gleichungen  müssen  nun  mittelst  des  Vorhergehenden 
weiter  entwickelt  w erden. 

Zunächst  erhält  man  mittelst  der  oben  gefundenen  Formeln 
auf  der  Stelle: 

Jl' cos  <p'  +  /7"cosg>"-f  nMcos<pm 
=  PqCOsoq  +  Px  cos  «|  +  P^cos  flfe  +  •  • .  •  -f  P„cos  a„t 

Ji'cosi//  +  TV  cos  ty"  +  II" costym 
=  Pocos^o^/^cosft  +  P.Äca9ß2  +  ....+Pncosßn, 

77' cos  x'  +  77"cosx"+  U"' cos/" 
—  P„cosy0  +  P,cosyi  +  />acosy2  +  .. .. -f  P„cos  y„. 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen . 

77'  (n'  cosiJ>'  —  b'  cosqp') 
+  7T(*"  cos*"  -6"  cosp") 
+  Ilm  (am  cos  il>m  —  6"'  cos  <p'") 

(P..y«zLbl ±P»yjzzb" 4.P»y*-b" 4.  *p„y«-b"\ 

  /;/  W  «I  /#/_ 

p  «r*"~"    ■  n  «IlT  a_'j.  p  mTi-a    ,        ,pm*n-a  "\ 
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II.  8.  W. 


II.  6.  W. 


u.  8.  \r. 

+  0  V  0    r„'"      3,0    r„'"  ^ 


uiginze 
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U.     8.  W. 


i.      a.       ™ . 
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=  P0  (-ro  cos  j30  —  y0  cos  «0) 
+  P\  cos  ßi  —.Vi  cosc^) 
+  Ptl  (ar2 cosß2—  t/i cos  at)  j 

u.    s.  w. 
+  />„  (*„  COS  ßn  -  >  cos  cr„). 

Weil  sich  nun  die  übrigen  obigen  Uedingungsgleichungen  de* 
Gleichgewichts  der  Kräfte  JZ',  ü",  W"  ganz  eben  so  behandle 
lassen,  so  erhalten  wir  als  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgi' 
nichts  der  Kräfte 

Pq  t  Pj »  P2»  P$  *  '  '  ' ' »  P*1 

1 

die  folgenden  Gleichungen: 

PQ  COSC0  4-/^1  COSttj  +  P2COSß2  +  --  +  PnCOSOu  =  0, 

I 

Pocos/So  +  Picosft +/J2cosjfta-r....  +  />nCos/S«  =  0, 

p0  cos  y0 + ^1 cos  Yi  +  *a cos  + •  •  •  •+  p* cos  y*  =  0 ; 

I 

P0  (x0  cos  ft,  —  y0  cos «%)  ! 
+  f\(.T,  cosft  -^cosofj)    f  j 

+  /Ja  (ar2  cos    —  J/2  C08  «2)   (  =  0 , 
u.  s.  w.  I 

+  Pn  (*n  COS  ßn  —  ijn  COS  0f„)  , 

Po  (i/o  cos  y0  —  :0  cos  ft>)  1 

+  AtylCOSft-^COSft)  J 

+  P*(y*  cos  ya  — *2  cos  ßz)    >  =  0, 

U.  8.  \V.  1 
+  P n  (i/nQOB  y*  —  2«  COS  ßn)  ' 
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P0(r0cosao  — a:0cosy0) 
-f  Px  (zx  cos  er,  —  xt  cos/i) 

u.  «.  w. 

+  P„  (rn  COS  Cf n  —  Xn  COS  y„) 

und  haben  daher  jetzt  den  folgenden  Hauptsatz  der  ganzen  Statik 
Für  beliebige  Kräfte 

deren  Richtungslinien  durch  die  Gleichungen: 


x — x, 


cosa0       cosß0  cosy0* 

^  _  y ?/i  _  ^ 

cosot        cosft      cosy, ' 

cos  aa       cos  /3a      cos  ya ' 
n.   s.  w. 

cos  an       cos  j3n      cos  y„ 

rharakterisirt8ind,8iod  die  nothwendlgen  Bedingung» 
:leicbungen  des  Gleichgewichts: 

2:/icosa  =  0,    2Pcosß=zi),  SPcosy^Q; 

2P(x  cos  0  — y  cosa)  =  0, 
ZP{ycosy  —  :  cos0)  =  0, 
£P(zco8u  —  xeosy)  =  0. 

$.  7. 

Resultirende  beliebig  vieler  Kr&fte. 
Die  gegebenen  Kräfte  seien  wieder: 

Pq  »  P\  t  P%t  P%  »  •  •  •  •  i  Pn 


14* 
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1) 

>»  -  - 

 y  yp 

.  *  2o 

cnsc0 

COS  0O 

cosy0 

X  —  Xi 

cos  o, 

cos/?, 

COS  j'j  * 

X  — X* 

cos  a2 

y-y* 

cos  02 

cosya 

u.    s.  w. 


x —  xn  _  y  — -y»  _  _  *_ 


cos  er«       cos/3n  cosy„ 

seien  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinien. 

§ 

Die  Resultirende  dieser  Kräfte,  insofern  es  eine  solche  giebl, 
was  durch  die  folgenden  Untersuchungen  seihst  erst  weiter  er 
mittelt  und  entschieden  werden  soll,  sei  R,  und 

x  —  X     y  —  Y     i  —  Z 

*   cosqp       costfj  ~~  cos% 

seien  die  Gleichungen  der  Richtungslinie  dieser  Resultirendeo. 

Zuerst  gehen  wir  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  es  für 
die  gegehenen  Kräfte  eine  Resultirende  R  wirklich  giebt.  Dann 
giebt  es  fÖr  die  gegebenen  Kräfte  auch  eine  Aequipollente,  welche 
der  Resultirendcn  gleich  und  direct  entgegengesetzt,  und  daher 
—~R  ist,  insofern  wir  die  Gleichungen  2)  auch  als  Gleichungen 
der  Richtungslinie  der  Aequipollenten  betrachten.  Da  nun  die 
Aequipollente  mit  den  gegebenen  Kräften  im  Gleichgewichte  ist, 
so  dass  also  zwischen  den  Kräften 

deren  Richtungslinien  durch  die  Gleichungen  I)  und  2)  cbarakteri 
sirt  sind,  Gleichgewicht  Statt  findet,  so  haben  wir  nach  §.6.  die 
folgenden  Gleichungen: 


ZPcosa  —  Rc<i8q>  =  0, 

2Pco8ß  —  Rco8il>  =  0, 

ZPcosy—  Rco8%  =  0; 

2P(xcosß—  ycosa)  —  R(Xco8y—  Fcosp)  =  0, 
EP(yco8y  —  rcos/3)  — Ä(Fcos  %  —  Z  costp)  =  0, 
£P(z  cos« — arcosy)  —  R(Zcos<p  —  Xcos  %)  sz  0; 
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oder: 

3) 

Rcomo?  =  ZPcosa,    Äeost/;  =  SPcosß,    Äcos*  =  EPco%y\ 

fl(Acosij/  —  Fcosqp)  r=  ZP(xco8ß— ycosa), 
K  (  Fcos  x  —  Z  cos  H>)  =  £P(y  cos  y  —  t  cos  |3), 
/£(Zcos<p  —  X cos  x)  =  £P(2co$a  —  xcosy); 

»der,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  im  Folgeoden  immer: 

4) 

L  =  ZPcosa,    M  =  ZPcosß,    JS  =  ZPcosy, 

iV,  =  ZP(xcosß  —  ycosa), 
=  «^(jy  cos  y  —  r  cos  0) , 
Äff  —  <£P(zcosa  —  arcoey) 

tetzea : 

5) 

/?cos<p  =  L,    Rcosty  =  M,    /?cosx  =  iV; 

fV(A'cos^  —  Fcosqp)  =  iV, , 
Ä(Kcos  x — Zcost^)  =  L| , 
R(Zcosq?  -  Xcob  %)  =  ili,  ; 

*tei : 

Rcos(p=L,    Äcosi^=^f,    Rcosy  =  iV; 

JV,-jl/Ä  +  LF  =  0. 
L,-iVF+ jWZ  =  0, 
MX-LZ  +  iVA  =  0. 

Wenn  wir  die  drei  letzten  Gleichungeu  nach  der  Reihe  mit 
X,  L,  M  multiplicireo  and  dann  zu  einander  addiren,  so  erhalten 
~ir  die  Gleichung: 

7)  LLi  -f  MMX  +  ISN,  =  0, 

welche  Elemente,  die  sich  auf  die  Resultirende  beziehen,  gar 
«djt  mehr  enthält;  und  wir  haben  daher  den  folgenden  Satz: 
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Wenn  es  für  die  Kräfte 

eine  Resultirende  giebt,  so  ist  immer: 

LLt  +  MMX  +  MV,  =  0. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  aber  ferner  unmittelbar  der 
folgeude  Satz: 

Wenn  die  Gleichung: 

LLV  +  MM^NNX  =  0 

nicht  erfüllt  ist,  so  giebt  es  für  die  Kräfte 

keine  Kesultirend  e. 

Wenn  wir  aus  den  drei  ersten  der  Gleichungen  6),  natürlich 
in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

cosq>2  -f-  cos     -f-  cos  v/2  =  1, 

die  Grössen  U  und  9,  ty,  %  bestimmen;  so  erhalten  wir  die  Aus- 
drücke: 

und  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

COSW  =  it  =    I    —7n  =r_:  —z=r  — 

M  M 
N       B  iV 

COS  Y  =         =  +  ~   —  ; 

Ii      -  y  /  2  +  J/a  +  ^ » 

woraus  sich  ergiebt,  dass  man  für  cos 9,  cost//,  cos  2  nur  end- 
liche bestimmte  Werthe  erhält,  wenn  die  Grösse 

L*  +  m  \  zv* 

nicht  verschwindet,  wenn  also  nicht  zugleich 

L  =  0,   M  =  0,   iV  =  0 

ist,  oder  wenn  wenigstens  eine  der  drei  Grössen  L,  Jf,  ZV  nicht 
verschwindet. 
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Aus  allem  Bisherigen  erhellet  nun,  dass,  wenn  wir  uns  über- 
haupt die  Aufgabe  stellen:  die  Resultirende  der  Kräfte 

»       *  I\  *  1\  *  '  • '  '  »  P** 

zu  bestimmen,  wir  jedenfalls  von  den  beiden  V  oraussetzungen 
ausgehen  müssen,  dass  die  Gleichung: 

llx\  mix  \  mv,  =  o 

erfüllt  ist,  und  dass  die  drei  Grössen  />,  My  2V  nicht  sämmtiieh 
verschwinden. 

Um  nun  unter  diesen  nothwendigen  Voraussetzungen  die 
Gleichungen  6)  aufzulösen,  bestimmen  wir  zuerst  aus  den  drei 
traten  dieser  Gleichungen  die  Grössen  H  und  <jd,  \\> ,  ^;  und  er- 
halten für  dieselben  wie  vorher  die  folgenden  Ausdrücke: 

8) 

R  =  ±  VI*  +  iW*  +  /v«; 

cos  <p  =  n  =  + 


COS  *  _   ^  —  ±        L2  f  ,|/*+/V»  ' 

iV  iV 
COS  7  =  7-.  ~  f        ■.  .„————  ; 

Ä      -  Vi/4  +  /W*  +  A  2 


">  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  be- 
ziehen, und  welche  für  die  gesuchten  Grössen  unter  den  gemach- 
ten Voraussetzungen  jedenfalls  endliche  bestimmte  Werthe  liefern. 
Zugleich  erhellet,  dass  Ii  nicht  verschwindet. 

Was  die  doppelten  Vorzeichen  betrifft,  so  ist  darüber  zu  be- 
merken, dass  es  ganz  gleichgültig  ist,  welche  Vorzeichen  man 
mmmt.  Nimmt  man  nämlich  die  oberen  Zeichen,  und  setzt  also, 
m«tom  man  R  positiv  nimmt: 

R  =  Vr«  + Af*  +  Aa; 

<o  heust  dies,  dass  die  Richtung  der  Richtungslinie  der  Kraft 
welche  den  durch  die  Formeln: 
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 M  ■_ 

cos  *  —  R  _  vr£2  +  i|fa+ Aa' 

_  N  N 


bestimmten  Wickeln  05,  ^,  z  entspricht,  die  Richtung  der  Kraft 
R  ist;  nimmt  man  dagegen  die  unteren  Zeichen,  und  setzt  also, 
indem  man  H  negativ  nimmt: 

ä  =  —  VL*  +  af«  +  iV*; 

so  beisst  dies,  dass  die  der  Richtung  der  Richtungslinie  der 
Kraft  R,  welche  den  durch  die  Formeln: 

L 

M   

iV   


L 

cos  9  =  ^ 
M 

C081//  =  ^ 


iV 

cos*  =  £ 


bestimmten  Winkeln  q>,  ty,  %  entspricht,  entgegengesetzte  Rich- 
tung die  Richtung  der  Kraft  R  ist;  und  da  nun  diese  Richtung 
offenbar  mit  der  identisch  ist,  welche  den  durch  die  Formeln: 


M 

COS  t/S  =  a  r-  t 


cos  %  — 


iV 

\^L*  +  iü 2  +  ZV* 


bestimmten  Winkeln  q>,  ^,  %  entspricht,  so  sieht  man,  dass,  wie 
schon  erinnert ,  beide  Bestimmungen  der  Kraft  R  ganz  auf  Das- 
selbe hinauslaufen,  und  dass  es  also  der  Einfachheit  wegen  ver- 
stattet ist,  im  Folgenden  bloss: 
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9) 

l   

Vz/>+  /ip+/v* 

zv  setzen,  wo  also  die  nicht  verschwindende  Kraft  K  positiv  ist 
nod  nach  der  durch  die  Winkel  g>,  tyt  %  bestimmten  Richtung 
ihrer  Richtungslinie  hin  wirkt.  Diese  letzteren  Formeln  werden 
wir  dem  Folgenden  meistens  zu  Grunde  legen. 

Um  die  Kraft  R  vollkommen  zu  bestimmen ,  ist  es  nun  aber 
noch  nöthig,  den  Punkt  (XYZ)  ihrer  Richtungslinie  zu  kennen, 
'oraoter  jeder  Punkt  der  Richtungslinie  verstanden  werden  kann, 
ts  vrird  daher  darauf  ankommen,  zu  zeigen,  dass  unter  den  ge- 
dachten Voraussetzungen  X,  Y,  Z  in  endlichen  völlig  bestimm- 
te Ausdrucken  immer  so  bestimmt  werden  können,  dass  den 
4f«  letzten  der  Gleichungen  6),  nämlich  den  Gleichungen : 

i  /Vi  —  MX  +  LY  =  Ot 

10)  j  Lt—NY+MZ  =  0, 

'  iüj— LZ  +  /VX  =  0 

•-iiiständig  genügt  wird.  Wenn  man  aus  der  Isten  und  2ten, 
-tea  und  3ten,  3ten  und  Isten  dieser  Gleichungen  beziehungs- 
weise F,  Z,  X  eliroinirt,  so  erhält  man  die  drei  folgenden  Glei- 
rbongeo : 

Mi  +  LL,  +  M(LZ-NX)  =  0, 
LLt  +  MNX  +  N(M\ -L  Y)  =  0, 
MMX  -f  /V/V,  +  Z,(/VF-jtfZ)  =  0; 

•Ott: 

LL,  +  iW ^  +  AW,  -  — LZ  -f  /VJT)  =  0, 
L  +  M M 1  +  /V/Vt  -  /V  ( /  Vi  -  M X + L  F)  =  0 , 
LLt+iV^+ZV/Vi-LCL,  -2VF+AfZ)=0; 


costp  =  = 

cosij;  =  -g  = 
/V 

cosZ=ß  = 
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also,  weil  nach  der  Voraussetzung 

LL,  +  Jl^ +'/VAT1  =0 

ist: 

/W(/>/i— LZ  +  iVA)=:0, 
AfA,  — MA  +  LF)  =  0, 
Z,(L,  -ATF+ AfZ)=0. 

Nach  der  Voraussetzung  verschwinden  die  drei  Grössen 
L,  M,  A  uicht  sämmtlich,  und  mindestens  eine  verschwindet 
also  nicht,  was  uns  auf  die  Betrachtung  der  drei  folgenden  Fälle 
fuhrt. 

Es  verschwinde  L  nicht.  Nach  dem  Vorhergehenden 
folgt  aus  den  beiden  Gleichungen: 

Aft-LZ  +  AAs  0, 
A,-;VAfLF=0 

durch  Elimination  von  A'  die  Gleichung: 

L(L1-AF+;VZ)  =  0, 

also,  weil  L  nicht  verschwindet,  die  Gleichung: 

JLl_i\r+J/Z  =  0; 

und  um  also  A,  F,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  drei  Gleichun- 
gen 10)  vollständig  genügt  wird,  ist  es  bloss  nöthig,  die  Grössen 
A,  F,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  zwei  Gleichungen: 

Ml-LZ+NX  =  0, 
Ai-iVA'4  LF=  0 

genügt  wird,  was  mittelst  der  Formeln  : 

NX-K 

II)  *  —   jT  »       £d  —  ♦ 

in  denen  man  für  A  jeden  Werth  setzen  kann ,  wegen  des  nicht 
verschwindenden  L  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  mit- 
telst endlicher  völlig  bestimmter  Ausdrücke  möglich  ist. 
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Es  verschwinde  M  nicht.  Nach  dein  Vorhergehenden 
Mgt  aus  den  beiden  Gleichungen : 

NX-MX\  lf  =  o, 

Lx-iXY  +  JiZ  =  0 

durch  Elimination  von  F  die  Gleichung: 

M(MX-LZ  +  NX)  =  0, 

also,  weil  M  nicht  verschwindet,  die  Gleichung: 

Mx  -LZ\  NX  =  0; 

ood  um  also  X>  Y,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  drei  Gleichun- 
2«n  10)  vollständig  genügt  wird,  ist  es  bloss  uöthig,  die  Grossen 
A",  Y,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  zwei  Gleichungen: 

Nx  —  MX  -f  L  Y  =  0, 
LX-NY  +  MZ  =  0 

genügt  wird,  was  mittelst  der  Formeln: 

12)  ...  .    Z  =   ^ —  ,    A  —  iW 

rj  denen  man  für  F  jeden  Werth  setzen  kann,  wegen  des  nicht 
^«schwindenden  M  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  mit- 
ttin  endlicher  völlig  bestimmter  Ausdrücke  möglich  ist. 

Es  verschwinde  N  nicht.  Nach  dem  Vorhergehenden 
r«.|gt  aus  den  Gleichungen: 

Lx  -  2V  F  r  J/Z  =  0, 
JA  — LZ  +  AA*  =  0 

•*arch  Elimination- von  Z  die  (Gleichung: 

A(iVl-J/A'+LK)  =  0. 

*Uo.  weil  iV  nicht  verschwindet,  die  Gleichung: 

Nx  —  MX  -f  L  F  =  0; 

oöd  um  also  X,  F,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  drei  Gleichun- 
etn  10)  vollständig  genügt  wird,  ist  es  bloss  nöthig,  die  Grössen 
X  F,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  Gleichungen: 

LX-NY+  MZ  =  0, 
Mx  —  LZ  +  ^  Y  =  0 
wird,  was  mittelst  der  Formeln: 
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W) A-    n    '  Y- — iv — ' 

in  denen  man  für  Z  jeden  Werth  petzen  kann,  wegen  des  nicht 
verschwindenden  N  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  mit- 
telst endlicher  völlig  bestimmter  Ausdrucke  möglich  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,  dass  es  unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen für  die  gegebenen  Kräfte  immer  eine  nicht  ver- 
schwindende Resultirende  giebt,  welche  mittelst  der  Formeln  9), 
11),  12),  13)  jederzeit  in  endlichen  völlig  bestimmten  Ausdrucken 
vollständig  und  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt  werden  kann, 
so  dass  sich  also  jetzt  der  folgende  Satz  aussprechen  lässt: 

Wenn  die  Gleichung 

LLX  +  MMX  +  NNX  0 

erfüllt  ist,  und  die  drei  Grössen  L,  M,  N  nicht  sämnit 
lieb  verschwinden,  so  giebt  es  für  die  Kräfte 

f*0*    f*l>   ^2»  ^3» 

immer  eine  nicht  verschwindende  völlig  bestimmte 
Res  ul  tir  ende. 

Die  zur  Bestimmung  dieser  Resultirenden  erforderlichen  For- 
meln sind  im  Obigen  vollständig  gegeben  worden. 

Wir  wissen  also  jetzt,  dass  es,  wenn  die  Gleichung 

LLX  +  MMX  +  NJSX  =  0 

nicht  erfüllt  ist,  keine  Resultirende  giebt;  und  dass  es,  wenn  die 
Gleichung 

LLX  +  MMX  +  MV,  =  0 

erfüllt  ist,  und  die  Grössen  L,  M%  «ZV  nicht  zugleich  verschwinden, 
eine  nicht  verschwindende  Resultirende  giebt,  welche  durch  die 
im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  jederzeit  ohne  alle 
Zweideutigkeit  vollkommen  bestimmt  werden  kann.  Daher  bleibt 
jetzt  bloss  noch  zu  untersuchen  übrig,  wie  sich  die  Sache  ver- 
hält, wenn  die  Grössen  L,  M$  N  zugleich  verschwinden,  womit 
natürlich  die  Erfüllung  der  Gleichung 

LLX  +  M Mx  \  ZViVj  =  0 

von  selbst  verbunden  ist. 

Bevor  wir  aber  zu  dieser  Untersuchung  übergehen,  wolle« 
wir  zuerst  zeigen,  dass  sich  in  allen  Fällen  die  Kräfte 
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Pq»  Pf  ^*a>  P%y  P** 

auf  zwei  n  icbt  verschwindende  Kräfte  zurückfuhren  lassen,  und 
war  im  Allgemeinen  auf  unendlich  viele  Arten,  so  dass  die  eine 
dieser  beiden  Kräfte  durch  einen  beliebigen  gegebenen  Punkt 
seht,  welchen  wir  jedoch  der  Einfachheit  wegen  im  Folgenden 
als  Aofang  der  Coordinaten  annehmen  wollen,  eine  Untersuchung, 
welche  um  so  wichtiger  ist,  weil  durch  dieselbe  zugleich  auch 
der  Fall,  wenn  die  Gleichung 

nicht  erfüllt  ist,  im  Allgemeinen  seine  Erledigung  findet 

Um  die  so  eben  ausgesprochene  Behauptung  zu  beweisen, 
bestimme  man  die  nicht  verschwindende  Kraft  Rr  und  die  Be- 
stimmungswinkel o/,  ty',  i  ihrer  Richtungslinie  so,  dass,  wenn 
man  der  Kürze  wegen: 

/    L  f  Ä'coso/  =  L't 

U)   |    A/+  Ä'costf/  =  M', 

(   iV+  Ä'cosx'  =iV' 

setzt,  die  Gleichung: 

15)  LxL'  +  MXAT  +  iViiV'  =  U 

erfüllt  ist,  und  die  Grossen  L\  M\  iV'  nicht  sämmtlicb  verschwin- 
den, was  jedenfalls  im  Allgemeinen  auf  unendlich  viele  verschiedene 
Arten  möglich  ist. 

Wenn  nfiralich  die  Grossen  Lx,  Mx,  Nx  säramtlich  verschwin- 
den, so  ist  die  Gleichung 

LXV  \MXM'  -f  iV.iV  ^O 

lür  alle  Werthe  von  B!  und  <p\  y\  in  allen  Fällen  natürlich 
mit  gehuriger  Berücksichtigung  der  Gleichung: 

cosa>'*  +  costj/*-r-  cosx'f=  I. 

^rfiiUt,  und  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung  versteht  sich  da- 
tier in  diesem  Falle  von  selbst 

Wenn  die  Grossen  L,,  Mx,  Nt  nicht  slmmtlich  verschwinden, 
«  muss  wenigstens  eine  nicht  verschwinden. 

Weon  L,  nicht  verschwindet,  so  setze  man  Ä'cost//  and 
ff  cos     zwei  beliebigen  Werthen  B'  und  C  gleich,  so  dass  also: 
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ist,  die  man  jedoch  so  auswählt,  dass  weder  sie  seihst,  noch, 
nenn  mau 

M  +  B'  =  M\  N+C'  =  N' 

setzt,  die  Grössen  M'  und  Nr  beide  verschwinden,  was  offenbar 
immer  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  möglich  ist.  Fuhrt 
man  diese  Ausdrücke  vonjV'  und  N',  und  den  Ausdruck  L-f  R'cos  <p' 
von  U  in  die  Gleichung 

hxV  -fü/1/V'  +  iVIA''  =  0 

ein,  so  wird  dieselbe: 

LV{L  +  fl'cos  g/)  +  Mx  (M  +  #')  +  IS\  (N  +  C)  =  0, 

woraus  sich,  wenn  der  Kürze  wegen: 

16)  .         A'  =     LiL+Mi(M  +      +  /Vi(iy+  C) 
oder: 

17)  ^'        LLl  +  ^  +  ^  + (g/ J/t  +  C'A' } 

gesetzt  wird,  wo,  weil  Lv  nicht  verschwindet,  /l'  eine  endliche 
völlig  bestimmte  Grösse  ist: 

R'  cos  <pf  =  A' 

ergieht.  Also  hat  man  zur  Bestimmung  von  R'  und  <p',  ij/,  x 
die  Gleichungen: 

Ä'cosg/  =  A\  R'cosy'  =  B't  Ä'cosz'  =  C; 
aus  denen  man  auf  bekannte  Weise: 

18) 

R'  =  ±  xrA'v  +  B'v+C'2) 

COS«?   =  VT7  =  i 


COS  1p'  = 


R'  -  \TA'*  +  B'*+  C'2' 
B'  Bf 


R'      :k\TA'2+B*  + 


COS  % '  =  7j7  =  +   

R  \A'*  +  B'*+  C'a 

erhält,  wo  Ä'  nicht  verschwindet  und  die  Ausdrucke  von  cosg?', 
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cost/,  cos^'  endliche  völlig  bestimmte  Grössen  sind,  weil  die 
(irOssen  A\  B',  C  nicht  sämmtlich  verschwinden,  wodurch  also 
untere  Behauptung  im  vorliegenden  Falle  vollständig  gerechtfer- 
tigt ist. 

Wenn  Mx  nicht  verschwindet,  so  setze  man  Rfcoa%'  und 
K'ro*(p'  zwei  beliebigen  Werthen  C  und  A'  gleich,  so  dass  also: 

tf'eosX'  =  C,  R' co*  <p'  =  A' 

* 

Ut,  die  man  jedoch  so  auswählt,  dass  weder  sie  selbst,  noch, 
»enn  man 

N+C'  =  N'9  L\AI-V 

setzt,  die  Grossen  lV  und  L'  beide  verschwinden,  was  offenbar 
immer  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  möglich  ist.  Fuhrt 
man  diese  Ausdrucke  von  JS'  und  L',  und  den  Ausdruck 
.¥+/?' cos  t/>'  von  M*  in  die  Gleichung 

LtU  +  MXM*  +  NXW  =  0 
«o,  so  wird  dieselbe: 

Lt(L  +  A')  +  MX{M+  ß'cos     +  iV|(iV  +  C)  =  ü, 
woraus  sich,  wenn  man  der  Kürze  wegen: 

Lx  (L  +  A')  +  MXM  +  Nx(?t+C<) 

xier: 

30).  .  . /*  '  =  Wi 

<*tzt,  wo,  weil  Nx  nicht  verschwindet,  B'  eine  endliche  völlig 
bestimmte  Grösse  ist, 

ß'cost//'  =  B* 

erriebt.  Also  hat  man  sur  Bestimmung  von  R'  und  q>',  y\  %' 
<T*  Gleichungen: 

R'cqm<p'  =  A'.  Ji'cos*' =  Ä'cosx'=C'; 
sich  auf  bekannte  Weise: 
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31) 

H'  =  ±  V^'«  +  a'*+Tr»; 

ergiebt,  wo  Ä'  nicht  verschwindet  und  die  Ausdrücke  von  cosqp', 
cost^'f  cos %'  endliche  völlig  bestimmte  Grössen  sind,  weil  die 
Grossen  A\  B',  C  nicht  sämmtlich  verschwinden,  wodurch  also 
unsere  Behauptung  auch  in  diesem  Falle  vollständig  gerechtfer- 
tigt ist. 

Wenn  Nx  nicht  verschwindet,  so  setze  man  ß'cosqp'  uud 
R'coBty*  zwei  beliebigen  Werthen  A/  und  B1  gleich,  so  das* 
also 

ä'cosoj'  =  A',  Ä'cos^'  =  B* 

ist,  die  man  aber  so  auswählt,  dass  weder  sie  selbst,  noch,  wenn 
man 

L+^'  =  L',  M  +  B'  =  M< 

setzt,  die  Grössen  U  und  M1  beide  verschwinden,  was  offenbar 
immer  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  möglich  ist.  Führt 
man  diese  Ausdrücke  von  U  und  M1 ,  und  den  Ausdruck 
2V-f  Ä'cos*'  von  N'  in  die  Gleichung: 

ein,  so  wird  dieselbe: 

1+  (L+A')+  Mt  (M  +  B1)  +iV,  (iV+  Ä'cos%0  =  0;- 
woraus  sich,  Wenn  der  Kürze  wegen: 

22).       C-     Li^  +  ^  +  NiW  +  W  +  Xt* 
oder: 

LLX  +  MMj*  NNX  +  (ALt*  B'Mjj 
•  '    C  m  ^  

gesetzt  wird,  wo,  weil  Nx  nicht  verschwindet,  C  eine  endliche 
völlig  bestimmte  Grosse  ist, 
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Ä'cosx'  =  C 

ergiebt.  Also  bat  man  zur  Bestimmung  von  R*  und  qp'f  y\  %4 
die  Gleichungen: 

ß'cosg>'  =       R'coaty'  =       Ä'cos*'  =  O; 
iQ»  denen  sieb  auf  bekannte  Weise: 

24) 

C09(p     ä'  =  *  V^+Ä^+T^' 

C08  Ii»   ^3    —  _1   , —  — 

cos  r  =  TTy  =  db    /•       -  -    -  — 
*      R*  B'*  4  C* 

ergiebt,  wo  R*  nicht  verschwindet  und  die  Ausdrücke  von  cos  a>', 
cosx'  eodliche  völlig  bestimmte  Grössen  sind,  weil  die 
Grössen  .4',  B*,  C  nicht  sämmtiieh  verschwinden,  wodurch  also 
wsere  Behauptung  auch  in  diesem  F^He  vollständig  gerechtfer- 
tigt bt 

Unsere  obige  Behauptung  ist  also  jetzt  in  allen  Fällen  voll- 
ständig gerechtfertigt. 

Diese  so  eben  bestimmte  nicht  verschwindende  Kraft  Ä'  mit 
eitfer  durch  die  Winkel  a>',  t^',  ^  ihrer  Lage  nach  bestimmten 
Richtungslinie  und  eine  dieser  Kraft  absolut  gleiche,  also  wie 
diese  nicht  verschwindende,  aber  nach  direct  entgegengesetzter 
Richtung  wirkende  Kraft,  welche  wir  durch  Rx*  bezeichnen  wollen, 
denken  wir  uns  nun  im  Anfange  der  Coordinaten  wirkend,  wo- 
durch in  der  Wirkung  der  Kräfte 

^O»    Pf    P\t    P*t  ••••  Pn 

nicht  das  Geringste  geändert  wird. 


Nach  14)  ist: 

L'  = 
M'  = 

N'SB 

Theil  XLVL 


ZPcOBtt  +  Ä'coSqp', 
2?Pcos0+  Ä'coai//', 
ZPcos  y  +  R1  cos  %' ; 


15 
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und  setzen  wir  nun: 

Nx*  =  2P(xconß— ycosc*)  +  Ä'(0.cost//  — O.cosqp')» 
Lx '  =  SP  (y  cos  y  —  2 cos ß)  +  rt' (0 .  cos  %'  -  0 .  cos  ^' >, 
l '  =  27*  (z  cos  c*  —  x  cos  y)  +  W  (0 .  cos  g>' — 0 .  cos  %') ; 

so  ist; 

/W  =  ZP(xco%  ß— ycosa)  =  iV^ 

25)  .  .  .  j    V=  SPiycosy  —  xcosß)  =zLx, 

\    Mx*=z  £/>(zcosa  — xcosy)  =  i*f1; 

also : 

L'L,'+  */'i*V  +  iV'iV  =  LXV  +  MÄ  AI'  +  2V,  A\ 
und  folglich  nach  15): 

26)  L'V  +  Af'AV  +  /V'iVt'  =  0. 

Weil  nun  bekanntlich  nach  dem  Obigen  ausserdem  L',  M\  A' 
nicht  sämmtlich  verschwinden,   so  könneo  nach  dem  früher  Be 
wicsenen  die  Kräfte 

^Po»  P\*  ^2»  ^3»  •••• 

auf  eine  nicht  verschwindende  Resultirende  zurückgeführt  wer- 
den, die  wir  durch  R;  die  Bestimmungswinkel  ihrer  Richtung« 
linie  durch  q>,        %\  die  Coordinaten  eines  ihrer  Angriffspunkte 
durch  X,  F,  Z  bezeichnen  wollen.    Also  können  die  Kräfte 

^0»  ^8»  H"'*  ^\ 

und  folglich  auch  die  Kräfte 

Po»  ^i»  ^a»  ^s>  •  •  •  •  P** 

auf  die  beiden  nicht  verschwindenden  Kräfte  R  und  Rt*  zuräcl- 
gefÜhrt  werden,  deren  letztere  durch  den  Anfang  der  Coordioateu 
geht,  womit  also  der  folgende  Satz  bewiesen  ist: 

Die  Kräfte 

^o*  P\>  ^a»  ^a>  •••• 

lassen  sich  in  allen  Fällen  auf  zwei  nicht  verscbwin 
dende  Kräfte  zurückführen,  von  deneo  die  eine  durch 
einen  beliebigen  gegebenen  Punkt  geht. 
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Wie  die  Kräfte  #?,'  nnd  R  in  allen  Fällen  unzweideutig  be- 
stimmt werden  können,  erhellet  aus  dem  Obigen  ganz  von  selbst. 

Endlich  wollen  wir  nun  noch  den  Fall  betrachten,  wenn 

L  =  0,    M  =  0,  N=0 

i*L   Weil  die  Kraft  R  im  Vorhergehenden  die  Resultirende  von 

^0»   P\ »   1*2  y   ^3»  ••••  Pn*  R' 

\*t,  so  ist  bekanntlich  allgemein : 

ftcosqp  =  £Pcosa  -f  Ä'cos<jp', 

Rcoaty  =  EP  cos  0  +  Ä'  cos  ?/>', 

Rcosx  =  ZPcosy  +  Ä'cos*' 
oder:  • 

Rcosq)  =  iL  -f-  ß'coscp', 

Rco&ty  zzz  M  f  Ä'cost/;', 

cos  ^  =  iV  +  Ä'  cos  jj' ; 

also  wegen  der  Voraussetzung: 

Rcosqp  =  ft'coso/,  ßcostp  =  Ä'cosi|>',  Äcos^=  Ä'cosjc'; 

"*oraas  man  leicht  schliefst,  dass  die  Kräfte  R  und  R*  der  ab- 
listen Grosse  und  der  Richtung  nach  gleich  sind*),  womit  na- 

*)  Ans  den  Gleichungen: 
Pco»a  =  /*,  cosa,  ,    Pcosß  =      cos//,  t    Pco«y  =  /*,  cosy,  ; 

wo  a,  ß,  y  und  ap  y,  im  Allgemeinen  die  Bestiramungswinkel  der 
Richtungslinien  der  Kräfte  /*  und  Px  sind,  folgt,  wenn  man  dieselben 
quadrirt  uod  dann  zu  einander  addirt,  wegen  der  bekannten  Gleichungen : 

cosa9  -|- cos/?*  +  cosy*  =  1  ,  cosa,9-|-  cos/?,*  -f  cosy,*  =  1 
»«gleich: 

/>*  =  PS, 

hUo  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

c«sa,  =  4-  cosa,  «, 
cos/?,  =  +  cos/?,  ßx 
cosy,  =  4;  cosy  ;  y, 
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türlicb  keineswegs  gesagt  werden  soll,  dass  die  Richtungen  im 
Allgemeinen  zusammenfallen.  Die  Kraft  Rx4  ist  der  Kräft  R1 
der  absoluten  Grosse  nach  gleich,  der  Richtung  nach  aber  direct 
entgegengesetzt.  Also  sind  die  nicht  verschwindenden  Kräfte  R 
und  Rx\  auf  welche  sich  bekanntlich  die  Kräfte 

Po»  Pi*  P%>  P*»  ■  •  P* 

zurückführen  lassen,  der  absoluten  Grosse  nach  gleich,  der  Rich- 
tung nach  aber  entgegengesetzt,  und  bilden  also  im  Allgemeinen 
ein  sogenanntes  Kräftepaar;  nur  wenn  die  nicht  verschwin- 
denden Kräfte  R  und  Rx*  einander  direct  entgegengesetzt  sind, 
heben  sie  sich  vollständig  auf,  und  die  Kräfte 


lit  P  positiv,  so  heisst  die«,  P  wirkt  nach  der  durch  die  Winkel 
o,  ßt  y  bestimmten  Richtung.  Setst  man  Z5,  =  +  P  nnd  nimmt  alan 
Pt  positiv,  so  heisst  dies,  Px  wirkt  nach  der  durch  die  Winkel  alv 
y, ;  also  nach  der  dnreh  die  Winkel  «,  ß,  y  bestimmten  Richtung.  Setst 
mun  />,=  —  /»,  und  nimmt  also  Px  negativ,  so  heisst  dies,  Px  wirkt 
nach  der  durch  die  Winkel 

180°  —  «,,    180°— ß„    180«  — y,; 

also,  weil  in  diesem  Falle 

ax  =  180»— o,  ßx  =  180°-/?,  Yx  =  i80°-y 

folglich 

«  =  1800-0,,  £  =  180°-/?,,  y=l80"-y, 
ist,  wieder  nach  der  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Richtung. 

Ist  P  negativ,  so  heisst  dies,  P  wirkt  nach  der  durch  die  Winkel 

180°-»,    180°—/?,    180°— y 

bestimmten  Richtung.  Setzt  man  /*,  =-§-/»,  und  nimmt  also  Px  negativ , 
so  heisst  dies,  Px  wirkt  nach  der  durch  die  Winkel 

ISO"-«,,  ISO«-/?,,  180°-yi; 
also,  weil  in  diesem  Falle  «,  =«,  ßx  =  ßt  Yi  =Y  »•*>  n»ch  der  durch 
die  Winkel 

1H0°— o,    ISO«—  ßf    180°— y 

bestimmten  Richtung.  Setzt  man  Px  =  —  P,  und  nimmt  also  Px  posi- 
tiv, so  heisst  dies,  /»,  wirkt  nach  der  durch  die  Winkel  alt  ßit  y,  ; 
also,  weil  in  diesem  Falle 

a,  =  180°~a,  ßx  =  180°—/?,  y,  =  180°— y 
ist,  nach  der  durch  die  Winkel 

180°— a,    180°—/?,  l80°-y 

bestimmten  Richtung. 

Hieraus  sieht  man,  dass  in  allen  Fällen  die  Kräfte  P  und  Px  abeo 
lut  gleich  und  gleichgerichtet  sind. 
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1*0»    P\  *    P%*  *•'•  P* 

welche  sich  auf  jeoe  Kräfte  zurückführen  lassen,  sind  unter  ein- 
ander im  Gleichgewichte.  Daher  lässt  sich  jetzt  der  folgende 
Satz  aussprechen: 

Wenn 

L  =  0,   M  =  0,   N  =  0 
ist,  so  lassen  sich  die  Kräfte 

^0»    P\»    P%t    Pf  ••••  Pn 

auf  ein  Kräftepaar  zurückführen,  oder  dieselben  sind 
unter  einander  im  Gleichgewichte. 

Das  Resultat  unserer  ganzen  Untersuchung  lässt  sich  nun 
io  den  folgenden  Sätzen  zusammenfassen : 

1.  Wenn  es  für  die  Kräfte 

Pq,   P\  i   P}t   P$,  ....  Pn 

etoe  Resultirende  giebt,  so  ist  immer: 

LLX  +  MMt  +  MV,  =2=  0. 

2.  Wenn  die  Gleichung 

LLX  +  MMt  +  NNt  =  0 
•icht  erfüllt  ist,  so  giebt  es  fflr  die  Kräfte 

Po*  P\>  P%*  P%*  •  •  •  • 
keine  Resultirende. 

3.  Wenn  die  Gleichung 

LLX  +  M  Mt  +  NNt  =  0 

er  fallt  ist,  und  die  drei  Grössen  L,  Af,  iV*  nicht  sämmt- 
lieh  verschwinden,  so  giebt  es  für  die  Kräfte 

Po*  P\*  P%*  *****  ••••  Pn 

amer  eine  nicht  verschwindende  völlig  bestimmte 
Resultirende. 

4.  Wenn  die  Grössen  L,  M,  iV  sämmtlich  verschwin- 
den, so  lassen  sich  die  Kräfte 

Po»  P\»  P%*  P%*  ••  •'  P* 

■ 
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entweder  auf  ein  Kräftepaar  zurückführen,  oder  die- 
selben sind  unter  einander  im  Gleichgewichte. 

5.    Die  Kräfte 

Po »    P\  *    Pi  9    ^3  >  •  •  •  •  Pp 

lassen  sich  in  allen  Fällen  auf  zwei  nicht  verschwin- 
dende Kräfte  zurückführen,  von  denen  die  eine  durch 
einen  beliebigen  gegebenen  Punkt  geht. 


§.  8. 

Bedingungen  der  Ruhe  eines  um  einen  festen  Punkt 

drehbaren  Systems. 

Alle  im  Vorhergehenden  eingeführten  Bezeichnungen  beibe- 
haltend, wollen  wir  nun  die  notwendigen  Bedingungen  für  den 
Zustand  der  Ruhe  eines  um  einen  festen  Punkt  drehbaren  Sy- 
stems aufsuchen. 

Grösserer  Einfachheit  wegen  wollen  wir  den  festen  Punkt 
als  Anfang  der  Coordinaten  annehmen. 

Zuerst  wollen  »wir  voraussetzen,  dass 

L,  =0,   Mt  =0,   Nt  =  0 

sei.    Ist  dann  auch 

L  =  0,    M  =  0,  iV=0; 
so  sind  nach  §.  6.  die  Kräfte 

Po*   P\  9   P*  9   P&9  ....  Pn 

unter  einander  im  Gleichgewichte,  und  das  System  befindet  sich 
also  natürlich  in  Ruhe.    Ist  nicht  zugleich 

L  =  0,    M  =  0,   N  =  0; 

so  ist  wegen  der  Voraussetzung 

L,=0,  ^=0,  Ar1=o 

doch 

LLX  +  MMX  +  NJNt  =  0, 
und  nach  §.  7.  lassen  sich  also  die  Kräfte 

»     P\9     P*>     P3  »     ""  P* 
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auf  eine  nicht  verschwindende  Resultirende  zurückführen,  ftir 
welche  man  in  bekannter  Bezeichnung  die  Gleichungen: 

NX-MX  +  LF=0, 

MX-LZ  +  NX^O 

hat,  welche  wegen  der  Voraussetzung 

£,1==0,    Ml==ü,  Nx=0 

in  diesem  Falle  in  die  Gleichungen: 

MX  —  Z,  F  =  0,  ^WAl  =  L  F, 

iVr-^2  =  0,       oder:        NV  =  MZ, 

LZ-NX=0;  LZ  — NX 

übergehen.  Verschwindet  nun  etwa  L  nicht,  so  liefern  diese 
Gleichungen  die  Formeln: 


aog  denen  sich  für  A  =  0  auch  F  =  0  und  Z  =  0  ergiebt,  und 
Aiher  erhellet,  dass  die  eine  Resultirende,  aufweiche  sich  das  Sy- 
stem zurückfuhren  lässt,  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geht, 
&Q  von  diesem  als  einem  festen  Punkte  aufgehoben  wird,  und 
daher  das  System  sich  in  Ruhe  befindet.  Ganz  eben  so  schliesst 
man,  wenn  iV  oder  iV  nicht  verschwindet. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn 

Lt=z0,  Mx  =  o,  iy1==o 

'»t,  das  System  sich  jederzeit  in  Ruhe  befindet. 

Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  nicht  zugleich 
L,  =0,   Mx  =  0,   JSV  =0 
sei.  Nach  §.  7.  lassen  sich  die  Kräfte 

Po>  ^i»         ^a»  •••• 

a»f  zwei  nicht  verschwindende  Kräfte  R  und  zurückfuhren, 
deren  letztere  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geht  und  da- 
ta von  diesem  als  einem  festen  Punkte  aufgehoben  wird,  so 
dass  aUo  bloss  die  Kraft  R,  welche  die  nicht  verschwindende 
towltircnde  der  Kräfte 

r 
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Pq»  P\t  P%>  Pf  ••••  P*t  R' 

ist,  öbrig  bleibt.  Für  diese  Kraft  haben  wir  in  den  im  vorher« 
gehenden  Paragraphen  eingeführten  Bezeichnungen  die  Gleichungen: 

MX>-UZ  +  iV'A=0; 
oder,  weil  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

Lt'  =  Lt,   Mx'  =  Mlt   Nt'  =  Nt 
ist,  die  Gleichungen: 

/Vi  —M'X  +  L'F=0, 

Ginge  nun  die  nicht  verschwindende  Kraft  R  durch  den  An- 
fang der  Coordinaten,  so  müsste  zugleich 

A  =  0,    F  =  0,   Z  =  0; 

also  nach  den  vorstehenden  Gleichungen  zugleich 

Lx  =  0,   ^=0,  iV,  =0 

sein,  was  gegen  die  Voraussetzung  streitet.  Daher  kann  die 
nicht  verschwindende  Kraft  R,  auf  welche  das  System  sich  zu- 
letzt reduciren  Hess ,  nicht  durch  den  Anfang  der  Coordinaten, 
also  nicht  durch  den  festen  Punkt  gehen,  und  das  System  kann 
also  nicht  in  Ruhe  sein. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn  nicht  zugleich 

Lx  =  0,  Mx  =  0,  iy\  =0 
ist,  das  System  sich  nicht  in  Ruhe  befindet 

Wenn  also  das  System  sich  in  Ruhe  befindet,  so  ist  zugleich 

Li  =0,   Mx  =  0,   ^  =0. 

Aus  den  hier  bewiesenen  Sätzen  ergiebt  sich  der  folgende 
allgemeine  Satz: 

Wenn  das  System,  an  welchem  die  Kräfte 

»  P\t  P%  r  P*  »  •  •  •  •  Pn 

wirken,   uro  einen  festen  Punkt  drehbar  ist,   und  man 
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diesen  Punkt  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  an- 
nimmt; so  sind : 

Lx  =  0,  Mx  =0,   JSX  =  0; 

nämlich: 

2P(xcoaß— ycoso)  =  0, 

£P(ycosy  —  zcosß)  =  0, 

£P(zco8a—  xcosy)  =  0; 

die  aotbwendlffeii  Bedin  gu n gsgleich ungen  für  den  Zu- 
stand der  Rube  dieses  Systems. 

- 

§.  9. 

Bedingungen  der  Rube  eines  um  eine  feste  Aze  dreh- 

baren  Systems. 

Alle  früher  eingeführten  Bezeichnungen  auch  jetzt  beibehal- 
tend, wollen  wir  nun  die  notwendigen  Bedingungen  der  Ruhe 
eines  um  eine  feste  Aze  drehbaren  Systems  aufsuchen. 

Grosserer  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  die  feste  Aze  als 
Aze  der  x  an. 

Nach  j.  7.  lassen  sich  die  Kräfte 

^o»  ^i»  P%>  £*9*  •••• 

auf  zwei  nicht  verschwindende  Kräfte  R  und  Rx  zurückführen, 
deren  letztere  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  gebt  und  daher 
roo  diesem,  als  einem  Punkte  der  festen  Aze,  ganz  aufgehobeo 
wird,  so  dass  also  bloss  die  Kraft  R,  welche  die  nicht  verschwin- 
dende Resultirende  der  Kräfte 

Pq>  P\t  P%»  P%*  ••••  Pnt  R1 

ist,  übrig  bleibt.  Für  diese  Kraft  haben  wir  nach  J.  7.  die  Glei- 
chungen : 

Äcos  <p  =  L4t    Rcosy  =  M',   Rcos%  =  N'; 

L,-/V'F+ Jlf'Z  =  0, 
AI, -L'Z +  = 
Zuerst  wollen  wir  annehmen,  dass 
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Ä,  =  0 

sei.    Dann  ist  wegen  der  vorhergehenden  Gleichungen: 

M'X  -  L'  Y  =  0  oder  M'X  =  L'  Y 
Ist  nun  zugleich 

I/  =  0,    */'  =  0; 

so  ist: 

/2cos<p=0,  Äcos^=0; 
also,  weil  R  nicht  verschwindet: 

cos<p  =  0,   cosif>  =  0; 

folglich : 

q>  =  90°,    t//  =  90°. 

Daher  steht  die  Kraft  R  auf  den  Axen  der  x  und  y,  also  auf  der 
Ebene  der  xy  senkrecht,  und  ist  folglich  der  Axe  der  z,  nämlich 
der  festen  Axe,  parallel,  kann  also  offenbar  keine  Drehung  des 
Systems  um  diese  Axe  hervorbringen.  Wenn  ferner  nicbt  zu- 
gleich 

V  =  0,   M'  =  0 

ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

M'X  =  VY 
offenbar,  dass  immer  gleichzeitig 

x  =  o  r  =  o 

ist,  also  die  Kraft  R  durch  die  Axe  der  z,  nämlich  durch  die 
feste  Axe  geht,  voo  welcher  sie  aufgehoben  wird,  so  dass  also 
das  System  wieder  in  Ruhe  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn 

Nl  =  0 

ist,  das  System  sich  in  Ruhe  befindet. 

Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  nicht 

2V,  =0 

sei.   Dann  ist  wegen  der  Gleichung 

iV,  —  M'X  +  L'F  =  0 

nicht 

M'X-L'Y=0 

oder  nicht 
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Also  ist  nicht  zugleich 

V  =  0,   M'  =  0 

und  auch  nicht  zugleich 

A  =  0,    F  =  0; 

voraus  sich  leicht  ergiebt,   dass  die  nicht  verschwindende  Kraft 
R  nicht  der  Axe  der  2,  nämlich  der  festen  Axe,  parallel  ist  und 
auch  nicht  durch  dieselbe  geht,  woraus  sich  leicht  ergiebt,  dass 
das  System  nicht  in  Ruhe  sein  kann,  wenn  man  sich  nur  die 
auf  der  festen  Axe  und  der  Richtungslinie  der  Kraft  R  zugleich 
senkrecht  stehende  Gerade  denkt,  und  in  dem  Punkte,  in  wel- 
chem von  dieser  Geraden  die  Richtungslinie   der  Kraft  R  ge- 
troffen wird ,   in  der  durch  diesen  Punkt  senkrecht  gegen  die  in 
Hede  stehende  Gerade  gelegten  Ebene,  die  Kraft  R  in  zwei, 
natürlich  auf  der  in  Rede  stehenden  Geraden  senkrecht  stehende 
Kräfte  zerlegt,  von  denen  die  eine  der  festen  Axe  parallel  ist, 
die  andere  jedenfalls  nie  verschwindende  auf  der  festen  Axe 
(oatörlich  ohne  dieselbe  zu  schneiden)  senkrecht  steht,  wobei 
raan  sich  an  die  bekannte  geometrische  Construction  der  kürze- 
ren Entfernung  zweier  geraden  Linien  im  Räume  zu  erinnern  hat. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  nicht 

Nx  =0 

ist,  das  System  sich  nicht  in  Ruhe  befindet. 

Wenn  also  das  System  sich  in  Ruhe  befindet,  so  ist 

2V,  =0. 

Die  beiden  vorhergehenden  Sätze  fassen  wir  in  dem  folgenden 
Satze  zusammen: 

Wenn  das  System,  an  welchem  die  Kräfte 

Pq>   ftf  1*2*  Pf»  ••••  P« 

wirken,  um  eine  feste  Axe  drehbar  ist,  und  diese  fe 
\xe  als  Axe  der  1  angenommen  wird;  so  ist 

iVj  =  0, 

nämlich : 

EP  {x  cos  /5— y  cos«)  =  0, 

die  nothwend|ge  Bedingungsgleichung  für 
stand  der  Ruhe  dieses  Systems. 
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§.  10. 

Parallele  Kräfte. 
Wenn  die  Richtungslinien  der  sämmtlichen  Kräfte 

I*o*  P\*  ^a»  ^s»  ••••  ^« 

unter  einander  parallel  sind,  so  kann  man  sich  eine  beliebige 
Gerade  im  Räume  denken,  welche  den  sämmtlichen  Richtungs- 
linien parallel  ist;  bezeichnet  man  dann  die  Bestiramungswiiikel 
dieser  Geraden  durch  a,  ß,  y,  so  können  a,  ß,  y  als  die  Bestim- 
mungswinkel der  sämmtlichen  Richtungslinien  betrachtet  werden, 
und  man  kann  also  im  Obigen: 


a 

=  «0 

=  «! 

=  «2 

—  ttj  —  •  •  •  • 

=  «*, 

ß 

=  ft> 

=  0* 

—  ß$  —  . .  . . 

=  /?-, 

Y 

=  yo 

=  Yi 

=  Y2 

=  y»  =  .... 

=  y» 

setzen,  wo  dann  alle  nach  der  durch  die  Winkel  o,  |3,  y  be- 
stimmten Richtung,  welche  natürlich  beliebig  gewählt 
werden  kann,  hin  wirkenden  Kräfte  als  positiv,  die  nach 
der  entgegengesetzten  Richtung  hin  wirkenden  Kräfte  als  ne 
gativ  betrachtet  werden. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  werden  nach  §.  6.  die  Bedtn 
gungsgleichungen  des  Gleichgewichts  in  diesem  Falle  offenbar: 

cos  ct£P  =  Q,   coBß£P  =  0,   cosy£P  =  0; 

cosßZPx  =  coaaZPy, 

cos  y  ZPy  =  cos  ß  2Pi , 

cos  «  £Pz  =  cos  y      a:  ; 

weil  aber  wegen  der  Gleichung 

cos«*  -+  cos/?1  -f  cosy*  =  1 

wenigstens  einer  der  drei  Cosinus  cosa,  cos/?,  cosy  nicht  ver 
schwindet,  so  werden  die  vorstehenden  Bedingungsgleichungen: 

cos  ß  SPx  =  cos  o  £Py , 
cos  y  2Py  =  cos  ß  ZPz , 
coboSPx  =  cosyZPx. 
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Lässt  steh  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehen,  so 
ü>ind  nach  §.  8.,  wenn  man  diesen  festen  Punkt  als  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  annimmt,  die  Bedingungsgleicbungen  für  den  Zu- 
stand  der  Ruhe  auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  vorher: 

cosßEPx  =:  cosa £Py , 

'1)  I     cosyZPy  =  cos  ß  £Pz , 

cos  a  ZPz  =  cos  y  £Px. 

Lässt  sich  das  System  um  eine  feste  Axe  drehen,  so  ist 
nach  §.  9.,  wenn  man  diese  feste  Axe  als  Axe  der  :  annimmt, 
die  Bedingungsgleichung  für  den  Zustand  der  Ruhe: 

3)  co*ß£Px  =  cosaZPy. 

Nimmt  man  die  Axe  der  z  den  Richtungslinien  der  sämmt- 
lithen  Kräfte  parallel,  so  ist 

cos«  =  0,    cos  ß  =  0,   cosy  =  +  1 

uod  die  Bedingungsgleicbungen  1)  für  den  Zustand  des  Gleich- 
gewichts werden  also,  weil  die  Gleichung 

cos  ß  ZPx  =  cos  a  ZPy 

die  identische  Form  0  =  0  erhält. 

4)  ZP  =  0,    £Px  =  0,    £Py  =  Q. 

Lässt  sich  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehen,  so 
kann  man  diesen  Punkt  als  Anfang  der  Coordinaten  und  die  Axe 
der  z  den  Richtungslinien  der  sämmtlichen  Kräfte  parallel  an- 
nehmen; dann  ist  wieder 

cosa  =  0,    cos  ß  =  0,   cosy  =  db  1 

and  nach  2)  sind  die  Bedingungsgleichungen  für  den  Zustand  der 
Robe: 

5)  2Px  =  Q,    £Py  =  0. 

Wir  wollen  jetzt  zur  Bestimmung  der  Resultirenden  über- 
gehen, wobei  wir  uns  ein  für  allemal  auf  j.  7.  bezieben. 

Io  diesem  Falle  ist: 

6) 

L  =  cosaZPt   MzscosßHP,  Nz=co*y£P; 
Nk  =  cos  ß  £Px  —  cos  «  £Py , 
1^  =  co&yZPy  —  cosß£Pzt 
Mx  =  cos  u  £Pz  —  cos  y  £Px. 
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Weil  hiernach: 

LLV  +  MMX  -f  MV» 
=     cosycosaEP.EPy  —  coaacosß EP.  EPz 
+  cosacosßEP.EPz  —  cosßcosyEP.EPx 
+  cos  ß cos  y        £Rr  —cos  y  cos  a  <£f>.  EPy 
ist,  so  ist  im  vorliegenden  Falle  offenbar  die  Gleichung 

LLt  +  MMX  +  iViV,  =  Ü 

immer  erfüllt. 

Aus  den  Formeln 

L  =  coaa£P,    M  =  cos  ß  EP,   N  =  cosy  EP 

erhellet,  weil  cos«,  cos/9,  cosy  nicht  zugleich  verschwinden,  das* 
nur  zugleich 

L  =  0,    M  =  0,   iV  =  0 

sein  kann,  wenn  EP=:0  ist. 

Daher  ergieht  sich  aus  dem  oben  ein  für  allemal  angezogenen 
Paragraphen,  dass,  wenn  nicht  EP=0  ist,  die  parallelen  Kräfte 
immer  auf  eine  nicht  verschwindende  Resultirende  zurückgeführt 
werden  können.  Weil 

L*  +  W  +      =  (EP)* 

ist,  so  ist,  wenn  (EP)  den  absoluten  Werth  von  EP  bezeichnet, 
nach  j.  7.  9) : 

R  =  (EP) 

und: 

EP  EP  EP 

cos  <p  =  cos«  j£p)  *    cost^  =  cosp^pj»  cos  %  =  cos  y  ^JJ^  » 

also: 

cosg?  =  ±  cosa,    cos i//  =  ±  cos 0 ,    cos  *  =  ±  cosy; 


9>-^18()o_a      ^  —  <  1800  — /5       * - (  180" -y 


wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Werthe  nimmt,  jenachdem 
EP  positiv  oder  negativ  ist.  Man  sieht  hieraus,  dass  die  Rieb- 
tungslinie  der  Resultirenden  den  Richtungslinien  der  säniraüicbe^ 
gegebenen  Kräfte  parallel  ist,  und  da  das  positive  R  nach  der 
durch  die  Winkel  qp,  o//,  %  bestimmten  Richtung  hin  wirkt,  si* 
wirkt  R  nach  der  Richtung  der  positiven  oder  negativen  Kräfte 
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hin,  jenachdem  ZP  positiv  oder  negativ  ist;  mit  Rucksiebt  hier- 
auf kann  man 

7)  R  =  ZP 

setzen,  wo  dann  durch  das  Vorzeichen  von  R  zugleich  die  Rich- 
tung bestimmt  wird,  nach  welcher  die  den  sämmtlichen  gegebe- 
nen Kräften  parallele  Rcsultirende  bin  wirkt. 

Zwischen  den  Coordinaten  X,  Y,  Z  haben  wir  nach  §.  7.  10) 
üod  oben  nach  6)  die  Gleichungen: 

cos  ß  ZPx  —  cos  a  ZPy  —  Xcosß  ZP  +  Y cos  a  EP  =  üf 

cosyZPy  —  cosßZPz  —  YcosyZP  -f  Z  cos  0       =  0, 

cos  aZPz  —  cos  y  ZPx—  ZcosaZP  +  XcosyZP=:Q; 
wler : 

( Xcos  ß  —  Kcos  a)  ZP  =z  cos  ß  ZPx  —  cos  «  2:/>^ , 
(  Kcosy — Z  cos ß)  ZP  =  cosy  ZPy  —  cos  ß  ZPz, 
(Zcosa  — Acosy)       =  cosaZPz  —  cosy  ZPx. 
Setzt  man: 

x  =  ~zp  9    r=  zp'    1  -  ~ZP  ' 

welches,  insofern  X/3,  wie  wir  hier  voraussetzen,  nicht  verschwin- 
det, endliche  völlig  bestimmte  VVerthe  sind;  so  werden  die  vor- 
stehenden Gleichungen : 

cos  ß  ZPx —  cos  a  ZPy  =  cos/3  ZPx  —  cos  a  ZPy, 

cos  y  ZPy  —  cos  ß  Z  Pi  =  cos  y  ZPy  —  cos  ß  ZPz , 

cos  er  £Pz  —  cosy  ZPx  =  cosa  ZPz  —  cosy  ZPx; 

uud  sind  also  vollständig  erfüllt.  Da  es  nun  bloss  darauf  an- 
kommt, einen  Punkt  der  Richtungslinie  der  Resultirenden  zu 
keooen,   so  genügt  es  zur  Bestimmung  der  Resultirenden  voll- 


Die  durch  diese  Formeln  bestimmten  Coordinaten  Xt   Y,  Z 
our  von 


Digitized  by  Google 


232  Gruner/.    Stne  analvUsclu  Entuicktlmig  dtr 

Po.    Pt,    Pt,    /»,  p„ 

und 

*o.  So,  *oi    *i,y,,»,i    *„  yit  H;  ....  xn,  j)n, 
aber  nicht  von 

«o.  ßo.       «,.  ft.  y,t  «..  fc,  /».,  ^ 

also  nicht  von  der  Lage  der  Richtungelinien  der  parallelen  Kräfte 
n  Räume  ab  Daher  bleibt  der  Punkt  (XFZ)  derselbe,  oder 
die  Resultirende  geht  immer  durch  diesen  Punkt,  welche  Lage 
auch  d,e  Richtungslinien  der  parallelen  Kräfte  im  Räume  haben 
mögen,  wenn  nur  die  KrSfte  an  sich  und  ihre  Angriffspunkte  on- 
geändert  hieben  Wegen  dieser  merkwürdigen  Eigenschaft  h.( 
man  den  durch  die  Formeln  10)  bestimmten  Punkt  den  Mittel- 
Iii  U ?8: ffaral,e,eD  Krfift«  »der  da,  Centrum  der  p.r.l- 
le  en  Kräfte  genannt.  Dass  es  einen  solchen  Punkt  nur  tu. 
solche  parallele  Kräfte  giebt,  filr  welche  nicht  SP  =  0  ist  er 
giebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  von  selbst. 

Wenn  SP  =  0  und  also  nach  dem  Obigen  L  =  0,  M  =  0, 
ffn^'f  !LCb  die  8e6ebene»  parallelen  Kräfte  nach 

unL  ir/       ^S.ft?Paar  "»««kehren,  oder  dieselben  sind 
unter  einander  im  Gleichgewichte. 

- 

5.  ll. 

In  einer  und  derselben  Ebene  wirkende  Kräfte. 
Wenn  die  Kräfte 

Po>    P\,    /V    P,  Pu 

sfimmtlich  in  einer  und  derselben  Ebene  wirken,  so  nehmen  wir 
diese  Ebene  als  Ebene  der  xy  an. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist: 

Vo  =  Yi  =  Y*  =  Yz  .  ..  =  y,.  =  90<\ 

also: 

cosy0  =  cosy,  =  cosy2  =r  cosys  =  ....=  cosy,  =  0; 

ferner 

Z0  =  ti=  22  =  28  =  2«  =  0. 

Also  sind  nach  §.  6.  die  Bediogungsgleichungen  für  den  Zu- 
stand des  Gleichgewichts: 

l)...ZPcosa=0,  2Pco8ß=Q,  £P(*cos/?-ycos«)  =  0. 

-» 
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Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar  und  mau 
nimmt  denselben  als  Anfang  der  Coordinaten  an,  so  ist  nach  §.  8. 
die  Bedingungsgleichung  für  den  Zustand  der  Ruhe: 

2)  £P(x  cos  ß—y  cosa)  =  0. 

Wir  trollen  jetzt  zur  Bestimmung  der  Resultirenden  übergehen. 
In  diesem  Falle  ist: 

L  =  2  P cosa,    M  —  ZPcosß,   IS  —  0; 

iVt  =  2P(x  cos  ß—y  cos  a) ,    L,  =  0,    iW,  =  0 ; 

also  ist  die  Gleichung: 

LLx  +  MMX  +  iViV,  =  0 

immer  erfüllt. 

Wenn  nicht  zugleich 

L  =  ZPcos  o  =  0,    31=  ZPcosß  =  0 

ist,  so  giebt  es  nach  §.  7.  eine  nicht  verschwindende  Resaltirende, 
«eiche  durch  die  folgenden  Formeln: 


3). 


R  s     (2;/>cos  «)■  +  (ZPcosß)*; 
ZPcostf 

0089  =  V(i:/^s  «)*TT^c^sl? ' 

cos   ZPcosß  

C°  V(2?#>cos  a)*  +  (ZPcos  0)* ' 

\      cosX  =  0 

bestimmt  wird.  Wegen  der  letzten  Gleichung  ist  %  =  90°,  und 
die  Richtung  der  Resultirenden  steht  also  auf  der  Axe  der  x 
nenkrecht,  oder  ist  der  Ebene  der  xy,  nämlich  der  Ebene,  in 
welcher  die  sämmtlicben  Kräfte  wirken,  parallel;  wegen  der  aus 
§.7.  bekannten  Gleichungen: 

NX-MX  +  Z,F  =  0, 

Mx  — LZ  +  iVA  =  0 

ist  aber,  weil  L  und  M  nicht  zugleich  verschwinden,  offenbar 
allgemein  Z  =  0,  und  die  Resultirende  wirkt  also  ganz  in  der 
Ebene  der  xy,  nämlich  in  derselben  Ebene,  in  welcher  die 
sämmtlicben  gegebenen  Kräfte  wirken.  Zwischen  X  und  Y  hoben 
wir  wegen  der  ersten  der  drei  vorstehenden  Gleichungen  die 
Gleichung:  jßr  >^ 

TheU  XI/VX  _  16 
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2P(xco8ß-yco8a)  —  XZPcoBfi  +  YZPcosa  =s  O 

oder: 

4)  X  ZPqob  ß  —  YZP  cos  et  =  HP  (x  cosß  —  y  cos  a). 

Wenn  zugleich 

£  =  ZPcoaa  =  0,    M=  £Pcosß  =  0 

ist,  so  können  die  Kräfte  nur  auf  ein  Kräftepaar  zurückgeführt 
werden,  oder  dieselben  sind  unter  einander  im  Gleichgewichte. 

Nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  kann  man  im 
vorliegenden  Falle  für 

cosa0,  cosaj,  cos«*,  . cosa«;  cosqo 
cosft,»  cosft,  cos|32,         cos/S«;  cos^ 

respective 

cosa0,  co8ttu  cosa2>  ••••»  cosa«;  cosqp 
sinfto,  sintti,  sina2,  . sinafl;  sinqp 

setzen,  wo  nun  aber  bekanntlich 

«o»  «i>  <*a>  as»         a»»  V 

von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y  hin  von  0  bis  360°  gezählt  sind.  Unter 
dieser  Voraussetzung  sind  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleich- 
gewichts : 

V) 

-EPcosa  =  0,  -SPsioa  =  0,  2J/>(*sina- a:cos«)  =  0. 

Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  den  man  aU 
Anfang  der  Coordinaten  annimmt,  so  ist  die  Bedingungsgleichuog 
für  den  Zustand  der  Ruhe: 

2*)  UPOrsino— ycoso)  =  0. 

Wenn  nicht  zugleich 

XPco8o  =  0,   2?/,sino  =  0 

ist,  so  giebt  es  eine  nicht  verschwindende,  in  derselben  Ebene 
mit  den  gegebenen  Kräften  wirkende  Resultirende,  welche  durch 
die  folgenden  Formeln  bestimmt  wird: 

R-  V  {£Pcoa a)*  +  (SPsw a)* ; 

JSP  cosa 

COS  CD  =    ■    ■   , 

3*)  .  .  .  {  V^Pcosa^-K^Psin«)4 

-EPsina 


sin  9  = 


V(2?P$osa)a  +  (2Psina)» 
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und : 

4*). .. . XHPstna  —  VHPcosa  =  ZP(a?sina  —  ycosa). 
Aus  des  Gleichungen  3*)  ergiebt  sich  auch  die  Formel: 

3)  <ans* = »w- 

mittelst  welcher  aber  o>  nach  folgenden  Regeln  bestimmt  werden  muss : 


EPs\i\  a 

positiv 

positiv 

0  <o><  90° 

negativ 

positiv 

9O°<a><180' 

negativ 

negativ 

180°<9)<  270° 

positiv 

negativ 

270°  <  cp  <  360». 

Wenn  zugleich 

ZPcosa  =  0,    -SPsio«  =  0 

ist,  so  können  die  Kräfte  nur  auf  ein  Kräftepaar  zurückgeführt 
werden,  oder  dieselben  sind  unter  einander  im  Gleichgewichte. 


Wenn  im  vorliegenden  Falle  die  Kräfte  sämmtlich  unter  ein- 
ander parallel  sind,  so  kann  man 

ß  =  ßo  =  ßl  =  h  =  =  ßn 

setzen;  also  sind  nach  1)  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleich- 
gewichts : 

cosa27>  =  0,  cos  ß  EP  =0,  cosßZPx—  cosaZPy  =  0; 

folglich,  weil  wegen  der  Gleichung 

cosa*  +  cos/5*  =  1 
die  Cosinus  cosa,  cosjS  nicht  zugleich  verschwinden: 

5)  EP  =  0,  cosßZPx  =  cos  « 2Py. 

Nimmt  man  die  Axe  der  x  so  an,  dass  sie  die  Richtungs- 
lioieo  der  sämrotlichen  Kräfte  schneidet,  so  kann  man  offenbar 

yo  =  yi  =3fc=      =yn  =  0 

setzen,  und  es  ist  dann  augenscheinlich  nicht  ß  =  90°,  also  nicht 
cosß  =  Q;  folglich  sind  nach  5)  die  ßedingungsgleicbungen  des 
Gleichgewichts : 
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6)  2P  =  0,    ZPx  =  0; 

wo  xQ,  xu  x2,  xz,  ....  xn  sich  auf  die  Durcbschnittspunkte  der 
Richtungslinien  der  parallelen  Kräfte  mit  der  Axe  der  x  beziehen, 
welche  Axe  naturlich  ganz  beliebig  angenommen  werden  kann, 
wenn  sie  nur  die  sämmtlichen  Richtungslinien  schneidet 

Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  so  nehme 
man  denselben  als  Anfang  der  Coordinaten  an,  und  die  Bedin- 
gungsgleichung für  den  Zustand  der  Ruhe  ist  dann  nach  2) : 

7)  cos  ßZPx  =  cosa  EP g 

oder,  wenn  man  die  Axe  der  x  so  annimmt,  dass  sie  die  sämmt- 
lichen Richtungslinien  schneidet: 

8)  ZPx  =  0, 

wo  x0,  xt,  x2,  xit  ....  xn  sich  auf  die  Durchschnittspunkte  der 
willkührlichen  Axe  der  x  mit  den  Richtungslinien  beziehen. 

Wenn  nicht  zugleich 

L  =  co8aZP  =  0,   M  =  cosßZP=zO;  I 

also,  weil  cosa,  cos  ß  nicht  zugleich  verschwinden,  wenn  nicht  ZP=  0 
ist,  so  lassen  sich  die  Kräfte  nach  dem  Obigen  auf  eine  nicht 
verschwindende  Resultirende  zurückführen,  welche  nach  3)  offen- 
bar durch  die  folgenden  Formeln  bestimmt  wird: 

R  =  V (cos«*  +  cos 
cosaZP 

COS  (p  =      r  , 

V  (cosa*  +  cos ß?) (EP)* 

 cos£ZP   ! 

\^(cosa2  +  co8(P)(£Pj*  *  ' 

cos^=0;  i 

i 

also  mittelst  der  Formeln: 

i 

ZP  ZP 

R  =  cosqp  =  cosa         ,    costf;  =  cos/3  ^p^*    cos*  =  O 

wo  (ZP)  wieder  den  absoluten  Werth  von  ZP  bezeichnet;  oder 

R  =  (ZP),  cosqp  =  J-.cosa,  costy  =  ±  cos/5,  cos 2  =  ü. 

Die  Resultirende  wirkt  also  in  derselben  Ebene  wie  die  gegen* 
nen  Kräfte  und  ist  denselben  parallel,  und  wenn  man 

»)  R  =  ZP 


cost//  =: 
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setzt,  so  wird  durch  das  Zeichen  der  Resultirenden  zugleich  ihre 
Richtung  bestimmt,  was  ganz  eben  so  erhellet  wie  in  dem  allge- 
meineren Falle  in  §.  10. 

Zwischen  X,  Y  hat  man  nach  4)  die  Gleichung: 

(Xco*ß-  Ycosa)2P  =  cos ß  2Px  —  cos a  2Py , 

welche  erfüllt  wird,  wenn  man 

,ü)  A  —   zp  '    *  —  zp 

setzt,  welche  VVerthe,  wenn  ZP  nicht  verschwindet,  endliche 
völlig  bestimmte  Grössen  sind. 

Der  durch  die  vorstehenden  Coordinaten  bestimmte  Pun^t 
(XV)  heisst  auch  hier,  wie  in  §.  10.,  und  aus  ähnlichen  Gründen 
wie  dort,  der  Mittel pun kt  der  parallelen  Kräfte  oder  das 
Centrum  der  parallelen  K räfte. 

Wenn  £P  =  0  ist,  so  lassen  sich  die  Kräfte  nur  auf  ein 
Kräftepaar  zurückführen  oder  dieselben  sind  unter  einander  im 
Gleichgewichte. 

§.  12. 

Anderer   Ausdruck  der   Bedingungen   des  Gleichge- 
wichts. 

Wir  wollen  uns  eine  beliebige  Gerade  denken,  welche  durch 
die  Gleichungen: 

x — a     y  —  b    _  z  —  c 

'  COS  6       COSü)       cos  ö 

charakterisirt  sein  mag,  und  im  Allgemeinen  die  Axe  genannt 
werden  soll. 

Betrachten  wir  nun  eine  beliebige  Kraft  P0,  deren  Richtung«- 
lioie  durch  die  Gleichungen: 

' coso0      cos  Po     c0»  Yo 
charakterisirt  ist. 

Von  dem  Punkte  (x^Iq)  fällen  wir  auf  die  Axe  ein  Perpen- 
dikel, dessen  auf  der  Axe  liegenden  Fusspunkt  wir  durch 
(XoF0Z0)  bezeichnen.  Die  180°  nicht  übersteigenden  Wiokel, 
welche  die  von  dem  Punkte  0royo*o)  aus  nach  dem  Punkte 
{X0V0Z0)  hin  gehende  Richtung  dieses  Perpendikels  mit  den 
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positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  %  ei  nach  Messt ,  bezeichnen 
w  ir  durch  0O,  «o»  ö0;  die  als  positiv  oder  absolut  betrachtete  Ent- 
fernung des  Punktes  (Jf0F0Z0)  von  dem  Punkte  (x0y02^)9  a'80 
die  Entfernung  des  Punktes  (xQy0z0)  vo»  der  Axe,  mag  durch 
GQ  bezeichnet  werden;  dann  ist  nach  §.  1.  4): 

3)  ^0     xo  y r> — .Vo  __  Z0  *~~_*o  =  £ 

; cos  ö0        coscöo       cosö0  °" 

Weil  ferner  der  Punkt  (A0F0Z0)  in  der  durch  die  Gleichungen 
1)  charakterisirten  Axe  liegt,  so  ist  oach  j.  1.  4): 

CO8  0  C08  0)  cosw 

wo  C  die  Entfernung  des  Punktes  (X0  Y0Z0)  von  dem  Punkte  (abc) 
bezeichnet,  insofern  man  diese  Entfernung  als  positiv  oder  negativ 
betrachtet,  jenacbdem  der  Punkt  (X0Y0Z0)  in  der  der  beiden 
von  dem  Punkte  (o6c)  ausgehenden  Richtungen  der  Axe,  welcher 
die  Winkel  6,  »,  ö  entsprechen,  oder  in  der  dieser  Richtung 
entgegengesetzten  Richtung  liegt. 

Hiernach  haben  wir  also  die  Gleichungen: 

IX0  =  a  -f  Gcosd  =  x0  +  Goco80o  , 
K0  =  6+  £  cos  cd  =  y0  +  G0  cos  o>0 , 
Z0  =  c  +  Gcos  5  =  to  +  G0cos  ö0 ; 

also  die  Gleichungen: 

r  ar0  —  a  =  GcosÖ  —  6r0cosö0  » 

6)  <    y0  —  6=  6r  COS  CO —  6r0cosa>0, 

v    x0— c  =  Gcosö  —  G0cosö0; 
aus  denen  sich,  wenn  man  G  und  G0  eliminirt,  die  Gleichung: 

7) 

(x0  —  a)  (cos  ©  cos  Ö0— cos  ö  cos  o)0) 
+  (yo — 0)  (cos  ö  cos  60  —  cos  0  cos  ö0)  }  =0 
+  ( *o  ~  <0  (cos  0  cos  «0  —  COS  fi)  cos  0O) 

oder: 
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8) 

I  (.Vü  -  6)  C08  Ö  —  (  X0  —  C)  COS  0)  }  CDS  ß0 

-f  ((x0  — c)cosö — (ar0 — a)  cos ö | cos  w0  J  =  0 
+  K^o  —  a)coso>—  (y0  —  6)cosö  |cosö0 


Wegen  der  Perpendicularität  der  beiden  so  eben  betrachteten» 
durch  die  Gleichungen: 

cos  6        COStt       C0SO  COS0O        C08»o  COSÜo 


cos 


Geraden  hat  man  aber  ferner  die  Gleichung: 
9)  .  .  .    cos0cos0o  +  cosa,costto  +  cosöcosöo  =  0, 

and  erhält  nun  aus  deo  Gleichungen  8)  und  9),  wenn  G0'  einen 
Factor  bezeichnet,  auf  bekannte  Weise  leicht: 

cos0o=Gy(      c°8»[C*o— o)coso)  —  (y0  — 6)cos  $]  \ 
\  — cosö[(x0— c)cosö  —  (<r0  — «)cos5J  ) 

»0  =  G0'  [     c08Öf(yo  —  6)cosö—  (sp  —  c)cosa]  \ 
0  \  —  COS0[(,TO — o)  COS  09 — (y0 — 6)  cos  0]  > 

cos ö  =  G  '  [     CO8Öt(lo-c)cos0-(j?o— fl)cosö]  I 
0  (  _ cosoj[(y0— 6)cosö  —  (r0  —  c)coscö]  J 

oder,  wie  man  sogleich  übersieht: 

10) 

tos  G0'tJf0— «— [(x0-fl)cosö  +  (y0— A)coso>  f  (z0-c)cosö]cos  B\ 
f««o=  G0'\yQ— 6— [(aro-fl)cos0-f-(yo-^)cosw+(zo-c)co8Ö]cos  cd), 
r«öo=  G0'  |  x,,— c-[(*o-a)co80  +  (y0-6)costt>+(*o-c)cosö]cos  ü|; 

*orao*  sieb  ferner  leicht  die  Gleichung: 

11) 

V"|(*b-«)*  +  (*>-6)*  +  (*o-c)* 

—  [(jro-a)cos0  +  (y0— 6)costo  +  (io— c)cosö]Ä|  =  l 
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Aus  den  Gleichungen  6),  nämlich  aus  den  Gleichungen : 

#0  —  a  =  Cr  COS  6 —  6r0C0S  0O, 

y0  — 6=  Crcosw  — G0coseo0, 

20—  C  =  GCOSÖ  —  6r0COS^o,' 

erhält  man  ferner  leicht: 

(x0  —  a)co8d  +  (y0 — 6)cos  qj  -f  (*o  —  c) cos ö 
==  G  —  G0  (cos  0  COS  0O  +  C08  CO  cos  w0  -f  cos  5  cos  S0) , 

( jr0 — a)  cos  $0  -f  (#0 — 6)  cos  co0  +  (*o  —  <0  cos  ö0 
=  G  (cos  0  cos  d0  +  cos  co  cos  a»o  -r-  cos  ö  cos  ö0)  —  G0 ; 

also  nach  9): 

12) 

(a\>  —  a)cos0  +(y0~  6)cos  o  +(xo— c)cosÖ  =  G, 
(xo-0)cos0o  +  (yo--6)coscoo-f  (zo— c)cosö0  =  —  6V 

Fuhrt  man  in  die  letztere  dieser  beiden  Gleichungen  die  Werthe 
von  cos0o,  coscö0,  cos  ö0  aus  10)  ein,  so  erhält  man: 

G0'  {(ar0  -  a)* + 6)*  +  (z„-c)i 

-  [(*o—  a)  cos  0-f-(yo— 6)  cos  0)  +  (z0— c)cosö]* }  =  —  G0 , 


G0'*  t(*0-<i)a-|-  (Vo-W  +  (*o~c)a 

-[(a:0— a)cosÖ  +  (f/o— *)cosqj +(z0—c)  cos  ö]*}  =  —  GoG0' . 

und  folglich  nach  11): 

13)  G0G0'  =  -1, 

woraus  sieb,  weil  bekanntlich  G0  eine  positive  Grosse  ist,  er- 
giebt,  dass  G0'  eine  negative  Grosse,  uud  folglich  nach  11): 

14) 

GJ  =   .     1  .^==^====^ 


aT  I  (j.0-a)-i  +  (yo-6)»+(Jo-c)*  \ 

*  —  [(x0  — a)cosö-|-(y0— 6)cos  w  +(io — c)cos  ö]4  f 


ist. 
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Endlich  ist  nach  3): 

X0 — x0  =  G0  cos  60 , 

I  ^O  —  Ho  =  ^oCOSOJü, 

Zo  —  xo  =  Gocosö0; 

alM  nach  10) : 

•^o  —  *o 

=  ^o^V^o— «  —  [C*o  — fl)c°«0+(yo— 6)cos»+(z0—  r)  cosöjcosö). 

~  C0C0'  |y0  —  6  —  [(jr0  —  a)  cosö-t-(y0  —  W  c°s  w-f(*o  —  c)  cos  ö]  cos  cd), 

~  C0C0'{  *o  —  c  —  [(*0  —  a)cos  öf  (y0— o)  cos  ©  f  (zo  —  c)  cos  wjcoso) ; 
»Im  oach  13) : 

It=z  a  +  |(jr0— «)cosö  -f  (^0— 6)cos o>  -f  (xq— c)cos ö}cos  6\ 
*o  =  b  +  {(ar0— o)cosÖ  -f  (y0— 6)cosco  +  (io— c)cosö  jcos o>, 
Z|  =  c  f  {  0ro — a)cns&  f  (y0  —  6)cosg>  +     — c) cos ö Jcos ö. 

Durch  den  Punkt  (^o^o^o)  'egen  w'ir  jetzt  eine  auf  der  Axe 
**krccbt  stehende  Ebene,  deren  Gleichung: 

i  ^o(*-^o)-l-ßo(y-yo)  +  c,o(*-*o)  =  0 

«in  mag;  dann  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

l 

^O    Bq   

COS  0  "~  COS  CD        COSÖ  * 

»>t  die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene  ist  folglich : 

16).. .  {x  —  Jt0)  cos 0  yo)cosco  +  («  —  t0)cosö  =0. 

Ferner  legen  wir  durch  den  Punkt  (jQy0t0)  eine  in  dieser 
fcfceae  liegeode  Gerade,  welche  auf  der  von  dem  Punkte  (x0y0:0) 
"^kreebt  gegen  die  Axe  gezogenen  Geraden   senkrecht  steht, 
(*4  schneiden  auf  dieser  Senkrechten  von  dem  Punkte  (^o^o^o) 
ein  beliebiges  Stfick  v0  ab,   dessen  Endpunkt  durch  die 
"rdraaten  5Fo»  Vo*  So  bestimmt  sein  mag.    Bezeichnen  wir  die 
s^  akht  übersteigenden  Winkel,  welche  dieses  als  von  dem 
iökte  (xtfoZo)  auagehend  gedachte  Stück  v0  mit  den  positiven 

kaUXLVI.  17 
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Tb  eilen  der  Axeo  der  x9  y,  z  eioscbliesst,  durch  *<>,  f»0,  v0; 
so  ist: 

!*0  =  Xo  +  VqCOBXq, 
5o  =  *o  +v0cosv0; 
und  die  Gleichungen  des  in  Rede  stehenden  Perpendikels  sind 

18)  


*o  =  y— yo  =  *— *o 

COSAq  COSft)  C08V0' 


Weil  dieses  Perpendikel  in  der  durch  die  Gleichung  16)  eha- 
rakterisirten  Ebene  liegen  soll,  und  auf  der  von  dem  Punkte 
(*ayo*o)  senkrecht  gegen  die  Axe  gezogenen  Geraden,  deren 
Gleichungen 

x—xQ     y— ffo  _  *— Jo 

C08Ö0         C08»0  C08ü0 

sind,  senkrecht  steht;  so  ist: 

C08Ö  COS  -f  COS  0)  C08/l0  +C08Ö  C08V0  =  0, 
COS  0OCO8  A<j  +  COS  COoCOS  no  +  cos  ö0cos  v0  =  0 ; 

also,  wenn  G0"  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

cos  Xo  =  G0"  (cos  ai  cos  q0  —  cos  ö  cos  <d0)  , 
cos  Po  =  G0"(coa  S  cos  60  —  cos  0  cos  50) , 
cos  v0  =  €ro"(cos0  COSCDo  —  cos  ©cos  0O); 

folglich  nach  10)  offenbar: 

■ 

19) 

cos  Iq  =  C?0'G0"{(j0—  c)cosa>— (y0— 6)cosö|, 
1  cos|*o  =  G0'Go'{(xo— a)cos5—(io-c)co8  0}. 

cosv0  =  G0'Go"l(yo  —  6)cos0  -(ar0  —  a)cos»|; 

* 

woraus  sich  sogleich: 

Co'*  Co"1 1  (*o  -  «)» + (yo  -  «•  +  (*>  -  c)* 

— [(*0 — o)  cos  Ö + (y0  —  o)  cos  » -I-  («o  —  c)  cos  5  ]» |  = 

also  nach  11): 
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G0'*G0"*=GQ'*,  G0"*=I; 

20)  Go"  =  ±l, 

uk)  daher  nach  19): 

21) 

cos  Ao  =  ±G0'[(z0  —  c)cosa>  —  (y0— Ä)c©«5|, 
1    cos  fi0  =  ±  Co'  I  (*o  -  <0  cos  ö  —  ( io — c)  cos  6  ) , 
cos  v0  =  ±Go\(tfa- b)cos6  —  (#o— a)cos»|; 

jiw  Dach  17): 

22) 

*o  =  *o  ±  Go  v0  \  (  x<> — c)  cos  o  —  (y0 — 6)  cos  ö  | , 
Vo  =  yodb^o'voK^o—  «)cosö  ~(io-c)cos6  |, 
5o=  «oifcGo'voKyo  —  Wcosö  —  (x0— a)cosa>! 

«pebt 

Von  dem  Punkte  (*oPo5o)  AMen  wlr  nan  aöf  die  Richtungs- 
ia»  der  Kraft  P0  ein  Perpendikel,  und  bezeichnen  den  Fuss- 
pukt  dieses  Perpendikels  auf  der  in  Rede  stehenden  Richtungs- 
lisie  durch  (X^YqZq)  ;  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen 
fanetrie,  wie  leicht  erhellet: 

(I o — Xo)  cos  «o  +  (?0  -  Y0)  cos  ft,  +  (50 — Zo)  cos  y„  =  0 , 

• 

cos«o        cosßo  cosy0' 
IHe  erste  dieser  Gleichungen  kann  man  auf  folgende  Art  schreiben : 

{ (*0  -  x0)  —  (X0—  x0) }  cos  Oo  j 
+  l(Vo-yo)-(Y0-yo)lcosft>   (  =0, 
+l(5o-*o)-<Zo--*o)!cosy0  ) 

<l*r  auf  folgende  Art: 

( X0 — *o)  cos  «o  +  (Y0  — y0)  cos  Ä,  -f  (Z0  —  20)  cos  y0 
=  <*o  —  *0)  cos  «o + (Po — y0)  cos  ß0  +  ( 50  -  *o)  cos  y0 , 
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woraus  sich ,  in  Verbindung  mit  den  oben  in  zweiter  Linie  (»to- 
benden Gleichungen,  leicht  die  folgenden  Formeln  ergeben: 

Xo  —  ^o 

=  { (*o  — *0)  cos  «o  +  (Po  — yo)  cos  ß0  +  (So  —  x0)  cos  yu }  cos  or„ , 

Y0— y0 

=  |  (*0  -  *o)  cos  öo  -KP0  — y0)  cos  ß0  +  (5„  —  *o)  cos  y0 }  cos  ßa , 

=  |  (*0  — x0)  cos  a0  +  CPo  —  y0)  cos  ft,  +  (50  —  *o)  cos  y0 )  cos  yc  ; 

folglich,  weil  nach  22)  offenbar: 

(*0  —  xQ)  cos  a0  +  (Po  —  yo)  cos  ft>  +  (50  — 10)  cos  y0 
[(  2o  — c)coscd  — (y0  — 6)cos  ö]eoscr0 
=  ±G0'v0}  -f  [(j-0— a)cosö  — (i0  — c)cos  ö]cos/J0 
-f  [  (y0  —  °)  cos  6  —  (x0 — d)  cos  a>]  cos  yu 
(x0  —  a)  (cos  /S0cos  ö  —  cos  y0  cos  eo) 
=  ±G0'v0}  +(yo_*)(cosy0co8  0  — cosa0cosö) 
-f  (  Zo  —  c)  (COS  tf0  COS  0) — cos  ß0  cos  0) 

ist  : 

23)  , 

(ar0 — «)(cos/30cosö — cosy0cos  co) 
Xo— x0  =  ±  G0'  v0 1  +  (y0— ö)(cosy„cosd— cosoocos«)  [cosoo, 

-f  (  2q  — ^(cOSOoCOSQ)— COS0OCO8  6) 


Y0— yo  =  ±GqV0 


(jr0— a)(cosß0co8tt— cosy0cos») 
+  (yo— ö)(cosy0cos  0— cosoocosö)  ^  cos/3^  , 

+  (*o — C)(COSOoC080>— C08/?0C08  0) 


(x0 — a)(co8/30co8Q— cosy0coso>)  • 
Z0  —  z0  =  ±  Go  *o  {  +  (yo-Mcosy0cos  Ö—cosooCOSö)  i  cos  y0. 

-f  ( io— c)(cosa0cosa>— C08/J0C08Ö)  / 

Bezeichnen  wir  nun  die  Projection  von  v0  auf  der  Richtung** 
linie  der  Kraft  P0t  indem  wir  diese  Projection  als  positiv 
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negativ  betrachten,  jenachdem  sie  auf  dem  von  (x^yfo)  aus- 
gebenden Tbeile  der  in  Rede  stehenden  Richtungslinie,  welchem 
die  Winkel  oq,  ßot  y0  entsprechen,  oder  auf  dem  entgegenge- 
setzten T heile  der  Richtungslinie  liegt,  durch  pQ,  so  ist  nach 

«• 1  4>: 

—  Xq  =  p0  COS  Ofo  , 

Y0-y0  =  Pocos/?0, 
zo— =  Pocosyo; 

voraus  sich,  wenn  man  diese  Formeln  mit  den  Formeln  23)  ver- 
gleicht, unmittelbar: 

(x0  —  a)  (cos  ft)  cos  ö^—  cos  y0  cos  o>) . 
A\>  =  i:  *»u'  vo  \  +  (yo  —  ^)  (cos  /oco*  ö  —  cos     cos  ö)  |  , 

•I  (  *o — c)  (cos  Oo  cos  cj  —  cos  ß0  cos  0) 

tUo,  weil  nach  13): 

G0  G0'  =  —  1 

24) 

(( x0  —  a)  (cos  ß0  cos  ö  —  cos  y0  cos  a)  \ 
f  ,  +  (y0— 6)(cosy0cos  ö  —  coso^cosö)  ^  v0 

f  +  (  lo  —  c)  (cos  «o  cos  a>  —  cos  ft,  cos  6) 


G 


o 


ersieht ,  wo  bekanntlich  G0  die  positiv  oder  absolut  genommene 
Kntfernung  des  Punktes  (*oyozo)  von  der  Axe  bezeichnet 

Wir  wollen  jetzt  eine  beliebige  zweite  Kraft  Px  betrachten, 
für  welche  wir  ganz  dieselbe  Construction  wie  vorher  für  die 
Kraft  f*0»  natürlich  in  Bezug  auf  dieselbe  Axe,  ausfuhren,  uns 
dabei  ganz  analoger  Beziehungen  wie  vorher  bedienend,  wobei  uns 
r.ua  namentlich  die  Frage  eutgegen  tritt,  wie  in  den,  den  Kräften  P0 
□r»d  Pt  entsprechenden  Formeln  die  in  denselben  vorkommenden 
doppelten  Vorzeichen  auf  einauder  zu  bezieben  sind.  Um  dar« 
über  eine  bestimmte  Entscheidung  geben  zu  können,  oder  um 
Cherhaupt  eine  bestimmte  Entscheidung  in  dieser  Rücksicht  zu  er- 
Buglicben,  müssen  wir  von  einer  festen  Bestimmung  darüber  aus* 
.-theo ,  wie  die  in  analoger  Weise  durch  v0  und  vt  bezeichneten 
Perpendikel  genommen  werdeu  sollen,  weil  diese  Perpendikel 
. on  den  Geraden  aus,  auf  denen  sie  senkrecht  stehen,  in  den 
i.  In  welchen  sie  gezogen  worden  sind,  offenbar  nach  zwei 
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verschiedenen  Seiten  oder  Richtungen  hin  genommen  werden 
können.  Deshalb  wollen  wir  jetzt  festsetzen,  dass  die  beiden 
Perpendikel  v0  and  vt  immer  so  genommen  werden  sollen,  dass 
sie,  wenn  man  sie  als  Kräfte  betrachtete,  das  System,  an  wel- 
chem alle  gegebenen  Kräfte  wirken,  um  die  angenommene  Axe, 
als  eine  feste  Drebungsaxe  gedacht,  nach  einer  und  derselben 
Seite  oder  Richtung  hin  drehen  oder  zu  drehen  streben  wür- 
den. Unter  dieser  Voraussetzung  müssen  offenbar  die  durch  die 
Winkel  0O,  a>0,  50  und  0, ,  o>, ,  Öt  bestimmten  Richtungen  und 
die  durch  die  Winkel  Aq,  po,  v0  und  Xlt  p, ,  v,  bestimmten 
Richtungen  unter  gleichen,  180°  nicht  übersteigenden  Winkeln 
gegen  einander  geneigt  sein,  was  durch  eine  ganz  einfache  geo- 
metrische Betrachtung  auf  der  Stelle  erhellet,  so  dass  man  also 
unter  der  gemachten  Voraussetzung  die  Gleichung: 

COS  0O COS  0i  +  COS  0>0  COS  (0|  +  cos  Q0  COS  Ö| 
=  COS  Kq  cos  kt  +  COS  Pq  cos  pi  +  cos  v0  COS  V, 

hat    Nach  10)  ist  nun: 

cos  0O=  Go't^o— [(*o—a)cos0+(yo— 6)coso  +  fo— c)cosü]cos0j, 
cosw0=GVly0— 6— [(*0— n)cos0+(yo— 6)cosm+(^)—  c)cosö]cosg>;, 
cosö0=  G0'  \  Xq— c— [(x0— n)cos0+(yo— o)cos»+(z0— .  c)cosö>]co8ÖI 

und  analog: 

cos  0j  =  Gi'  l^i—  a— [(*,  -a)cos0+(yl—  6)coscd+(i,— c)cosö]cos  6\ , 

COS»!  =  6~ [(^1—0)0080+^!  -0)C0S(D+(Z|—  C)C08Ö]cO8  Co) 

cos«!  =  Gi'[  xi— c-[(x,— a)cos0-(-(yi— 6)coso>+(x,  —  c)cosö]cosö)} 
also,  wie  man  sogleich  übersiebt: 

C08  0O  COS  0!  +  COS  O0  COS  COj  +  cos  50  cos  St 

t  (ar0-ö)(^i-ö)+(y0-6)(y,— o)+(*o-c)(*i— c)  \ 
=  Go'<*i\  —     [(aro— a)cos0  +  (yo— AJcoscd  +  Czo  — c)cosö]  ( 

V      ><[(*!— 0)0080  +  ^ —6)C08©-f(x,  —C)C08Ö]  ! 

Ferner  ist  nach  21) : 

Digitized  by  Google 


allgemeinsten  Gesetze  der  Statik. 


247 


coaAo  =  dbGo'l  (*o— c)cosco— (y0— 6)cosö}, 
co«fio  =  ±€?0'{(JP0— «)co«25— («o-c)cos  0}, 
cos  v0  =  ±  G0'{  (y0  —  b)coB  $ — (*0 — «)  cos  co } 

und  analog: 

cosXi  =  <?)cosa>  —  (yi  —  o)cosö|, 

cosfh  ss^d'KJPi—  a)cosö  — (*!—  c)cos  0), 
cos  vA  =  ±  €?! '  l  (  yi  —  6)  cos  6 — —  a)  cos  co }. 
Non  ist  aber,  wie  man  durch  einfache  Maltip lication  findet: 

|(x0—  a)cosö-(*o~ c)cos  ÖMfo-cOcosö  —  —  c)cos  6} 
+  { ( y0 — cos  6 — (x0 — a)  cos  »I  { ( yi  -  6)  cos  6 — ( *i  —  a)  cos  co  | 
-H(*o— c)cosa>—  (y0— 6)cos ö}{(  ij -c)cos  co  —  (y4  —  6)cosöl 

=      (x0 — a)  (x,  —  a)  (cos  cd»  +  cos  5») 

■f  ( yo — °)  (yi  —  W  (cos  ®Ä  +  cos 

+  (  *o  —  «)(  *i—  c> (cos  Ö»  +  cos  co») 

—  (x0  -  a)  (yj  —6)  cos  0cos  eo 

—  (x0 — a)(zt  —  c)cos0cosö 

—  (y0  —  6)  ( 2t  —  c)  cos  eo  cos  ö 
— (y0  — o) (^—a) cos co cos  0 

—  (xo— c)(xv  —  ci)cos<3cos  8 

—  (io~c)(yi  — o)cosöcos  CO 

s  (x0  —  a)  (x,  —  o)  (cos  0*  +  cos  w*  -f  cos  5») 
+  (yo  —  W  (y,  — 6)  (cos0»  +  cos  co»  +  cos  ö») 
+  (  Jo  —  c)  ( ii  —  c)  (cos  6*  +  cos  co*  +  cos  Ö») 

—  (*o — a)  (xt  —  a)  cos  0  cos  0 

—  (x0  —  a)  ( yt  —  6)  cos 0cos  co 

—  (*0  —  <0(2l—  c)CO80CO8Ö 

— (y0  —  6)  (xj  —  a)  cos  co  cos  6 
— (y^ — 6)(yi  —  6)  cos  o)  cos© 

—  (yo  —  ( ii  —  c)  cos  co  cos  5 
— (  *o  —  c)     —  a)  cos  ö  cos  8 

—  ( *o  —  c)  ( yi  —  6)  cos  ö  cos  co 

—  (io— c)  ( ii  —  c)  cos  5  cos  5 
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=       (*o  —  a)  (*i  -  o)  +      — b)  {yx  —  6)  -f  (z0 — c)  (2,  -  c) 
—     [(x0  -  a)cosö  +  (y0 -b)co9  a  +  (zo— c)  cos  5] 
X[(x,  —  a)cos0  f-(y,  —  6)cosö)+(2|  — c)coeö]. 

Wenn  man  nun  in  den  obigen  Ausdrucken  von  cosAo,  cosp0,  cosv0 
uod  cos  A| ,  cos  fi| ,  cosV|  die  oberen  auf  die  oberen  und  die  unteren 
auf  die  unteren  Zeichen  bezieht,  so  ist : 

cos  Ao  cos  A,  +  cos  |tl0  cos  flt  +  cos  v0  cos  Vi 
/  (:r0— a)(ar,  — o)  +  (y0— 6)^  —6)  +  (z0— c)(x,  — c)  \ 

=  6V6Vj  —       [(*O-«)COS0  +  (#O— 6)C08(0  +  (20  —  c)cosö]  S, 

'      X[(^i  —  a)cosö  +  (yi  —  oJcosw  +  Ctj  —  c)cosö]  ) 
also  nach  dem  Obigen: 

cos  6\>cos  6\  +  COS  l»o  COS  0),  -f  COS  Ö0  COS  Öj 
=  COS  Ao  COS  Ai  +  COS  fl0  COS     +  cos  v0  cos  vt , 

wie  es  unter  der  gemachten  Voraussetzung  sein  muss ;  bezieht  man 
dagegen  in  den  obigen  Ausdrücken  von  cosAq,  cos fi0,  cosv0  uod 
cosAl9  cosp,,  cosv,  die  oberen  auf  die  unteren  und  die  unteren 
auf  die  oberen  Zeichen,  so  ist: 

cos  Ao  cos  A,  +  cos  fi0  cos     +  cos  v0cos  vt 

i(*o— o)(*i—  o)  +  (Vo—6)(yi  -6)+(io— c)(x,  — c)  \ 
—      [(*0  —  a)C08Ö+(y0  —  6)C08(D  +  (2o  —  c)cosö]  >  » 
X[(it  —  a)cosö  +  (^i  —  o)co8eo  +  (2i—  c)cos  ö]  / 

also  nach  dem  Obigen: 

cos  ö0cos  öi  +  cos  030  cos  ft>|  +  cos  50  cos  Oi 
=  —  (cos  Ao  cos  Ai  +  cos    cos  f*i  +  cos  v0  cos  vt ) , 

wie  es  unter  der  geroachten  Voraussetzung  nicht  sein  darf. 

Hieraus  sieht  man  also,  dass,  wenn  man  die  Perpendikel  **0 
und  vt  so  nimmt,  dass  sie,  als  Kräfte  betrachtet,  das  System  am 
die  angenommene  Axe,  als  eine  feste  Drehungsaxe  gedacht,  nach 
einer  und  derselben  Seite  oder  Richtung  bin  drehen  oder  zu 
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drehen  streben  würden,  im  Obigen  überall  die  oberen  und  unte- 
ren Zeichen  auf  einander  bezogen  werden  müssen,  und  dass 
man  also  namentlich  auch  nach  24)  mit  Beziehung  der  oberen 
und  unteren  Zeichen  auf  einander  setzen  raus» : 

25) 

(jr0  —  u)  (cos  0O  COS  Ö  —  COS  Yo  cos  ») 

pO  =  T  \   +  (y0  —6)  (COS  y0C08  0  —  C03«f0  C08Ö)  J  •  (V  f 

-f-  (  Zq  —  c)(cosa0cosa>  —  cos  ß0  cos  0) 

{xx  —  a)  (cosßi  cos  ö  —  cos  y,  cos  w)  . 
Pt  =  T\  6)  (cos  yi  cos  0- cos  er,  cos  ö)  J  • 

+  (  I|  — c)  (cos  «i  COS  (0  —  COS  ßi  cos  0) 

Für  das  ganze  System  unserer  Kräfte 

Pq9  P\  f  P%t  P%,  P+ ,  .... 

babeo  wir  daher  die  folgenden  Gleichungen: 

26) 

(jT0 — a)(C08#nC08Q  —  COS  VnCOS  to)  . 

i  _  t  v« 

Po  =  :f[  +(^0  —  0)(C08y0C08  0  —  COSOoCOS  ü) 
+  (  lo  —  c)  (COS  Oq  COS  CD  —  CO80O  COS  0) 

(jti  —  a)(cosö,  cosö  —  cosyi  cosw)  . 

|  _     \  V| 

pt  =  ^  \  -f  (yi  ■~o)(cosyl  cos  0  —  cosoi  cosu)  \'  (J  9 
-r-  (  zt  —  c)  (cos  at  COS  00  —  COS  ßi  cos  0) 


!(xs — a)  (coh  /3.2cos  ö  —  cos  ya  costa) 
+  tys—  °)  (cos  y«c08  ö  —  cos  ««cos  ö)  | 
+  (xt— c)(cosa2eos  o  —  cos  0t  cos  0) 


10r8 — ii)  (cos  ß9  cos  ö  —  cos  y8  cos  a>) 
-f(y$ — 6)(cosyjCos  0  —  cos oj cos ö)  }  •  » 
•f  (ig — c)(cosa3cosG> — cos  ß5  cos  0) 


U.     8.  W. 


dorcbgehends  die  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  ein- 
zu  beziehen  sind,  wenn  man  sich  nur  stets  an  die  aus  dem 
bekannten  Voraussetzungen  hält 


En  ist  nun 
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0ro— a)  (cos  0O  cos  ö— cosy0cosco) 
+(yo—  o)(cosy0cos  0—  cosoöcosö)  J 
+  (  x0— cXcosooCosw— cos /30  cos  0) 

(*,—  o)(cosft  cos 5— cosyi  cos») 
+  P,  J  +(yi  —  6)  (cosyi  cos  6— cos «i  cos 5)  J 
-f  (  2t  — c)(cos  «|  COS  09  —  COS  ßx  cos  0) 

(x9  -  a)  (cos  ß%  cos  5  -  cos  yÄ  cos  co) 
■f  P%  \  +  (y«— »)(cos  y4cos  6  —  cosffjcos  5)  j 

+  (  2, —  C)  (COS  ttj  COS  CO  — COS  ß%  COS  0) 

(ar8  —  a)  (cos  03  cos  ö  —cos  y3  cosco) 

+  ^8  {  +  (#3  — (C0S  /S  C0S  0  ~"  C0S  Ä3  C0S  ®)  } 
+  (  Z,  —  C)  (COS  «3 COS  03  —  cos  ß9  cos  0) 


a.    s.  w. 


ar0(cos/50cosö  —  cos  y0  cos  co) 
{  +  3fo(cos  /ocos  0— cosa0cosö)  J 
+  2o  (C0S  «o  COS  Cd  —  cos  ß0  cos  0) 

^(cos&cosö—  cos  yj  cos  co) 
+  Pj  |  +  y,  (cos  yi  cos  0— cos  «4  cos  ö)  J 

+  2i  (COS  C*i  COS  CD  —  COS  />\  COS  0) 

ar£(co8/5scosö  — cos  yt  cosco) 
-fPÄ|  +y2(cosyacos  0— cosajcosö)  \ 
+    (cos  ct£  cos  co  —  cos  0t  cos  0) 

f2,  (cos  /53  cos  ö  —  cos  y3  cos  co) 
+  #3  (cos  y3  cos  0— cos  a3  cos  3)  / 
-f  29  (cos  a3  cos  co  —  cos  03  cos  0) 

a.   s.  w. 

a  (cos  ß0  cos  (5  —  cos  y0 cos  co) 
—  Pol  +6(cosy0cos  0  — cosa0coscö)  } 
•f  c  (cos  «o  cos  CO  —  cos  ß0  cos  0) 

a  (cos  ßi  cos  5  —  cos  y£  cos  co) 
-P,    +  6 (cosyi cos  0— cos«!  cos 5)  J 
+  c(cosa,  cosco  — cos  COS0) 
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a  (cos  /3a  cos  25  —  cos  yt  cos  co ) 

—  -f  ©  (cos  y,cos  0— cosa2cosö)  ? 

+  C  (COS  0^008  CD  —  cos  ßi  cos  6) 

a(cos03  cos<3  —  cosy3cosa>) 

—  P8  |  +6  (cos  ys cos  0—  cos a,  cos  5)  j 
-f  c(coscr3  cos  co— cos  &  cos  0) 

o.   s.  w. 

=  (6cosö— ccosa})(/J0co8a0+PiCOsa1  +Ptcosa4+P8cosa3 +....) 
-|-  (ccos  6 — acosö)(Pocos0o-f  PjCosft+PaCosPj-f  P8cos03+ ... .) 
~f"  (ocosco  — bc  os  0)  (P0cosy0+ ^i  COßyi + P*cosyt  +  P3  cosy8 ..) 

Po0rocos/Jo—  y0cosoo) 
\    +  P\  (x\  cos  ft  —  y,  cos  ot ) 

+  C08Ö  \     +  ^t(^lCOS04-yt  COS«2) 

+  P8  (.rs  cos  03  —  y8  cos  as ) 
o.    s.  w. 

P0  (y0  cos  y0  — *0  cos  0O) 

+  PltolCOSft—  XiCOSft) 

+  Pt(y«cosyt—  xicos^,) 
+  PiCysCosya—fgCos^a) 

Q.     S.  W. 

Pofiocosoo—  ar0cos  y0) 
+  Pi  (*!  cosc,  — cos  y,) 
+  CO8C0  \    +  Psfocoso,— a^cosy^) 
i    +  Pt  (*•  cos  03  —  #3  cos  yg) 

\  U.     8.  W. 

«od  In  abkürzender  Bezeichnung  haben  wir  also  die  ^folgende 
Gleichung: 


+  cosÖ 


\ 
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27) 

(x  —  «)  (cos  ß  cos  5  —  cos  y  cos  cd) 
+  (y  —  A)(cos  ycosÖ—  cos  acosö)  | 
+  (x  —  c)(cosacos  a—  cos  0  eng  0) 


=  (6cosö  — ccos  w)XPcos« 
-|-  (c cos  0  -  acos  5)  ZPcos |3 
+  (a  cos  co  —  6  cos  6)  ZPcos  y 
+  cos  ö  (x  cos  0  — #y  cos  «) 
+  cos  0  -£/>(y  cos  y  —  rcos  ß) 
+  cos©  2P(i  cos«  — jrcosy). 

♦ 

Unter  der  Voraussetzung,  das*  die  Kräfte 

^o»  P\*  P%*  Ptt  P\>  •  ••• 
unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  ist  nach  §.  r>. 

2?Pcosa=:0,    £Pcosß=zOt    27>cosy  =  0; 
ZP  ( x  cos  0— y  cosa)  =  0, 
£P(ycosy  —  zcosß)  —0t 
-SP  (t  cos«  —  arcosy)  =  0; 

also  nach  27),  unabhängig  von  besonderen  Werthen  von  a,  b,  c 
und  0,  co,  ö,  folglich  für  jede  Axe: 

!(x  —  a)  (cos  ß  cos  S  —  cos  y  cos  co)  \ 
-f  (»  —  6)(cosycos  0  —  cosacosö)  [=0. 
+  (  2  — c)(cosacosco  — cos0cos0)  7 

Es  fragt  sich  nun,  ob  sich  dies  auch  umkehren  lässt,  ob  man 
nämlich  behaupten  kann,  dass,  wenn  für  jede  Axe 

/      (x  —  a)  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  co)  \ 
ZP\  6)(co8  y  cos  0— cos  acos  ö)  J  =  0 

(   ■+  (Z— «c)(COS  «C08CO  —  CO80COS0)  ' 

ist,  die  Kräfte 

^0  •  P\  9  1*2  >   P**  Pi* 

unter  einander  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 

Weil  vorausgesetzt  wird,  dass  die  vorstehende  Gleichung,  also 
oach  27)  die  Gleichung: 
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(6  cos  ö  —  c  cos  w)  EP  cos  a 
+  (c cos  ö  —  a  cos  ö)  EPco*  ß 
-f  (a cos  od  —  6 cos  6)  EP  co»y 

+  cosö  £P(xco»ß — ^coso) 
-f  cos  ö  EP(y  cos  y —  icosß) 
•f  cos  oo         z  cos  a  —  x  cos  y) 


=  0, 


6,  c  und  6,  Ol  5  gilt;  so  wird  diese  Gleichung  auch  gelten,  wenn 
man  a  =  0,  6  =  0,  c  =  0  setzt,  was  nach  dem  Obigen  unmittel- 
bar zu  der  unabhängig  von  besonderen  Werthen  von  0,  a>,  ö  gel- 
tenden Gleichung: 


führt    Setzt  man  nun  in  dieser  Gleichung  nach  der  Reihe: 

cosö  =  0,  cos  oj=  ü,  cos  ö  —  dt  1 ; 
cosö  =  iL  cosoj  =  0,  cosö  =  0; 
cosÖ  =    0,   cos  oj  =±1,    cosö  =  ö; 

was  verstattet  ist,  weil  in  allen  diesen  Fällen,  wie  erforderlich: 

cos  ö*+  cos  cd2  +  cos  5*  =  I 

tat.  länst  mau  nämlich  die  Axe  nach  und  nach  mit  der  Axe  der  x, 
x9  y  zusammenfallen  oder  diesen  Axen  parallel  sein;  so  ergiebt 
**ch  aus  der  obigen  Gleichung  nach  und  nach: 

£P(xcos  ß—ycosa)  =0, 

£P(ycos  y— xcos/J)  =  0, 


»ää  dann  ferner  nach  dem  Obigen  zu  der  unabhängig  von  be- 
sonderen Werthen  von  a,  b,  c  und  ö,  o>,  ö  geltenden  Gleichung: 


cos  5  £P(xcoaß  — y  cos  er) 
+  cosÖ  £P(ycas  y—  :cos/5) 
■+  cos  co  EP  (  2  cos  o — .xeosy) 


0 


£P(  zcos« — arcosy) 


(6  cos  ö  —  c  cos  o»)  EPco»  a 
+  (ccos  ö— ficosö)^Pcos/3   |  =  0 
+  (acosco— 6cos  6)£Pcosy 
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führt  Setzt  man  nun  in  dieser  Gleichung,  was  offenbar  verstattet 
ist,  nach  der  Reihe: 

o  =  0,  6  =  0,  cos  6  =  0; 
6  =  0,  c  =  0,  cos  o>=0; 
c  =  0,   a  =  0,   co8Ö  =  0; 

wo  also  besieh ungs weise: 

cos  co*  +  cos  ö2  =  1 , 

cos  52-f- cos  0*  =  1, 

cos  02  +  cosco*  =  1; 

folglich,  natürlich  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeicheo 
auf  einander: 

cos  co  =  zfcsinö, 

cosö  =  J^sin  6, 

cos  6  =  Jb  sin  co 
ist,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

ccos  co  EPcos  o  =  0, 
ocosö2:Pco8/3  =  0, 
6  cos  6  EPcos  y  =  0 

oder: 

csino  EPcosa  =  0, 

osinÖi:/>cos/3  =  0, 

6  sin  co  EPcos  y  =  0; 

welche  beziehungsweise  unabhängig  von  besonderen  Wertheo  von 
c,  co;  o,  ö;  6,  0  oder  c,  ö;  a,  Ö;  6,  co  gelten,  was  unmittelbar 
zu  den  Gleichungen: 

2Pcoso  =  0,    J?Pcos/S  =  0,    EPcosy  =  0 

fuhrt.  Hiernach  ist  also,  wenn  für  alle  Axen  die  Gleichung: 

(a:— o)(cos/3cos5 — cosycosco) 
2P{  +(.y— 6)(cosycos  d— cos  o  cos  ö)  |  =  0 

+  (  2  —  c)  (cos  O  COS  CO  —COS  0COS  6) 
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Statt  findet: 

ZPcosa  =  0,    2Pco8ß  =  Q,    SPcosy  «  0; 

£P(xcob  jS— ycosa)  =  0, 
2P(ycos  y—zcosß)  =  0, 
XP(  r  cos  et— xeosy)  =  U; 

und  nach  §.  6.  sind  also  die  Kräfte 

Pfif    P\t    P%*     P%9  P**  

unter  einander  im  Gleichgewichte. 

Wir  haben  daher  jetzt  den  folgeoden  allgemeinen  Satz : 

Die  not h wendige  Bed  ingung  für  das  Gleichgewicht 
der  Kräfte 

^o»  P\*  P%*  ^i»  "4*  •••• 
<«t ,  dass  die  Gleichung: 

(o? — 11)  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  09) 
£P^  +  (y  —  6) (cos  ycos  d— cos a cos ö)  J==0 
+  ( x — c)  (cos  C  COS  09  —  cos  /J  cos  6) 

fir  alle  Axen  erfüllt  ist. 

Ans  deo  Gleichungen  26)  folgt  offenbar,  wenn  man  dieselben 
■*cb  der  Reihe  mit 

^0»  P\ »  P%*  P%»  P*>  "*' 
amltiplicirt  and  dann  summirt,  die  Gleichung: 

(x  —  a)  (cos  ß  cos  ö  -  cos  y  cos  <d) 
£pPz=T  <2g  p{  +  (y— 0)  (cos  ycos  0  — cos  ercosö)  J.^ 

+  (  2  —  C)  (COS  OCOS  0)  —  cos  0  cos  6)    -J  1 

Sind  nun  aber  die  Grössen 

!L      ü      ÜL  ^ 

O0        t>i         ljr2        Ijrj  U4 

timmüich  unter  eioander  gleich,  und  bezeichnen  wir  deo  geruein- 
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schaftlichen  Werth  aller  dieser  Grössen  durch  ^;  so  wird  die 
vorstehende  Gleichung: 

(x  —  o)  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  ») 

12pP  =  Tg  £P\  ^)(cos  ycosö  — cosacosö)  j. 

+  (  I  —  c)  (cos  «  cos  w  —  cos  /?  cos  0) 

Die  Bedingung,  dass  die  Grössen 

t>0        «1  vS  *>4 

tt  t     /->"  »       %  »     77"  >     yr  »    •  •  •  • 

«1        "1        «3  "4 

sämmtlieh  unter  einander  gleich  sind,  erfüllt  man  am  Einfachsten 
dadurch,  dass  man  sich  das  System  um  die  angenommene  Axe 
um  einen  gewissen  Winkel  gedreht  denkt,  und  in  rechtwinkligen 
Dreiecken,  in  denen  diesem  Winkel  die  Entfernungen 

^o»  ^i»         ^*s»  ^*4»  •••• 

der  Punkte 

(*oyo*o).  (*iyih)>  (xsyzH)*  •••• 

als  der  Angriffspunkte  der  Kräfte  in  der  ursprünglichen  Lage  des 
Systems  von  der  Axe  als  Katheten  anliegen,  die  Längen 

v0.   t>i.    va,   vs,   v4,  .... 

als  die  dem  in  Rede  stehenden  Winkel  gegenüberstehenden  Ka- 
theten betrachtet,  eine  Vorstellung,  welche  wir  im  Folgenden  auch 
ohne  weitere  Erinnerung  stets  festhalten  werden4). 


*)  Nimmt  man  die  Drehung  de«  Systems  unendlich  klein  an,  so 
fallen  die  durch 

Vo»    vi»    v«i  v4»  

bezeichneten  Längen  mit  den  von  den  Angriffspunkten  der  Kräfte  l»e- 
■chriebenen  Kreisbogen,  oder  mu  h  mit  den,  die  primitiven  und  secundären 
Ocrter  der  Angriffspunkte  mit  einander  verbindenden  Geraden  zusammen, 
und  erhalten  dann  wohl  den  Namen:  Virtuelle  Geschwindigkei- 
ten (m.  s.  die  Einleitung) ;  die  im  Folgenden  entwickelten ,  den  Zustand 
des  Gleichgewichts  oder  der  Ruhe  bedingenden  Gleichungen,  in  denen  diese 
virtuellen  Geschwindigkeiten  oder  ihre  Projcc.l  innen  nuf  den  Kichtungs- 
linien  der  Kräfte  vorkommen,  bilden  aber  dann  in  ihrer  Gesammtheit  daa 
sogenannte  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  mit  wel- 
cher Bemerkung  über  dieses  Princip  wir  uns  für  jetzt  hier  begnügen  müssen. 
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Weil  nun  nach  dem  vorher  bewiesenen  Satze  da«  Gleichge- 
wicht der  Kräfte 

Po»   ^1»  ^2 >   ^3»  f*4*  •••• 

dadurch  vollständig  bedingt  wird,  dag«  die  Gleichung: 

(x — a)  (cos  0  cos  ö  —  cos  y  cos  w) 

+  (y  — 6)(cos  ycos  Ö— cosocosö)  |  =0 
+  (t — c)  (cos «COS  OD— cos ß cos  0) 

für  alle  Axen  erfüllt  ist;  so  wird  nach  dem  Obigen  offenbar  das 
Gleichgewicht  der  Kräfte 

Pq*   P\*  f*2»    P*>  P^y" 

weh  dadurch  vollständig  bedingt,  dass  die  Gleichung: 

ZpP  =  0 

för  alle  Axen  erfüllt  ist,  was  zu  dem  folgenden  allgemeinen  Satze 

führt : 

Die  nothwendige  Bedingung  für  das  Gleichgewicht 
4er  Kräfte 

*0  *   P\*   P%*  P**         *  •  •  •  • 

dass  die  Gleichung 

ZpP  =  0 

für  alle  Axen  erfüllt  ist. 

Betrachten  wir  fiir  irgend  eine  Kraft  P  das  Product  pP,  und 
•«zeichnen  wir  den  absoluten  Werth  von  P  durch  (P),  den  Werth 
ton  p  aber,  insofern  diese  Protection  als  positiv  oder  negativ  be- 
lebtet wird,  jenachdem  sie  auf  der  wirklichen  Richtung  der 
Kraft  P  oder  auf  der  direct  entgegengesetzten  Richtung  liegt, 
durch  q.  Wenn  nun  P  positiv,  also  P=z(P)\st,  so  wird  die 
Richtung  von  P  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmt.  Liegt  p 
»«f  dieser  Richtung,  so  ist  p  positiv,  q  positiv,  also  p  =  q,  folg- 
''cb  pP  =  q(P).  Liegt  p  auf  der  entgegengesetzten  Richtung, 
80  tot  p  negativ ,  q  negativ,  also  p  =  q,  folglich  pP=q(P). 
Wenn  ferner  P  negativ,  also  P  —  —  (Z3)  ist,  so  wird  die  Richtung 
^P  durch  die  Winkel  180°- <*,  180°— 0,  180°— y  bestimmt. 
'i,egt  p  auf  dieser  Richtung,  so  ist  p  negativ,  q  positiv,  also 
P^—?»  folglich  pP—  q(P).  Liegt  p  auf  der  entgegengesetzten 
Richtung,  so  ist  p  positiv,  q  negativ,  also  p—-q,  folglich 
PP=o(P).    Hiernach  ist  immer  pP  =  und  man  sieht  also, 

TM1XLVI.  IH 
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dass  man  im  obigen  Satze  die  Kräfte  P  snmmtlich  als  positiv, 
die  Projectionen  p  aber  als  positiv  oder  negativ  betrachten  kann, 
jenachdem  sie  auf  den  wirklichen  Richtungen  der  entsprechenden 
Kräfte  oder  auf  den  dienen  Richtungen  direet  entgegengesetzten 
Richtungen  liegen,  was  die  einfachste  Auffassungsweise  bei  der 
Anwendung  des  in  Rede  stehenden  Satzes  ist. 

Bezeichnen  wir  die  von  den  Richtungslinien  der  Kräfte 
P0,    Pl%    P2,    P$>  P4,.... 

mit  der  angenommenen  Axe  eingeschlossenen,  180°  nicht  uber- 
steigenden Winkel  durch 

Wo,    W*>    W*>    W*>  IF4  

und  die  kürzesten  Entfernungen  der  Richtungslinien  der  Kräfte 
von  der  angenommenen  Axe,   indem  wir  diese  kürzesten  Entfer 
nungen  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdem  die  Grössen 

(.r0  -  a)  (co80o  cos  ö  —  cos  y0  cos  a>) 
+  (^o  —  b)  (cosy0cosö — cosa0costt) 
-f  (z0  —  C)  (COS  «o  COS  0)  —  cos  ß0  cos  0) , 

(xl  — o)(cosj31  cos  ö  —  cosyi  coso) 
-f  (yi  —  b)  (cos  yt  cos  0 — cos  at  cos  ö) 
-f  (ii  —  c)  (cos  <*i  cos  0)  —  cos  ßx  cos  0) , 

(x2  —  ö)  (cos  ß2  cos  ö  —  cos  y2  cos  a>) 
4  (#2  — •  b)  (cos  y2  cos  0  —  cos  cos  ö) 
-f  (z2 — c)  (cos  a2  cos  (o  —  cos  ß2  cos  0) , 

(jr9  —  a)  (cos  /33  cos  ö  —  cosya  cos  <o) 

+  (#3  —      (co»  ?3  cos  ö  —  COS  «3  COS  Ö) 

+  (*a  ~  c)  (cos  cra  cos  cd  — cos  &  cos  6) , 

U.  8.  W. 

positiv  oder  negativ  sind,  durch 

E0,   Ei,   E2,   £j,  E4l 
so  ist  nach  einem  bekannten  analytischen  Ausdrucke  *) : 


•)  M.     meine  Abhandlung  Thl.  XXXV.  Nr.  I.  U). 


Digitized  by  Google 


allgemeinsten  Gesetze  der  Slatlk 


259 


Ex  sin  Wx  = 


( ar0  —  n)  (cos  ß0  cos  (a 
+  Cyo  -  b)  (cosyocos0 

+  (20  —  C)  (COS      COS  Cd 

(xx  —  a)  (cos  cos  ö 
+  (#1  —  b)  (cos  y,  cos  (9 
-f  (Ii  —  c)  (cos  Cf,  cos  ctf 

E2  sin  Wt  =    (jra  —  «)  (cos  ß^  cos  r"3 

1  (y*  —  b)  (cosyt  cosö 
-f     —  c)  (cos     cos  O) 

J£3sinW73=  (^s  —  o)  (cos /33  cos  ö 
f  (^3—  b)  (cosy3cos0 
+  (z3  —  c)  (cos  cr3  cos  co 

u.  s.  w. 


cos  yw  cos  w) 
cos  a0  cos  Ö) 
cos  p0  cos  0) , 

cos  y,  cos  co) 
COS  0|  cos  Ö) 
cos  ßx  cos  0)  , 

cos  y2  cos  cd) 
cosortcos(5) 
cos  ßt  cos  0), 

cosys  cos  cd) 
cos  as  cosq) 

CO8  03COS  0), 


cnd  nach  dem  Obigen  (S.  255.)  können  »vir  also  offenbar  auch  den 
folgenden  allgemeinen  Satz  aussprechen  : 

Die  not h wendige  Bedingung  für  das  Gleichge- 
wicht  der  Kräfte 

Po*     P\*     P%i     ^3»  P*> 

iff.  dass  die  Gleichung 

2PE  sin  IV  =  0 
ür  »He  Axen  erfällt  ist. 
h  26)  haben 


re«pective  mit 


»i,   p».  fV 

/l4,  — 

fl)  (C08ft,C08Ö  — 

cosy0co8co) 

f  (Ho  - 

6)(cosyocos0  — 

cosa0cosc3) 

+  («o  - 

c)  (cos  «o  cos  CO  — 

cos  ß0  cos  0)  , 

•a)(cosft  cosö  — 

cos  yx  cos  co) 

+  (.Vi  - 

■  b)  (cos  yt  cos  0  — 

cosax  cosö) 

+  (*«- 

C)  (C08      COS  CO  — 

cosft  COS0), 

(x, — o)  (cos  h cos  ö — cos  yi cos  w) 

6)  (cos  y*  cos  0  — 

COS  CISCOS  ö) 

•c)(coscfacosco  — 

COS  ^€08  0), 

IM  * 
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(xz  —  a)  (cos  ß3  cos  ö  —  cos  y8  cos  w) 

+  (^b  ~~  ^)  (cos  ya  cos  0  ~~  cos  «8  cos  ö) 
+  (Zg  —  c)  (cos  «3  COS  CO  —  cos  /33  cos  0)  , 

U.  S.  »V. 

s  a  m  m  1 1  i  c  h  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen ;  also  kann  man 
offenbar  in  der  Bedingungsgleichung 

2PE  sin  W  =  0 

die  kürzesten  Entfernungen 

Eot   Eit   E%,   £Si    E4,  ... 

immer  respective  mit 

Po»    />1>    £>2»     />S»    P4f  ->- 

von  gleichem  Vorzeichen  nehmen ;  auch  kann  man  sich  hierbei 
immer  die  Punkte,  in  denen  die  Richtungslinien  der  Kräfte  von 
ihren  kürzesten  Entfernungen  von  der  angenommenen  Axe  geschnit- 
ten werden,  als  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  denken,  wo  dann 
die  Längen  \ 

*>o»   v, ,    v2,    v3,  v4,.... 

auf  den  entsprechenden  kürzesten  Entfernungen  senkrecht  stehen. 
Auch  hier  kann  man  alle  Kräfte  als  positiv ,  aber  die  Projectionen 

Po »     Pl  >     Pl*     P*>     Pi »  •  • 

als  positiv  oder  negativ  annehmen,  jenachdem  sie  auf  den  wirk- 
lichen Richtungen  der  entsprechenden  Kräfte  oder  auf  den  diesen 
Richtungen  direct  entgegengesetzten  Richtungen  liegen,  wie  ja 
auf  der  Stelle  daraus  erhellet,  dass  man  die  Winkel 

«o»  ßo>  yo;  «i»ft,yi;  «t»  A»  &;»•-• 

immer  den  wirklichen  Richtungen  der  Kräfte  entsprechen  lassen  kann 

§.  13. 

Anderer  Ausdruck  der  Bedingungen  der  Ruhe  eines 
um  einen  festen  Punkt  drehbaren  Systems. 

Wenn  man  den  festen  Punkt  als  Anfang  der  Coordinaten  an- 
nimmt, so  sind  nach  §.8.  die  notwendigen  Bedingungsgleichnn- 
gen  für  den  Zustand  der  Ruhe  des  Systems': 
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£P{xcosß — ycosa)  =  0, 
A/^  ycosy  — 2  cos ß)  =0, 
£P(i  cogo— xcosy)  =  0. 

Nehmen  wir  nun  zuerst  an,  das  System  befinde  sich  in  Ruhe, 
so  ist  ; 

£P  (x  cos  ß  —  y  cos«)  =  0, 
£P(yco&y  —  zcosß)  =  0, 
£P(z  cos  a  — xcosy)  =  0; 

also   nach  §.  12.  27)  unabhängig  von    besonderen  Werthen  von 
6,  c  und  0,       ö,  folglich  für  jede  Aie: 

(x—a)  (cos  0  cos  ö  —  cos /cos  eo) 
£P^  +  (.V  —  b)  (cos  y  cos  0 —  cos  a  cos  ö)  j 
+  (z  —  c)  (cos  a  cos  o)  —  cos  ß  cos  0) 

=  (6  cos  ö —  c  cos  a>)  £Pcoa  a 
-f-  (c  cos  0  —  a  cos  ö)  ZPcos  ß 
+  (acosa)  —  6cos0)<£Pcosy; 

iur  jede  durch  den  Anfang  der  Coordinaten,  also  durch  den  festen 
,  gehende  Aze  ist  aber: 

a  b  e 


cos  0      cos  co      cos  o  ' 

6cosö  —  CCOSO)  =  0, 
ccos0  —  acosö  =  0, 
a cos  ü)  —  b  cos  0  =0; 


Oirlich 


(x  —  a)  (cos  /Jcos  Ö  —  cos  y  cos  a>) 
-f  (y  —  6)(cosycos0 — cosacos ö)  j  =  0. 
-f  (x  —  c)  (cos  o  cos  «  —  cos  ß  cos  0) 

Wenn  sich  also  das  System  in  Ruhe  befindet,  so  ist  für  jede 
•Jarch  den  als  Anfang  der  Coordinaten  angenommenen  festen  Punkt 
tde  Axe: 

(x  —  a)  (cos  ß  cos  5  —  cos  y cos  o>) 
£P^  +(y — 6)(cosycos0  —  cos  acosö)  J  =  0. 
-f-  (s  —  c)  (cos  a  cos  o)  —  cos  ß cos  0) 

Umgekehrt  wollen  wir  jetzt  annehmen,  dass  fär  jede  durch 
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=  0 


den   als  Anfang  der  Coordinaten   angenommenen   festen  Punkt 
gehende  Axe  die  Gleichung: 

(x  —  a)  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  a>) 
2?P|  +  (#  —  6)(cosy  cos0  —  coscccosö)  |  =  °» 
+  (z  —  c)  (cos  «  cos  co  —  cos  ß  cos  0) 

also  nach  §.  12.  27)  die  Gleichung: 

(6  cos  ö  —  c  cos  <ö)  £Pcos  a 
+  (ccosÖ  —  acosÖ^Pcos/S 
1  (o  cos  w  —  6  cos  0)  2?P  cos  y 

+  cos  ö  £P(x  cos  /?  —  y  cos  et) 
-f  cos  BEP{y  cos  y— 2  cos  j3) 
+  co8w2^P(rcosa  —  a-cosy) 

erfüllt  sei.  Weil  für  jede  durch  den  Anfang  der  Coordinaten 
gehende  Axe 

a  b  c 

cos  0  ~  cos  co  ~~  cos  ö  ' 

also : 

b  cos  ö  —  c cos  co  =  0, 
c  cos  0  —  fl  cos  Ö  =  0 , 
a cos  co  —  bcosd  =0 

ist;  so  ist  für  jede  solche  Axe,  also  unabhängig  von  besonderen 
Werthen  von  0,  co,  ö: 

cos  (3  EP  (x  cos  ß  —  y  cos  a) 
-f  cos  6EP{y  cos  y  —  zcosjS)  |  =  0; 
+  cosco2;P(z  cos«  —  arcosy) 

folglich,  wenn  man,  was  verstattet  ist,  nach  und  nach: 

cos0  =  Ü,       cos  (0=0,       cos  0  =  4;  1 ; 
cos0=  +  l,    cosa>=0,        cos  ö  ==  0; 
cos0  =  O,       cos  co  =  +  1 ,     cosö  =  0 

setzt : 

2P(xcosß  —  #cos«)  =  0, 
EP(y  cos  y  —  zcosß)  =  0, 
^^(2  cosa  —  j*cosy)  =  0; 

woraus  sich  ergiebt,  dass  sich  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
das  System  in  Ruhe  befindet. 
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Wenn  also  für  jede  durch  den  als  Anfang  der  Coordinaten 
angenommenen  festen  Punkt  gehende  Axe: 

(x — a)  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  a>) 
SP^  -f  (y  —  6)(cosycosö —  cos  «cos  ö)  |  =  0 
-f  (z  —  c)  (cos  a  cos  cd  —  cos  ß  cos  6) 

ist,  so  befindet  sich  das  System  in  Ruhe. 

Daher  haben  wir  jetzt  den  folgenden  Satz : 
Wenn  das  System,  an  welchem  die  Kräfte 

f*0>     P\*     1*2*     ^3»  Pif— 

wirken,  am  einen  festen  Punkt  drehbar  ist;  so  wird, 
wenn  man  diesen  festen  Punkt  als  Anfang  der  Coor- 
dinaten annimmt,  der  Zustand  der  Ruhe  des  Systems 
dadurch  vollständig  bedingt,  dass  für  alle  durch  den 
festen  Punkt  gelegte  Axen  die  Gleichung: 

(x  —  a)  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  o>) 
EP^  -f  (y  —  o)(cosycos6  —  cosacosö))  j  =  U 
-f  (i  —  c)  (cos  a  cos  <o  —  cos  ß  cos  S) 

erfüllt  ist. 

Unmittelbar  gebt  aber  aus  den  im  vorhergebenden  Paragra- 
ph*» angestellten  Betrachtungen  hervor,  dass  die  vorhergebende 
ßedingungsgleichung  für  den  Zustand   der  Ruhe  des  Systems 

ranz  in  derselben  Weise  wie  dort  auch  durch  die  Bedingungs- 

deicbung 

£PP  =  0, 
*der  durch  die  Bedingungsgleichung 

£#>£sin  IVsO, 

insofern  diese  Gleichungen  als  für  alle  durch  den  festen  Punkt 
setesten  Axen  gültig  vorausgesetzt  werden,  vollständig  ersetzt 
werden  kann. 


§.  14. 

Anderer  Ausdruck  der  Bedingungen  der  Ruhe  eines 
um  eine  feste  Axe  drehbaren  Systems. 

Wenn  man  die  feste  Axe  als  Axe  der  x  annimmt,  so  ist  nach 
{.9.  die  nothwendige  Bedingungsgleichung  für  den  Zustand  der 
Kube  des  Systems: 
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£  P(x  cos  ß — y  cos  a)  =  0. 

Nehmen  wir  nun  zuerst  an,  das  System  befinde  sich  in  Ruhe, 
so  ist: 

2P(xco8ß  — ycosa)  =  0; 
weil  oun  aber  nach  §.  12.27): 

(x  —  a)  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  o>) 
+  (y  —  6)(cosy  cosö  —  cosa  cos  ö)  j 
■f  (t  —  c)  (cos  a  cos  a)  —  cos  ß  cos  ö) 

=  (6cosä  —  ccos  (ü)ZPcobu 
+  (ccosö  —  a  cos  5)  HPcon  ß 
+  (acoso  — 6  cos  #),£/>  cos  y 

-f  cos  (5  <£/>(j?  cos  cosa) 
+  cos0<£P(ycosy  —  zcos/J) 
+  cos  a>XP(z  cosa— xcosy), 

und  für  die  als  Axe  der  z  angenommene  feste  Axe 
a  =  0,   6  =  0;   cos(9  =  0,    cosco  =  0 
ist;  so  ist  für  die  feste  Axe: 

(ar  —  a)  (cos  0  cos  ö  —  cos  y  cos  w) 
^|  +(y— 6)  (cosycosd  — cosacosö)  J=0, 
+  (z  —  c)  (cos  a  cos  a>  —  cos  0  cos  6) 

immer  die  feste  Axe  als  Axe  der  z  angenommen. 

Wenn  sich  also  das  System  in  Ruhe  befindet,  so  ist  für  die 
als  Axe  der  z  angenommene  feste  Axe: 

(x  —  a)  (cos  ßcoa  ö  —  cos  y  cos  w) 
£P  I  o)  (cos  y  cos  0— cosa  cos  ö)  |=0. 

+  (t  —  c)  (cosa cos a>  —  cos 0  cos 6) 

Umgekehrt  wollen  wir  annehmen,  dass  für  die  als  Axe  der 
x  angenommene  feste  Axe: 

{x  —  a)(cosj9costt — cosyco8o>) 
£P\  6)(cosycosö  —  cosacosö)  j  =  0, 

+  (t  —  c)  (cos  a  cos  cj  —  cos  ß  cos  6) 

also  nach  §.  12.  27) : 
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(6  cos  6)  —  ccosco)  £Pcosa 
-f  (ccos0  —  er  cos  ö)  ZPcosß 
-f  (a cos  co  —  6  cos0)«£Pcosy 

+  cos  (52P(x  cos  ß  — y  cosa) 
+  co»&2P(yco8y  —  zcosß) 
-f  cos  (o£ P(z  cos  ex  —  arcosy) 

-ei.    Dann  ist,  weil  für  die  als  Axe  der  z  angenommene  feste  Axe: 
«  =  0,  b  =  0;   cos 6  =  0,  cos co  =  0,  cos ö  =  £  ] 

ist: 

£P(xcoaß—y  cos  et)  =  0, 
und  das  System  befindet  sieb  folglich  in  Ruhe. 

Wenn  also  für  die  als  Axe  der  z  angenommene  feste  Axe 

I(x  —  a)(cos/?cosö  —  cos  y  cos  co) 
+  (*/  —  6)(cosycosö  —  cosacosö)  J  =  ö 
+  (z  —  c)  (cos  a  cos  co  —  cos  ß  cos  6) 

ist.  so  befindet  sich  das  System  in  Ruhe. 
Daher  haben  wir  den  folgenden  Satz: 
Wenn  das  System,  an  welchem  die  Kräfte 

^O»     P\*      P%*     ^8  ' 

wirken,  um  eine  feste  Axe  drehbar  ist;  so  wird,  wenn 
^an  diese  feste  Axe  als  Axe  der  z  annimmt,  der  Zu- 
stand der  Ruhe  des  Systems  dadurch- vollständig  be- 
dingt, dass  für  die  feste  Axe  die  Gleichung: 

!{x  —  o)  (cos  ß  cos  5  —  cos  y  cos  co)  . 
+       6)(cosycos0— cosacosö)    j  =0 
+  (z  —  c) (cosa cos  co  —  cosßcosö)  ' 

-rfällt  ist. 

Dass  die  vorhergehende  Bedingungsgleichung  für  den  Zu- 
%tacd  der  Ruhe  des  Systems  auch  durch  die  Bedingungsgleichung 

>>i*r  durch  die  Bedingungsgleicbung 

£PE8\nW  =  0, 


r 
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insofern  diese  Gleichungen  als  für  die  feste  Axe  gültig  oder  er- 
füllt vorausgesetzt  werden,  vollständig  ersetzt  werden  kann,  er 
hellet  ganz  eben  so  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen. 

Wenn  die  Kräfte 

^O»     ^1»     ^2»     ^S»  1*4  

sämiutlich  in  einer  Ebene  wirken,  welche  um  einen  festen  Punkt 
oder  vielmehr  um  eine  durch  diesen  Punkt  gehende,  auf  rief 
Ebene  senkrecht  stehende  Axe  drehbar  ist;   so  ist: 

W0  =  Wt  =  IV2  =  W3  =  ....  =  90«, 

also  : 

sin  W0  =  sin  H7,  =  sin  ff \  —  sin  H ;s  =  —  =  1 , 
und  die  kürzesten  Entfernungen 

E>qj    E\t    En?    ^a»    ^4»  — 

sind  die  von  dem  festen  Punkte  auf  die  Kichtungslinien  der 
Kräfte  gefällten  Perpendikel.  Die  absoluten  Werthe  der  Proje- 
ctionen  von 

*>o>    v,,    v2,    v3,  v4,   

auf  den  Richtuugslinicn  der  Kräfte  sind  in  diesem  Falle  offenbar 

v0,    v,,    v2,    v3t    v4,  .... 

selbst,  die  Projectionen  werden  aber  als  positiv  oder  negativ  be- 
trachtet, jenachdem  sie  auf  den  wirklichen  Richtungen  der  Kräfte 
oder  auf  den  direct  entgegengesetzten  Richtungen  liegen,  und 

^o»    Ei>    ^a»    ^s»    -^4»  — 

werden  mit  den  Projectionen  sämmtlich  von  gleichen  Vorzeichen, 
die  Kräfte  selbst  werden  aber  sämmtlich  als  positiv  betrachtet. 
Die  Bedingungsgleichung  für  den  Zustand  der  Ruhe  des  Sy- 
stems ist  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen: 

EPE  =  0. 

Man  sieht  nun  aber  leicht,  dass  es  genügt,  die  kürzesten 
Entfernungen 

^n»    El*    E%»    ^8»    ^4»  •••• 
und  folglich  auch  die  Producte 

als  positiv  oder  negativ  zu  betrachten,  jenachdem  die  entspre- 
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diendeii  Kräfte  die  Ebene  um  den  festen  Punkt  nach  der  einen 
oder  nach  der  anderen  Seite  hin  zu  drehen  streben;  und  be- 
zeichne! man  also  unter  dieser  Voraussetzung  die  obigen  Pro- 
durle  durch: 

Ä/0,    MXt    M2t    M2,  M4,....; 

*o  ist  die  Kedingungsgleichung  für  den  Zustand  der  Ruhe  des 

Systems: 

2M  =  0. 

Oie  durch 

Äf0,    Mi,    Mt,    ß#3,  iV4  

i 

bezeichneten,  mit  ihren  gehörigen  Zeichen  genommenen  Producte 
1er  Kräfte  in  die  Entfernungen  ihrer  Richtungslinien  von  dem 
angenommenen  Punkte  werden  die  Momente  der  Kräfte  in 
Bezug  auf  den  angenommenen  Punkt  genannt,  und  man 
kann  daher  sagen,  dass  der  Zustand  der  Ruhe  des  Systems  in 
dem  vorliegenden  Falle  dadurch  vollständig  bedingt  wird,  dass 
die  Summe  der  Momente  der  Krhfte  in  Bezug  auf  den  angenom- 
menen Punkt  verschwindet,  wobei  die  Momente  als  positiv  oder 
negativ  betrachtet  werden,  jenachdem  die  entsprechenden  Kräfte 
da*  System  um  den  angenommenen  Punkt  nach  der  einen  oder 
nach  der  anderen  Seite  hin  zu  drehen  streben.  Dies  ist  ein 
längst  bekannter  Satz,  welcher  sich  also  aus  unseren  obigen  all- 
gemeineren Sätzen  unmittelbar  ergiebt. 


Anhang. 


üeber  vier  sich  im  Gleichgewichte  befindende  Kräfte. 
Wenn  die  vier  Kräfte 

unter  eioander  im  Gleichgewichte  sind,  so  kann  man  die  Rich- 
toogslinie  einer  jeden  dieser  Kräfte  nach  der  Reihe  als  Axe 
annehmen,  und  nach  dem  ersten  der  in  §.  12.  bewiesenen  Sätze 
finden  dann  die  vier  folgenden  Gleichungen  Statt: 
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(xt  —  x0)(coaßl  cosy„  —  co»/!  cosft>) 

P\  |  ^(cosyicosoo-cosajcosyo)  j 

f  (:,  —  20)(C08Ct  cosft,  —  cosft  C08O0) 

(x2  —  x0)  (cos  ßt  cos  y0  —  cos  y%  cos  0O) 
+  ^s|  —  y0)(cosyacosa0  —  cosa.2cosy0)  |   \  =  0, 

+  (*fc  —  20)  (C0S  a«  COS  ßo  —  C0S  ßt  COS  *o) 

(.r3  —  x0)  (cos  ft  cos  y0  —  cos y8  cos0o) 
+  P*  \  +  Ofc— Jfo) (cos y8 cos a0— cos a8 cos y0)  | 
+  (:s  —  :o)  (cos  as  cos /30— cosft  cos  a0) 


(x0  -    )  (cos  ß0  cos  yi  —  cos  y0  cos  ft ) 
+  (yo-y^CcosyoCosaj  —  cosfifoCosyj)  | 
+  (t0 — 21 )  (cos  <r0  cos  ft  —  cos  0O  cos  «, ) 

(ar2  —    )  (cos  ßt  cos  yi  —  cos  yscos  ßt ) 
+  /»{  +(^i— yiXcosyaCOS«!  —  cosc^cosyi)  J  l  =  0, 
-f  (22  —  2X)  (cos    cos     —  cos  02  cos  a|) 

(xz  —  ^1 )  (cos  ft  cos  y!  —  cosy8  cos  ft ) 
+  ^1  +(ya—  yiKcosyjCosag—  cos«3co8yj)  \ 

+  (23  —  2i )  (COS  Os  COS  ft  —  COS  ft  COS  ff| ) 


(x0  -  #2)  (cos  /J0  cos  y2  —  cos  y0  cos  02) 

|  +  (#>  —  y«)  (C08  ro  «os  «8~  cos  au  cos  yt)  | 
+  (Zq  —  tj)  (cos  Oo  cos  02  —  cos  ft>  cos  a4) 

(ar,  — :ra)(cos  0,  cos  y2  — -  cos  yi  cos  ft) 
+  y»)(cosy,cosaa— cosojcosy,)  |  \  =  q 

*f  (*i  —  **)  (cos  ai  cos  /?£—  COS  ft  COS  Cfa) 

(xs—X2)  (cos  ft  cos  yt— cos  ys  cos  02) 
+  /'s  {  +  (ys— y»)  (cos    cos  a2—  cos  a8  cos  y2)  | 

+  **)  (COS  <*3  COS  0j  —  COS  ft  COS  Oj) 
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(xa  —  x9)  (cos  ß0  cos  y8  —  cos  y0 cos  ß3 

cosc*0cosy8 
cos  ß0  cos  cr3 


P0 1  +  (3to— Jfc)  (cos  yo  co»  «8 
+  (2.1  —  23)(cosa0cosj31 


I 


(j?!  —  jt3)  (cos  /?,  cos  y3  —  cos  y,  cos  ß8 

cos  atcos  y8 
cos  ßlcosu2 


i  Px  |  +  toi—  #>)(cosy,  Cosa, 
+  (h  —  h)  (c08  °i  cos  03 


(x2  — :r8)(cosj32cosy3 
■f         +      —  y3)(cosy4cosas 
+  (2*  —  23)  (cos  a2  cos  /J3 

1U0,  wenn  man  der  Kurze  wegen: 


cos  y2cosß3 
cos  c<2  cos  y8 
cos  /32  cos  or3 


=0; 


1) 


I 


(x0  —  Xi)(cos/30c08yj  -cosyocos^) 

cosotocosyi)  | , 


^  +  tou~  yi)(cosy0cos«j  - 
f  (zo  — 2i)(cos«0cos/31  - 

(jr0 — jrt)  (cos  ft,  cos  y2  — 

(  +  too— .y2)(cosyoC0»««- 

+  (20  —  2*)  (cos  er(l  cos  02  — 


) 


(x0  —  .r3)  (cos  ß0  cos  y3  — 


j  +  too—  y3)(cosyocosa3- 
+  (20  —  23)  (cosa0cos/38  — 

(j-,  —  *2)  (cos    cos  y2  — 
PI1=  |  +(yj  — y2)  (cos  y,  cosa,— 
+  (2|  —  22)  (cos  aj  cos  ßt  — 

(*!  —  x9)  (cos  /?,  cos  y,  - 
\  f  (^l  (cos     cos  a3  — 

+  (2l  —  28)  (COS  (*!  C08  |53  — 

(ar2 — j:8)  (cos  02  cos  y3  - 
|  +  toa  —  y»)(coaytcosa3 


^13  = 


cosyncos/?2) 
cos  a0  cos  yt)  |  , 
cos  ß0  cos  a2) 

cosyrtco8j33) 
cosa0cosy8)  J  , 
cos  ßa  cos  a8) 

cos  y,  cos  /?2) 
cos  er,  cosy2)  I  , 
cos  /3|  cos  a2) 

cos  y,  cos  £8) 
cos  oj  cos  y3)  |  , 
cos  |3|  cos  a8) 

■cosy2cos08) 
cosajcosyj)  | 


+  C2«  —  23)(cosa2cos03  —  cos  |92cosa3) 
>etit,  die  Gleichungen: 
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2) 

Pi  PVi  +  P±  Po»  4  P%  Pos  =  0, 
P«Pm  +  PtPlt  +  P3Plt  =  0, 

Pt,P02  +  P,P,t+  P3Pto=<> 

PoP03  +  PtPls+  P,Pn=0; 
oder  die  Gleichungen: 

3) 

Po  Pi  Pol  +  Po  Pz  Po*  +  Po  P*  Pos  =  0, 
P0P,  P0I  +  P,  PtP„  +  P,  Ps  f,,  =  0, 

Po  P.  Po»  +  P,  P,  P„  +  P,  P,  PM  =  0, 
PoP,.P*  +      ^3  P.s  +  P,P3  P„  =  0; 

oder,  wenn 

#oi  ~  PqPi  Pq\  > 
Hot  =  P»  P,P«„ 

^03  =PoPSP«3. 

I7|»  =  P,  Pt  Pjj, 

W|»  =  ',i',»P.s, 
//„  =  /'2  P„ 

gesetzt  wird: 

5) 

(1)  #01  i  #02  -f  7703  =  0, 

(2)  #0,  +  #,2  +  77,3  =  0, 

(3)  #<«  +  7/1Ä  -f  77M  =  0, 

(4)  #03  +  #13  +  #23  =  0. 

Aus  (1),  (4)  und  (2),  (3)  erhält  man : 

#01  +  #03=  #13+  #13» 

#01  +  #13  =  #oa+  #«; 

also  durch  Addition : 

2J701  +  7702  +  77IS  =  2 72*,  +  7713  +  77^ , 

folglich : 

#oi  =  #«3- 
Aus  (1),  (2)  und  (3),  (4)  erhält  man  2 


4) 
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"öl  +  ^03  =/7„  +  /7I3, 

jI«o  durch  Addition : 

f  /703  f  ^12  =  2//,3  +  //„    r  /703  , 

Au»  (I),  (3)  und  (2),  (4)  erhalt  mau: 

J'oi  +  ^03  =        +  77m  ♦ 

n0i  +  tfn  =  in«  + 

al*o  durch  Subtraction : 

y703-/7ii  =  ^it-^>3. 

olglich  : 

2^o3  =  2/7ljEf   //«,  =  //„. 
Daher  haben  wir  jetzt  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

^oi  =  7/23>   ^  =  ;/u.    7/o3  =  ^i«; 
also  nach  4)  die  Gleichungen: 

<fl»  PoP>P<*  =  PiP*P„ 

Durch  Multiplication  der  Gleichungen 

(d))((2)),   ((2))((3)),  ((3»((1)) 

wd  darch  Multiplication  derselben  Gleichungen  über»  Kreuz 
erhüt 


7) 

^o2  fti  ^* n  =  Pi* P\*  P& » 
P(?P mP =  ^l^^n^is» 
"o*  ^oi  ''oa  =        ^i«  ^23  » 

p,»/»01p1s  =  p,«p0,p2J, 
p,»p0,pI>  =  pt«potpl3, 

/>.»',oi/>i.  =  P.»Po,P,s; 

*fieb  «it : 
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P  P 

U  2  —  U  2  fm —  p 
*i   —  *  o  n    u    —  *  o 


Pq2^03  p  9  Pt)2  Pp3  ^*23 
^12^13  °  ^12^13^23 


n|          #>  g^Ol  ^Q3           r>  ^^01  ^08  ^13 

*2    —  rQ    D     U    *  0    p     p  '  p  » 

^  12  *  23  1  12  *  13  '  23 

Ii  2          P  2  ^OL^1?*           P  2  ^01^*0*    j|2  • 

*3   *  0   p     p     —  «O    p     p     p  * 

*1 3  7  23  ^ 12  1  Ii  ^ 23 

und  man  kann  also,  wenn  k  eine  gewisse  Constante  bezeichnet, 
offenbar : 

8) 

P  2  —  LP     P  P 

*  0    —  H'  12  *13  *  23  l 

p  2  —  Lp     p  p 

*  1     —  Kt 02  * 03  '  23  > 

>V  «*#»•,#»<»  #">.. 

Pt*  =  kPolP0%Pl,; 
oder,  weil  nach  I),  nie  man  sogleich  übersieht: 

»is  =  "»i  •   "öS  —  P*o »    ''oa  —  •»> 
gesetzt  werden  kann: 

8«) 

Pu2  =  A:  P u  P nP$\i 

P\*  ~  kP*2  Pia  Put  y 

P22  =  k  Pso  P0i  P,3  , 

setzen. 

Aus  8)  erhält  man  durch  Multiplication: 

9) 

PfPtVffl  =  ^P^P^P^P^P^P^*. 
Ferner  erhält  man  aus  6)  und  8): 

10) 

#V«V«V  =  Pt*P»*Pn2  =  *2P0i*P>»P0tPitPx,P**, 

P.TO  =  =  ^P„tP,^PnsP,tPls*P„. 

•WV  =  /W/V  *S  k*PMPMPm*Pl%*P„P„  ; 

oder : 

Po*Pi*P**  =  /W-V 
=  A:2P öiP ryjP o^Pi%P 13P li'P \i\P 18' 

=  PrPSPxS 

—  k*P0x  PytPmP 12  ^13  ^23-  ^ 02^ 13» 


uiginze 
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P3D1D    S          /)1/J2D  2 

*0  *S  «03    —  *  1  '  1  *  12 

=       i>i P mPm P\%P\iPt&-  Poz Pi* ; 
also,  vreon  mao: 

seilt: 

12) 

WV  =  P**P**P**  =  KPnP*>, 

Po'PSPcS  =  P.'P.'P,,»  =  ^„.P,, . 
PJPSPo»*  =  Px%P**Pxf  =  ffPoa'V 
Bezeichnet  man  die  absoluten  Werthe  der  Grossen: 
K,  Pol,  Poi>  Po».  Pitt  Pit>  P*» 

inreh 

(k),  (POI),  (O,  (Pot),  (P,,),  (P„),  (P,,); 

+ 

»o  ist  oacb  12) : 

13) 

P.P|P«i  =  ±V(/Ö.V(P0I)(PÖ), 

PoP.Po,  =  ±V7S).  V (Po,)(P„), 

>V.Po.  =  iVTiÖ.VtPcHP,^, 

^PaPi.  =  dtV(Ä).Vr(P0,)(P,1). 
P,P,P„  =  ±^(K).  V  (Poa)(P„). 
P.P.P«  =  ±V7ff).V(P0I)(PB). 
Wenn  man  nur,  was  naturlich  verstattet  ist,  die  Winkel 

«o»  ß<»  n>;  «i»  ft»  Yii  «*»     y»;  «s»  A»  ys 

<ieo  wirklieben  Riebtungen  der  Kräfte  entsprechen  lässt,  so  sind 
ilie  Kräfte  positiv,  und  io  den  vorstehenden  Gleichungen  sind 
<Uan  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  zu  nehmen,  jenachdem 
beziehungsweise  die  Grossen 

P<)1>  Po/%*  P 03'   ^11»    ^18»  ^«8 

positiv  oder  negativ  sind. 

Aas  3)  und*  13)  ergeben  sieb  die  Gleichungen: 
rata  xlvi.  19 
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14) 

±vn^m;)±\r  (^(/»1S)±  v  </»*)(#»„) = o, 

±V"  (#»o,)<#W±  V  (i»w)(#\J±  V  (/WCn)  =  o, 
±^  (l'01)(Pli)±V  (^K/'iJi:^  (/•«)(/»«)  =  0. 

+ V  <!»«)(#»,  Jdt  V  (^Cn)!  V(7>„,)(PJS)  =  0; 

in  denen  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind,  je- 
nachdem  beziehungsweise  die  Grossen: 


p Ol » 

^ Ol  f 

floa» 

^03» 

P 13  > 

positiv  oder  negativ  sind.    Man  kann  die  Gleichungen  14)  auch 
auf  folgende  Weise  schreiben: 

15) 

1 
1 

±  V(p^r#w±v  (/»„x^iV  (/»„KP«) = 0, 

I 

±  V  (#W(^ii)±V^(^KÄi)±  V(ft5TnT)  =  0; 

wo  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind»  jenachdein 
beziehungsweise  die  Grössen: 


^01 » 

P()2» 

P<*; 

^10» 

P»; 

p ao> 

P 21  * 

P 23 ; 

P*Q  > 

P«. 

p3* 

positiv  oder  negativ  sind. 

Die  ßildungsweise  der  Gleichungen  15)  unterliegt  keiner, 
Zweifel,  und  der  Zusammenbang  der  Grossen  ' 

P Ol»  P 04»  P 03»  ^1»»  ^13»  PfZ 

mit  den  kürzesten  Entfernungen  der  Kicbtungsünien  der  Kraft« 
und  den  von  denselben  eingeschlossenen  Winkeln  ist  aus  unseren 
früheren  Entwickelungen  bekannt,  aus  denen  sich  auch  leicht 
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andere  Regein  wie  die  obigen  zur  Bestimmung  der  Vorzeichen 
in  den  Gleichungen  15)  ableiten  lassen  würden,  was  wir  füglich 
dem  sieb  für  diesen  Gegenstand  interessirenden  Leser  überlassen 
kOnnen;  für  die  Statik  im  Allgemeinen  ist  derselbe  von  keiner  beson- 
deren Bedeutung,  so  merkwürdig  auch  jedenfalls  die  vorher  ent- 
wickelten, schon  anderweitig  bekannten,  Relationen,  diesich  also  aus 
meinen  in  dieser  Abhandlung  bewiesenen  allgemeinen,  für  jede  be- 
liebige Anzahl  von  Kräften  geltenden  Gleichungen  ableiten  lassen, 
sind,  und  über  die  man  u.  A.  auch  einen  Aufsatz  von  E.  D'Ovidio 
im  „Gioroale  di  Matematiche  ad  uso  degli  studenti 
delte  Universita  Italiane,  pubblicato  per  cura  del 
Professore  Battaglini.  Anno  IV.  Gennaio  e  Febbraio 
1866.  p.  58."  nachsehen  kann.  Erinnern  mag  man  sich  hier  auch 
noch  an  den  von  mir  im  „Archiv.  Thl.  XLV.  S.  66.'«  bewiese- 
nen Satz  vom  Tetraeder,  der,  so  viel  ich  weiss,  ursprünglich  von 
Chasles  herrührt,  was  a.  a.  Ö.  nicht  bemerkt  worden  ist. 


I 

270  Gruner  t:   Per  Mittelpunkt  oder  das  Centrum  beliebig  rhler 


Der  Mittelpunkt  oder  das  Centrum  beliebig  vieler 
auf  beliebige  Weise  in  einer  und  derselben  Ebene 

wirkender  Kräfte. 

Voo 

dem  Heraasgeber. 


§  *• 

Wir  »vollen  zuerst  nur  eine  im  Anfange  der  Coordinateo  0 
und  in  der  Ebene  der  xy,  iti  welcher  »vir  uns  überhaupt  alle  unsere 
folgenden  Constructionen  ausgeführt  denken,  auf  welche  sich  alle 
unsere  folgenden  Betrachtungen  allein  beziehen  werden,  wirkende 
Kraft  betrachten,  die  im  Allgemeinen  durch  PK  bezeichnet  werden 
mag;  den  von  dem  positiven  Theile  der  Richtungslinie  dieser  Kraft 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eingeschlossenen  Winkel, 
indem  »vir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
x  an  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  «  hin,  oder  durch 
den  Coordinatenwinkel  (xy)  hindurch,  von  0  bis  360°  zählen,  be- 
zeichnen wir  durch  ax.    Durch  Drehung  des  positiven  Theils  der 
Richtungslinie  der  Kraft  Px  um  den  Anfang  der  Coordinaten  0, 
die  wir  uns  der  Einfachheit  wegen,  und  um  die  Begriffe  zu  fixiren, 
immer  in  dem  Sinne  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an 
nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  y  hin  oder  durch  den  Coor- 
dinatenwinkel (xy)  hindurch  vor  sich  gehend  denken,  um  einen 
Winkel  0,  den  wir  jedoch,  was  völlig  hinreicht,  der  Einfachheit 
wegen  nicht  grösser  als  360°  annehmen,  lassen  wir  nun  den  po- 
sitiven Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft  P*  in  eine  andere  Lage 
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übergehen*  und  bezeichnen  den  von  demselben  in  dieser  Lage 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eingeschlossenen,  in 
gleichem  Sinne  wie  vorher  den  Winkel  ax  von  0  bis  360°  gezählten 
Winkel  durch  ax\  Wenn  nun  bei  dieser  Drehung  der  positive 
Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  nicht  durch  den  positiven 
Tbeil  der  Axe  der  x  hindurch  gegangen  ist»  so  ist  offenbar: 

ax'~  ax  =  0; 

wenn  dagegen  der  positive  Tbeil  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px 
durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  hindurch  gegangen  ist, 
so  ist  offenbar: 

«„-«*'  =  36O°-0, 

also: 

ax'-ax  =  6-360°. 

Hiernach  ist  also: 

1)  .  .  .  .   «*'  —  «*  =  0  oder  ax'  —  ax  =  0-360°, 

jenachdem  bei  der  in  Rede  stehenden  Drehung  ein  Durchgang 
des  positiven  Theils  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  durch  den 
positiven  Theil  der  Axe  der  x  nicht  Statt  gefunden  oder  Statt 
gefunden  hat. 

Zu  der  Kraft  Px  fugen  wir  nun  eine  zweite  im  Anfange  der 
Koordinaten  O  und  in  der  Ebene  der  xy  wirkende  Kraft,  welche 
im  Allgemeinen  durch  Px  bezeichnet  werden  mag;  den  von  dem 
positiven  Theile  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  mit  dem  posi-^ 
tiven  Theile  der  Richtungslinie  der  Kraft  P%  eingeschlossenen 
Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der 
Richtungslinie  der  Kraft  PK  an,  in  dem  Sinne  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
y  hin  oder  durch  den  Coordinatenwinkel  (xy)  hindurch,  nach  dem 
positiven  Theile  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  hin  von  0  bis 
3G0°  zählen,  bezeichnen  wir  durch  (Px  Px),  so  dass  also  in  dieser 
Bezeichnung  offenbar  im  Allgemeinen  die  Gleichung: 

2)  (Px  Px)  -{-(Px  Px)  =  360° 

Statt  findet.  Bedienen  wir  uns  nun  für  die  Kraft  Px  ganz  ähn- 
licher, und  daher  ohne  weitere  Erläuterung  für  sich  verständlicher, 
Bezeichnungen  wie  vorher  für  die  Kraft  PXt  und  lassen  das  Sy- 
stem der  positiven  Theile  der  Richtungslinien  der  Kräfte  Px  und 
Px  eine  Drehung  um  den  Anfang  der  Coordinaten  O  in  der  Ebene 
der  xy  in  dem  bekannten  Sione  um  den  Winkel  0  erleiden;  so 
wt  nach  1) : 


i 
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3)  .  .  .  .    et)'  —  u),  -  6  oder  ax'  —  ax  =  0  —  360°, 

jenachdem  hei  dieser  Drehung  ein  Durchgang  des  positiven  Theils 
der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  durch  den  positiven  Theil '  der 
Are  der  x  nicht  Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  hat. 

Bezeichnen  wir  nun  durch  m  überhaupt  eine  ganze  Zahl,  *o 
ist  nach  1)  und  3)  offenbar: 

4)  («*'  -  ax)  +  (ax'  —  ax)  =  2(9  +  m  .360", 

oder: 

5)  .  .  .  .   l|(«x'~ «x)+(«A'-cA)l  =  6  +  m.l80ü, 

wo  m  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist,  jenachdem  für 
die  positiven  Theile  der  Richtungslinien  der  beiden  Kräfte  P, 
und  Px  Durchgänge  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  / 
nicht  Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  haben;  oder  für  die  eine 
der  beiden  Kräfte  kein  Durchgang  des  positiven  Theils  der  Ricfi- 
tungslinie,  für  die  andere  Kraft  ein  Durchgang  des  positiven  Theil* 
der  Richtungslinie  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  Stall 
gefunden  hat. 

Nach  1)  und  3)  sind  die  folgenden  Zusammenstellungen  möglich: 
ctx'  —  ax  =  6,  ax'  -  tu  =  0; 

«*'— «x  =  0,  er;/  —  ax  =  <9-360<>; 

ax'  -ax  =  0-360°,    ax'-ax  =  ß- 
ax  -ax  =  0  —  360°,    ax'  -et).  =  ß- 360°; 
und  es  kann  also  beziehungsweise  sein: 

(ax'  —  ax)  —  (ax'  —  ax)  —  0, 

(V— «x)— («;/-«;.)  =  +360°, 

(ax'  -  «x)  -  M  -  ax)  =  -  360° , 
(«x'  —  ax)  —  (ax*  —  ax)  =  0; 

also: 

ax'  —ax  =  ax'  —  ax, 
ax'-ax  =  ax'-ax±mP; 

folglich : 

«x'  +  «A  =  «x-f  <u', 

ax'  +  ax  =  ax  +  axf  4:360°; 

I 

und  daher  allgemein  mit  Rucksicht  auf  1)  und  3): 

i 
i 
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( 


8i n  (a*  —  ax)  =  sin  (ax'  —  ax)  =  sin  0, 
1   cos(ax' — «*)  =  cos(oa'  —  <*a)  =  cosö; 


und; 

|  sin  (ax'  -f  c*A)  =  sin  (ax  +  a;/), 
;) 1   cos(a/  +a;.)  =  cos  (er*  |-  «;.'). 
Wenn  ax<aA  ist,  so  ist  offenbar: 

«;.—<*«  =  (PxPx). 

Hat  nun  bei  der  in  Rede  stehenden  Drehung  für  den  positiven 
Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft  Pa  kein  Durchgang  durch  den 
positiven  Tbeil  der  Axe  der  x  Statt  gefunden,  so  hat  offenbar 
auch  für  den  positiven  Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  kein 
Durchgang  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  Statt  gefun- 
den, und  es  ist  also  offenbar: 

=  (P*Pa); 

folglich  uacb  dem  Obigen: 

(«A  -  «*)  +  («*'  -  «x')  =  2(PX  Px)- 

Hat  für  den  positiven  Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  und 
auch  für  den  positiven  Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  ein 
Durchgang  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  Statt  ge* 
fanden,  so  ist  offenbar  wieder: 

— **'  =  (P*Px), 

also: 

(«A  -  ax)  +  (ax1  -  «x')  =  2  (Px  PA). 

Hat  endlich  fär  den  positiven  Theil  der  Richtungslinie  der  Kraft 
Pi  ein  Durchgang,  für  den  positiven  Theil  der  Richtungslinie  der 
Kraft  P*  kein  Durchgang  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der 
x  Statt  gefunden,  so  ist  offenbar: 

aK'-ax'=m»-(PHPx), 

1 1 1  * 

Ca'-«x'  =  (PxP;)-360<\ 
ud  folglich  nach  dem  Obigen: 

(ca  -  ox)  +  (ax'  -  «xf )  =  2  (Px  Pa)  -  360°. 
Überhaupt  ist  also,  nenn  n  eine  ganze  Zahl  bezeichnet: 
(ax-aK)  +  («a'  -«*')  =  2(Pk  Pa)  -f  n  .360*\ 


Digitized  by  Google 


280  Grünere  Der  tflltelpunkl  oder  das  Centrum  beliebig  vieler 
also  : 

i  { (aX  —  *x)  +  (cu'  -  ax')  \  =  (Px  Px)  -f  n .  180°, 

wo  7i  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist,  jenachdem  für  die 
positiven  Tbeile  der  Richtungslinien  der  beiden  Kräfte  Px  und 
Px  Durchgänge  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  nicht 
Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  haben;  oder  für  die  eine  der 
beiden  Kräfte  kein  Durchgang  des  positiven  Theils  der  Richtunge- 
linie,  für  die  andere  Kraft  ein  Durchgang  des  positiven  Theils  der 
Richtungslinie  durch  den  positiven  Theil  der  Aze  der  x  Statt 
gefunden  hat. 

Wenn  ax  >  «rt  ist,  so  ist  ganz  eben  so  und  jnit  denselben  Be- 
dingungen rücksichtlich  der  ganzen  Zahl  n'i 

(ax-ax)  +  (a/-«/)  =  2  (PxPx)  +n'  .360". 

also : 

i  I  («x  -cu)  +  («/  -        =  (PxP*)  +  n'.  180° ; 
da  aber  nach  2): 

(PxPx)-=2W»-(PMPx) 

ist,  so  ist: 

(ax-ax)  »  («,'-«*')  =  («'+  2). 3600- 2 (PxPx), 

also: 

k[(ax-ax)  +  («x'-w')l  =  (n'  +  2)  AW>-(PxPl); 
folglich  : 

(«A— ffx)  +  (ax'-a/)  =  2(PxPx)-(n'  +:2);.360° 

und : 

4  t  +  (<u'-«x')l  =  (^xPA)  -  (n'  +  2).  180°, 

wo  n'-f2  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist,  jenachdem 
fdr  die  positiven  Theile  der  Richtungslinien  der  beiden  Kräften 
Px  und  Px  Durchgange  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der 
x  nicht  Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  haben ;  oder  für  die 
eine  der  beiden  Kräfte  kein  Durchgang  des  positiven  Theils  der 
Richtungslinie,  für  die  andere  Kraft  ein  Durchgang  des  positiven 
Theils  der  Richtungslinie  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der 
x  Statt  gefunden  hat. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,  dass  in  den  beiden  so  eben  be- 
trachteten Fällen: 

8)  .  .  .  .  (ax-ax)  +  («a'-«x')  =  2(/\Pa)  +  n.360», 
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also: 

%  i|  (<*-«-)  +  («*'-«*')}  =  (P*Pi)  +  w.  180« 

gesetzt  werden  kann,  wo  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl 
ist,  jenachdem  för  die  positiven  Theile  der  Richtungslinien  der 
beiden  Kräfte  P*  und  P).  Durchgänge  durch  den  positiven  Theil 
der  Axe  der  x  nicht  Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  haben; 
»der  für  die  eine  der  beiden  Kräfte  kein  Durchgang  des  positiven 
Tbeils  der  Richtungslinie,  für  die  andere  Kraft  ein  Durchgang 
des  positiven  Tbeils  der  Richtungslinie  durch  den  positiven  Theil 
der  Axe  der  x  Statt  gefunden  hat. 

Mach  5)  und  9)  ist  nun  in  völliger  Allgemeinheit: 
f  i{(ax'-«x)  +  (<tt'~«A)l  =  0  +  m.  180°, 
,0)  "  "  f  4««A-«x)  +  <«a'-*,')l  =  (^^+«.1^; 
wo  mi  und  n  gleichzeitig  gerade  und  ungerade  Zahlen  sind. 
Also  ist: 

[  sin4i(ay-ax)+  («A'-<tt)}  =  (-Dm8in0, 

II) 


cosil(ax'-«x)  +  ((tt'-ctt)i  =  (-l^cosö; 
oad: 

|  sin H(aA-«x)  +  («A'- «»') I  =  (-l)-sin(P,PA), 
,2)  *    *  '  1  cosil(«A-«x)  +  («A'-«x')l  =  (-l)«cos(P,P;.). 

Wir  «vollen  nun  noch  einige  Relationen  entwickeln ,  von  de« 
oen  wir  im  Folgenden  Gebrauch  machen  werden. 

Es  ist: 

sin(crx'—  <tt)  +  sin(cu'— ox) 
=  2sinil(«x'-«A)  +  (oA'-ax)}cosil(ax'-aA)-(aA'-«x)) 
=  2sioil(ox'— ax)  +  («A'-ctA)}cosil(«A— «x)  +  («a'—  «x')L 

cos(«x'— «A)  +  cos(<tt'— Ox) 
=  2cosil(«/-«A)  +  («A'-  «x)1  cos  i  {(«*'—  «A)-(«A'-«x)| 
=  2cosil(ax'— «x)  +  (<tt'—  «A)lco8il(aA-cfx)  +  (<tt'— «x')|; 
folfHich  nach  11)  und  12): 

•in(o/—  ca)+  sin(aA'-ax)  =  2(-l)"  +  "sin  0cos(PxPa), 
cos(o»'—  öa)  +  cos  (oa'—  <»x)  =  2(— 1)"»+«cosÖcos(PxPa); 
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also,  weil  m  +  n  nach  dem  Obigen  jedenfalls  eine  gerade  Zahl  ist : 

13) 

sin(a*'-«;.)  +sin(«;/— ox)  =  2  sin  6cos(Px  P)), 
cos(ax'— Ott)  f  cos(c;.'— ax)  =  2cos0co8(PxP/.). 
Ferner  ist: 

2  (sin  ax  cos  aA  —  sinaxcosa;/) 
=  sin(ax'  +  «;)  +  sin(ax'-«/)-sin(ax  f  «;/) -sin («x— «a')» 
also  nach  7): 

2  (sin  t*x'  cos  <tt — sin  ax  cos  a/ ) 
=  sin  (axr  —  et?)  —  si  n  (ax — «p/) 

=  2sinij(ax'— a/J  — (ax-a/)!cos4!(orx,~- «/)  +  («x—  a*')! 
=  2sin i{ («x'— ax)  +  («;.'  —  «/)  I  cos*  |  (aA—  a*)  +  («>/—  a*')  I ; 

2  (cos  ax'  cos  a;.  —  cos  ax  cos  «;/) 
=  cos(ax'  +  aA)  +  cos(«x'-aA)  —  cos(ax  +  a;/)  —  cos(ax — <*;.'), 

also  nach  7): 

2(cosax'  cosa;.  —  cos  axC08a;/) 
=     cos  (aK'  —  ax)  —  cos  (ax  -  a;/) 

=  -2  sin  i  { (ax'-  «a)— («*  ~  «a')  I  *ln  }  I  («»'  -  ap.)  +  («*-  oa')  | 
=     28ini((ax'~ ax)  +  («a'— «A)  I  sin  H  (aA-ax)  +  («*'—«*')  | ; 
folglich  nach  11)  und  12): 

sinax'cosaA— sinaxeosaA'  =  (— l)n,  +  n8inöcos(PK  Px)  , 
cos  ax'  cos  ca  —  cos  ax  cos  aAf  =  ( - 1) m  +  n  sin  0 sin  (Px  Px)  ; 
also  wie  vorher: 

14) 

sinax'  cosaA— 8inaxcosaA'  =  sin0cos(Px  Pä)* 
cosax'cosäA  — cosax  cosca'  =  sin  B  sin  (PXP>). 
Auf  ähnliche  Art  ist: 

2  (sin  <xx'  sin  aA — sin  ax  sin  aA') 
=  cos(ax'— aA)  -  cos  (ax'  +  aA)  -  cos  (ax  — aA')  +  cos(a*  -f-  ♦ 
also  nach  7): 
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2  (sin  ax  sin    — sin  ax  sin  ax') 
—      cos  (ax'  -  «;.)—  cos(crx  —  ax') 

=  -  2  sin  J I  (ax'_  «a)  -  («*  -  «;.') !  sin  i  1  («,'-«;.)  +  («x  -  «;.')! 
=     *2siniJ         «x)  +  (aA1— «/)}sini{(aA  — ofx)  +  («a' — «X')U 

2  (cos  ax'  sin  «a  —  cos  ax  sin  a;/) 
=  sin(«x'  +  «a)~  sin(ax'-aA)  —  sin(«x+a;/)  -|  sin(ax-aA'), 
also  nach  7): 

2  (cos  ctx'  sin  «a  —  cos  ux  sin  a;.') 
=      sin(«x  —  ax')  —  sin(ax'-aA) 

=     2  sin  J  { (ax  -ax')  —  («*'—  «;.) t cos i (ax — a;.')  +  (ax'—ax ) } 
=  —  2*in 1 1  (ax'-  ax)  +  («a'-«a)  !  cos  \  \  (ax  —  ax)  +  (ax' -  ax')  \ ; 

folglich  nach  11)  und  12): 

■ 

sina/sinefA  — sinaxsin«Af  =  (— l)w»  +  nsinÖsin(f,xPA), 
coscr/sin«;.— cosaxsin  er;/  —  -  (  —  1)"»  +  "sin  6cos(PxPx) ; 

also  wie  vorher  : 

15) 

sinax'sinaA — sin  er*  sin  a;.'  =     sin  Os\n(PxPx), 
cosax'sin«A  — cosaxsin«A'  =  —  sin  0  cos  (PM  Px). 

Aus  der  ersten  der  Gleichungen  7)  folgt: 

sin  a*' cos  0;  +  cos  0/ sin  a;.  =  sin  ax  cos«;/  +  cos  «x  sin  0;.', 

also  : 

sin©/ cos  0;  —  sin  «x  cos  «a'  =  —  (cos0x'siii0A  —  co8  0xsin0A'); 
and  aas  der  zweiten  der  Gleichungen  7)  folgt: 

cosaVcoscrA — 8in«x'siiioA  =  cos0Xcos0Af — sinaxsin  ga), 

also  : 

cos  ax  cosa;.  —  cos  ax  cos  ax'  =  sin  ax  sin  a  —  sin  ox sin  ax' ; 

■reiche  Resultate  mit  den  aus  14)  und  15)  durch  Gleichsetzung  der 
betreffenden  Werthe  sich  ergebenden  Gleichungen  übereinstimmen. 

§•  2. 

Wir  «rollen  jetet  ein  beliebiges  System  sämmtlicb  in  einer 
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Ebene,  die  wir  zugleich  als  Ebene  der  xy  annehmen,  an  den 
durch  die  Coordinaten 

*o»  y*\  *i>#i;  **•  »i;  *a»  sr«;  •••• 

bestimmten  Punkten  wirkender  Kräfte 

betrachten,  und  bezeichnen  die  von  den  positiven  Theilen  der 
Richtungslinien  dieser  Kräfte  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  x  eingeschlossenen  Winkel,  indem  wir  diese  Winkel  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  y  hin  oder  durch  den  Co»rdinatenwinkel  (xy)  hin- 
durch von  0  bis  360°  zählen,  beziehungsweise  durch 

ao>  al»  a2*  Ä3»  a4  

Wir  nehmen  an,  dass   es  für  diese  Kräfte  eine  nicht  ver 
schwindende  Resultirende  gebe,   welches  bekanntlich   der  Fall 
ist,  wenn  die  Grössen  L  und  M  nicht   zugleich  verschwinden, 
oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  die  Grosse  L2  -f  AI2  nicht  ver- 
schwindet.   Weil  bekanntlich: 

j) 

L  =  P0COS«0  +  Pt  COS«!  +  A^COSOj-f-  P3cosa3  +  , 

M  ==  P0sina0  -f  A^sincr,  +  /^sina,  -f  f>3sinar3  +  .... 
ist,  so  ist  offenbar: 

L*+M*=Po2+  PS  +  *V  +  P*%  +  PJ+.... 

+  l2/,0/>1  (cosefocos«!  +  sina0sina,) 

+  2P0  Pa (cos  c0 cos  ctt  -f  sin  a0 sin  cr2) 

+  2 P0  P3  (cos  «o  cos  of3  -f-  sin  «q sin  «3) 

+  2P0  Pa  (cos  a0  cos  a4  -f  sin  «o  sin  a4) 

u.  s.  w. 

-f  2Pt  P% (cos  a,  cos  ag  -f  sin  «j  sin  a^) 
-f-  2/^  P3  (cos «i  cos a3  -f  sin  «i  sin  o3) 
-f  2Pi  P4 (cos or,  cos a4  |  sin at  sin  a4) 
u.  s.  w. 

+  2/^  /*3  (cos  a2  cos  «3  +  sin    sin  cr3) 
-f  <iP%  P4  (cos  a2  c os  a4  -f-  sin    sin  a4) 
u.  s.  w. 

-f  2P8  P4 (cos    cos  o4  -f  sin  ag  sin a4) 
u.  s.  w., 
u.  8.  w. 
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also  oach  einem  bekannten  Satze: 

i)  L*  +  M* 

=  Po*  +  Pi 2  +  /V  +  P*  *  +  Pf  +  •  • .  • 

+  2P0P,  cos IP0  Pt )  4  2/'0  /\cos  (#>0  Pa)  +  1P0  P8  cos  (#y3) 

+  2P0/\cos(PüP4)+  .... 

+  2Pt  Ptcos(Pt  #*) -f  2/>,  Pscos^, 

+  2/J1/>4COS(P,P4)  +  .... 

+  2P2P3co8(/\/^)+2P2/Vos(A>l#>4)+... 

+  2/>8/>4cos(P3/>4)  +  .  .. 

U.  8.  W. 

Von  einem  beliebigen  Punkte,  «reichen  wir  übrigens  auch 
to  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  verlegen  können,  ziehen 
wir  dod  Gerade  aus,  welche  mit  den  positiven  Theilen  der  Rich- 
tangslinien  der  Kräfte. 

»  P%*    Pt*  P4*'— 

zfetcb  gerichtet  sind,  und  lassen  das  System  dieser  Geraden  — 
ohne  ihre  gegenseitige  Lage  irgend  wie  zu  ändern  —  um  ihren 
£eaein  schaftlichen  Ausgangspunkt  in  dem  Sinne  von  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  y  hin  oder  durch  den  Coordinateiminkel  (xy)  hindurch 
eioe  Drehung  um  den  Winkel  6  vollbringen,  worauf  wir  von  den 
Funkten 

t*oyo)»         (*%y<d*  i**y*)* .... 

tos  mit  den  Geraden  des  gedrehten  Systems,  in  seiner  Lage  nach 
»oltbrachter  Drehung,  gleich  gerichtete  Gerade  ausgehen  lassen, 
welche  wir  nun  als  die  positiven  Theile  der  Richtungslinien  der  Kräfte 

Pq*  P\*  P%*  P3*  P4*  •••• 

betrachten,  und  dadurch  ein  neues  System  von  Kräften  erhalten, 
•n  welchem  die  Kräfte  selbst  und  ihre  Angriffspunkte  ganz  die- 
selben geblieben  sind  wie  in  dem  ursprünglichen  Systeme,  nur 
«i*  positiven  Theile  der  Richtungslinien  der  Kräfte  eine  Aende- 
Ting  in  der  angegebenen  Weise  erlitten  haben. 

Die  beiden  so  eben  betrachteten  Systeme  von  Kräften  wollen 
*ir  in  der  Ordnung,  wie  dieselben  vorher  betrachtet  worden  sind, 
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beziehungsweise  das  erste  und  das  zweite  System  nennen,  und 
werden  alle  auf  das  zweite  System  bezüglichen  Grössen  mit  den- 
selben Buchstaben  wie  die  entsprechenden  Grossen  des  ersten 
Systems,  zur  Unterscheidung  jedoch  mit  oberen  Accenten  ver- 
sehen, insofern  überhaupt  eine  solche  Unterscheidung  iiuthuz 
ist,  bezeichnen. 

Weil  nun  mit  Anwendung  dieser  Bezeichnung: 

3) 

V  =  P0cos<V  "f  A>iCOS«l#+  P2C0SC%'  +  P3C08Cr3'  +  ...., 

iW'=  P0sin«0'  +PIsinV  +  />asinaa'  +  P**™**'  +  •  •  • 
ist,  so  ist  ganz  wie  vorher: 

4).  .  . 

=  P0*+/V+'V+*V+/V  +  • 

+  2P0  P4  cos(Po  P,)  +  2P0  P2 cos  (P0 P2)  +  2PU  P3  cos(P0  P,) 

+  2P0P4cos(P0P4)  +  ... 

+  2P,  P2cos(P,  P4)  +  2Pt  P3cos(Pl  P3> 

f  2PlP4cos(P,P4)  +  ... 

+  2PaP3cos(P54Pa)+2P,P4cos(P1P4)+.... 

+  2P8P4cos(P8P4)+. 

u.  s.  w. 

also  nach  2): 

und  weil  nun  nach  dem  Obigen  L*  +  M2  nicht  verschwindet,  so 
verschwindet  auch  Z/2+Jf'2  nicht;  so  wie  nach  der  Voraus- 
setzung für  das  erste  System,  giebt  es  also  auch  für  das  zweite 
System  eine  nicht  verschwindende  Resultirende,  wobei  zugleich 
aus  bekannten  Formeln  auf  der  Stelle  erbellet,  dass  die  Resul- 
tirenden  der  beiden  Systeme  einander  gleich  sind. 

Die  Gleichung  der  Richtungslinie  der  Resultirendeo  des  er- 
sten Systems  ist  bekanntlich: 

5)  iVj  —  Mo:  +  Ly  =  0, 

wo: 

» 

6)  Ni  =  £P(x8inc(— y  cosc) 
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ist;  und  eben  so  ist  die  Gleichung  der  Richtungslinie  der  Re- 
MiJtirenden  des  zweiten  Systems: 

7)  iV|'  —  M'  x\  L'y  =  0, 


ISS  =  ZPixs'ma'-ycosa') 


8)  

ist. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts 
der  Richtungslinien  der  Resultirenden  der  beiden  Systeme  durch 
X,  F;  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  5)  und  7)  die 
beiden  Gleichungen: 


9) 


XfL'FzrO; 


W  —  NL'X  +  LL'V^O, 
LNx'—LM'X  +  LU  F  =  0 


and : 


NXM'—  MMX  +  LM'  Y  =  0, 
NNt'  -  MM'X+  MV  Y  =  0; 
folglich  durch  Subtraction: 

LNS-fftL'-iLM  -  ML')X  =  0, 

folglich : 

10)  ....   ~  —  _  ^ 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 

»)  I  r^w-w, 

IF  =  Afi^ 


.  .  .  .  a  —  r,lf,  _  1/r  ,  ,    r  _  , 


setzen : 
12). 


f  *F 

V  V  —  • 


wo  wir  uns  nun  mit  der  weiteren  Entwickelung  der  Grössen 
(7,  F,  JF  beschäftigen  wollen. 

Wenn  man  in  die  Gleichung 
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U=  LM'—MU 

für  b,  M  und  L',  M'  die  Ausdrucke  1)  und  3)  einfährt,  so  er- 
hält man: 

V  =        (P0cos«0  +  P|COsa|  +  A^coscr*  +  P8cosa3  +  ....) 

X(P08i««o,  +  />iS'»n«i'  +  /^tSino,'  +/>,8ino3/  +  ....) 

—     (P0siua0  4-Pjsinai  +Pjsinaa  +/>ssincf8  +....) 

X (P0 cos  a0'  +  ^1  cos Ci '  -f  /^cos  cti  -f  P9  cos  a3'  +  ....)» 

also,  wenn  man  die  Producte  entwickelt  und  nach  den  Kräften 
ordnet: 

U  =  P0*(cos  ßo  sin  cr0'—  sin  <*0  cos  «</) 
-f  /J,2 (cos  sin  «! sin  «!  cos «i') 
+  /V(cosa.isinaa'--sinaaco8aa') 

+  IV  (cos  aa  8*n  Äs'—  sin  «3  cos  a3') 
u.  s.  w. 

+  />/J  (     (cos  Oo  sin  a,'- sin  oleosa,')  j 
1  +  (cos  «i  sin        sin  «|  cos  c0')  \ 

+  P  P\     (C0S  a°  810  °f*'— 8in  00  C0S  ^  1 
'  -Kcosoasinoo'— sinogcosoro')  f 

+  P  />  f     (cosoosinV— sinoocoso,')  \ 
\  -f  (cos  a3  sin  «V— sin  cr3  cos  Oq')  J 


u.  s.  w. 


{(cos  sinoj' — «ina,  cosctj')  J 
-f(cosa2sincr,'  —  sin  oleosa/)  j 

((cos  at  sin  a3' — sin  a,  cos  a3')  1 
+  (cosa38ina,'— sin  a3  cosa/)  / 


u.  s.  w. 


-fP£>J     (C0SÄi8ina3.'—  sinojcosa,')  1 
1  -f  (cos  036*1  n«t'—  sin  «3  cos  a3')  J 


u.  s.  w. 
u.  s.  w. 


also: 
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+  P1«.io(a1'-«,) 
+  P^sin«-«,,) 

+  P,»8io  («,'-«,) 

o.  s.  w. 

+  PQPX\ sin  (a, a0)  +  sin  «-  «, )  J 
+  P0  P2{  sin  (ctj'—  cco)  +  sin  («</—  aft) ) 
-f  P0  P,  { sin  (a, «o)  +  sin  «-  c,)  J 

U.  8.  W. 

+  Px  P.lsin«-«,)  -f  sin  (ä/— a^j 
+  Px  P,  ( sin  (ar,' -  ux)  +  sin  («, «,) } 

U.  8.  W. 

+  P*  P,  (sinCcrj'-OjJ  f  sin  «-  a.) ) 

n.  s.  w. 
u.  s.  w. 

Zwei  allgemeine  Glieder  dieses  Ausdrucks  sind ; 

Px*siD(«*'-a*) 

und: 

Px  Px  { sin  («a'-  «x)  +  sin  («»'  -  «a)  I 

oder: 

Px  Pa  { si  n  (orx'—  ca)  +  sin  (oa'  -  «x) } ; 
and  weil  nun  nach  §.  1.  6): 

sin(ox'  ~«x)  =  sin6\ 

ood  nach  §.  1.  13): 

sin(«x'~cA)  +sin(oA/— «x)  =  2sin0cos(PxPA) 
ist,  so   sind  die  beiden  in  Rede  stehenden  allgemeinen  Glieder: 

Pxasin0 

und 

2PxPAsinöcos(PxPA). 

Fuhrt  man  jetzt  die  diesen  allgemeinen  Gliedern  entsprechenden 
Amdrücke  in  den  obigen  Ausdruck  von  U  ein,  so  ergiebt  si 

Theil  XLVL  20 
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13)  C/sinö-1 

+  2P0  P\  cos  (P0  Pi )  +  2P0  Pacos(P0  P«)  +  2P0  P3  cos  (P„  AV 

-f2P0P4cos(P0P4)f... 

+  2Pi  P%cos(Pl  P2)  +2Pi  P3cob(P1  P3) 
+2P,P4cos(P1P4)  +  .... 

+2PÄP3cos(PtP8)+2P4P4Cos(P2P4)+... 

+  2P8P4cos(P8P4)  +  .. 

U.  8.  W. 

Ferner  ist: 

F=    (P0co8Cf0-f  PiCOS«!  -|-  P^cosoa-f  P3cosas  -f  ....) 

—  (P0  cos  «</  +  Pi  cos  «, '  +  P4cos  ora'  -f  P8  cos  «,'  +  ....) 

XlP0(^o8ir»«o— yocoscr0)  +  P\  (*i  sineft— yx  CQ&ax) 

+  P2(#asin  «a  — ya  cos  o*)  + . . .  ! . 

also,  wenn  man  die  Producte  entwickelt  und  wieder  nach  den 
Kräften  geborig  ordnet: 

F  = 

P0a{  cos Oo  (x0  sin  «0'  —  cos  «</)  -  cos  «o'(;r0  sin  «o — y0  cos  «<>) ! 
-f  Pi2|  cos  oi  (ari  sin  er, '—  ^  cos  «, ')  —  cos  «, '  (xx  sin  a,  — yt  cosorO ) 
-f  Pa*  t  cos  a2  (ara  si  11  —  ya  cos  —  cos  03'  (x%  si  n  — jya  cos  c^)  I 
-f  P8*(  cos  a8  (ar8 sin  a8'  — y8  cos      —  cos  a,'  (ar8  sin  «8  —  y8  cos  as) ! 

u.  8.  w. 

C    coBaoCarisina!'— yjcoso/) — cos  aj(xx  sin  ax  — cos  «,) 
f  +  cos  «i  (ar0sin  a0'— y0cos  «o) — cosci  (x0sm  «o*~-yo  c°s  »o) 
p  t    cosooCxasinaj'-yaCos«^— cos^ 
°   *  <  +  cosa^a:«, sin  a0' — y0C08a0') — cos  aa'(<*os#,n  Oo — yQco8  0$) 

0   3  <  +cos«8(ar0sin«0'— yocostto')— cosa8f(jr0sin  «o— y0cosao< 

u.  s.  w. 
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+  P,  P2  $    C08a|  ^»*in^'~y»C08^-CMffi'(*»8"1^— WO««^  i 
^  -f  coscra      sin  «! '  —  y,  cosor, ') — coso/fo  sinoj  -y,  cos«!)  > 

^  -f  costtj  ( xx  sin  aj '  —  y,  cos«! ') — cosc^fc,  si n«j  — y, cosat )  5 


U.  8.  W. 


+  p%p^  £    co80t(jr8siinra'— y3cosV)  —  cosaj^jrjsincj— ^cosoj)  > 
*  -f  co8a3(xa8in<ra'  -yacoso,')  — cosos'^sinaj-y^cosca)  ' 


U.  8.  W. 
U.  8.  W. 


Betrachten  wir  nun  wieder  zwei  allgemeine  Glieder,  so  ist 
zuerst : 

cos    (xx  si  n  ax'  —  y*  cos  et»')  —  cos  a*'  (xx  sin  ax  —  y  x  cos  cx) 
=  xx(coscfxsin  ax'  —  cosrtx'sincfx)  =  arxsin  (ax  —  er»), 
aJ*o  nach  $.  1.  6): 

cos  cx  (jtx  sin  ax'  —  yx  cos  ax)  —  cos  ax'  (xx  sin    —  yx  cos  ax)  =  xx  sin  0. 
Ferner  ist: 

cos  ax  ( j:A  si  n  oa' — yA  cos  ax')  —  cos  ax'  (*A  sin  «a  -  yA  cos  oa) 
f  cos  <u  (j:x  sin  ax — yx  cos  ax)  —  cos  ota'  (arx  8in  ax — yx  cos  orx) 
■=  x,  (si  n  ax  cos  oa  —  sin  ax  cos  ax')  —  yx  (cos  ax'  cos  ax  —  cos  «x  cos  oa') 
-     (cosax'sincfA— cos«xsinaAf)  -f  yA(cos«x'cosaA  —  cosaxCosoV)» 
iUo  nach  §.  1.  14),  15): 

cos  äx  (jta  sin  ax'  —  yA  cos  oa' ) — cos  ax'  (xx sin  ca  —  yAcos  oa) 
+  cos  oa  (xx  sin  ax'  — yx  cos  ox')  —  cos  ax'  (xx  sin  ax—yx  cosax) 
=  l(xx  +  j:;.)cos(PxPA)-(yx— yA)sin(PxPA)}sinö. 

Folglich  ist: 

14)  Fsinö-1 

=     P0*  *0  +  Px*xt  +  P^x.  +  P,*^  -f  PJxt  +  .... 
+  Po#,il(.r0  +  ^)cos(P0PI)-(y0_y1)sln(P0/>1)| 
+  Po  P*  \  (*o  +  **)  cos  (Pq  P*)  -  (y0  -  y*)  sin  (P0  P,)  | 
+  P0 P,  {  (.r0  -f  *3)  cos (P0  P,)  -  (y0  - ys)  sin  (P0 P,) } 
+  Po  ^4 1  (*o  +  *4)  cos  (P0  PJ  -  (y0  -  y4)  sin  (P0  P4) } 

U.  8.  W. 


Digitized  by  Google 


! 


292  Gruner t:   Der  Mittelpunkt  oder  das  Centrum  beliebig  tieler 

+  Pi  P*\(*i  +  *2)cos(P,  -3ta)sin(P,  P2)| 

+  P,  P3 1 -fr  *3)  cos  (P,  P3)  -  (y,  -y3)  sin  (P,  P3)  | 

+  Pi  P4  \  <*i  +  **)  cos      P4)-  (y,  -y4)  «in  (^1  Pa)  I 

u.  s.  w. 

+  P»  P8 1  (*a  +  *3>  cos  (P2  P3)  -  (y2  -  y3)  sin  (P2  P3)  | 
+  P*  P*  I  (*«  +  **)  cos  (P2  P4)  -  (y2  -y4)sio  (P2  P4)  I 

U.  8.  W. 

+  PsP4{  (*•  +  *J  cos  (P3  P4)  -  (y3  -y4)  sin  (P3  P4)  j 

u.  s.  w. 

U.  8.  W. 

Endlich  ist: 

W  =     (P0sin  «ö  +  Pi  sin  a,  +  P2sin «a  +  P3  sin «3  -fr ....) 

X  t  Po  (#0  sin  «o' — yo  cos  «□')  -fr  P,      sin  or/ — yt  cos  er, ') 

-fr  P^^sino,'  —  y2cos  <%')+«•« 
—  (P0  sin  Oo'  -fr  Pt  sin  V  -fr  P2  sin     -fr  P3  sin     -fr ....) 

X|Po(arosina0  — y0cosöo)  -f-  P,0rjsina,  —  yicosa,) 

-fr  P2  (x28in  ofj  —  ya  cos  a,)  -fr 

also,  wenn  man  die  Producte  entwickelt,  und  in  ganz  ähnlicher 
Weise  wie  vorher  auch  jetzt  wieder  nach  den  Kräften  gehörig  ordnet : 

W  = 

P0»  { sin  of0  (*o sin «0'  ^yo cos  cr0') — sin  «0'  (x0  sin  «o  —  y0 cos  «<>)  | 
-fr  P,*  { sin  «1  (xx  sin  ax '  —  yx  cos  er, ') — sin  er, '  (xx  sin  «,  —  yx  cos  «1 ) } 
-fr  P2«  {sin«a(x3sino./--yaco8ca,)--8incf2/(j:3sin«3  —  ytcoaaJ\ 
-fr  Pa*  { sin  a3  (ar3  sin  «j,'  — y3  cos  *3') — sin cr3'  (*3  sin  cr3  —  y3  cos  o,) ) 

U.  6.  W. 

4-  P  P  i  8inffo(*i8',nffi'— yiCosftiO-sinofo'^sina,— ^cosaj)^ 
+    0  1  \  +  sina10ros',nV— yocosao')— sinttj'^osinofo— ^cosao) ) 
p  p   (    sinfto^sinof^'— y2cosaa0— sincry/(x28incfa^Äcos4it)\ 

0  *  \  +  8ina2(^osin«o'^ocos«o0— sincra'CaroSinflto^^osfto)  j 
p  p  (  8in«o(^3s4,n«3'— yacosaj')— sioV^sincfa—  y3cos«3)i 

0  8  \  -fr  sin  or3  (x0  sin  «</  — y0cos  cr0')— sin  <*3  '  {XqSIuuq— y0co«Oo) ) 

U.  6.  W. 

p  p   f    sina^xjsinaa'— ^cosii^O— sinflfl'(x2sinofa--yaco8a2)^ 

1  2  \  +  sin  «* sin  ffi Jfi cosa,')— sin     (xxs\n€tx  — yl cos  ax)) 
p  p   (    sina^^sinc^'— y3cos«f30— sintt/^sinoa—^cosa,)^ 

+     1   8  (-frsin^^sin«,'— ^,005«/)— sincr3/(a:18ina1--y1cosa1)! 

u.  s.  w. 

,  pn  j  sinoa^sinag'— y3coso30— sinof2'(ar3sin«3--y3cosa3)^ 
+    *  8  l-frsinoa^sin«,'— yjcos«,')— sinoj'^sin«,— y%ooBa^\ 


u.  s.  w. 

U.  8.  W. 


Digitized  by  Google 


auf  belieb.  H  eise  in  einer  u.  derselben  Ebene  wirkend.  Kräfte.  293 

Indem  wir  auch  jetzt  wieder  zwei  allgemeine  Glieder  betrach- 
ten, so  ist  zuerst: 

sio  ax  (xx  sin  ax'  —yx  cos  ox') — sin  ax'  (xx  sin  ax — yx  cos  ox) 
=  yx  (cosaxsincfx'  —  cos  <*x' sin  ax)  =  yxsin(ax'— «x), 
also  nach  {.  1.  6) : 

maK(xxs\nax'  -yxcos«xO  — sinox'texsincrx— yxcosax)  =  yxsin0. 
Ferner  ist: 

sin  aK  (xx  sin  a x'  -  y x  cos  ax')  —  sin     fol  sin  «a — yA  cos  ax) 
+  sin  er*  (jrx  sin  ax'  —  yx  cos  ax')  —  sin     (arx  sin  «x  -  yx  cos  ax) 
=   *x  (sin  axr  sin  oa  —  si  n  crx sin  ax')  -  yx  (cos  etx'  sin  «a — cos  ax sin  «a') 
-*A(sin  ax'  sin  oa— sin  aM  sin  «/) + yA  (sin  «x'  cos  ax  -  sin  ax  cos  «a'), 

ilwnacb  §.  1.  14),  15): 

sin  ax  (:ta  sin  ax'  —  ,?A  cos  «a')  —  sin  axr  (xx  sin  «a — yx  cos  oa) 
+  sin  oa  (xx  sin  c*x'  —  yx  cos  ax')  —  sin  «a'  (xx  sin  ax — yx  cos  crx) 

=  I  (xn—xx)  sin  (Px  Pa)  +  (y* +yx)  cos  (Px  Pa)  1  sin  6. 
Folglich  ist: 
15)   fFsinö-i 

=    /Vyo  +  Px*yi  +       +  P*%y*  +       + •••• 

+  P0  P,  \  (xo-xjsm  (P0  Px)  -f  (y0  +  yx) cos  (P0  P^ } 
+  P0  P2  { (x0  ~a-t)  sio  (P0  P,)  +  (y0  +  ya)  cos  (P0  P») } 
+  P0  P8  { (*<>  -*8)  sin  (P0  P8)  +  (y0  +  y8)  cos  (P0  P3)  | 
+  Po  P4 1  (*o  -  *4)  «in  (P0  P^  +  (y0  +  y4)  cos  (P0  P4)  I 

O.  8.  VF. 

+  Px  P%  { (x,  — *a)  sin  (Pt  P8)  +  (yx  +  yi)  cos  (Pi  PJ  | 
+  P.  P*  I  (*i  - *,)  sin  (P,  Ps)  +  (y,  +  y8)  cos  (P,  P8)  I 
+  Px  P*  i  (*i  -0:4)  sio  (P,  PJ  +  (yx  +  y4)  cos  (Px  PJ } 

U.  S.  VF. 

+  P*  Pi  I  (*i  -  *8)  sin  (Pt  P8)  +  (y2  +  y3)  cos  (P,  P8)  | 
+  Pi  P4 1  (*s  -  ^4)  sin  (P.  P4)  +  (^a  +  !fA)  cos  (P,  P^  | 

+  A  P4  I      — *4>  sin  (P,  PJ  +  (#,  +  yj  cos  (Pt  P4) } 

U.  S.  VF. 
O.  8.  IV. 
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Setzen  wir 

16)  U' 

+  2  P0  P,  cos  (P0 P, )  +  2P0  P2  cos(P0  Pa)  +  2P0  P3  cos  (P0  P3)  ; 

+  2P0P4cos(P0P4)  +  .... 

+  2P,  P2  cos  (P,  Pa)  +  2Pt  P8  cos  (Px  P3) 

+  2P1P4cos(PlP4)-f .... 

+  2PaP8  cos^P^-f 2P1P4cos(PslP4)  +.... 

+  2P8P4C08(P,P4)  +  ... 

I 

I 

U.   6.  W. 

17)  r  i 

+  P0  Px  { (*0  +  ^)  cos  (P0  Pt )  -  (y0  - yx) sin  (P0  Pt ) } 
+  P0  P*  | (*0  +  atf  cos  (P0  P*)  -  (y0  -yt)  sin  (PD  P*)  | 
+  P0P3l(^o  +  ^3)cos(P0P8)-(y0-y3)8iii(PoPs)} 
+  P0  P4I  (x0  +  *4)  cos  (P0  P4)  -  (y0  -  y4)  «in  (P0  P^ } 

u.  s.  w. 

+  Pi  I  (*i  +  *«)  cos  (Pa  PÄ)  -  (yx -y%)  sin  (P4  P*)  J 
+  PiP*\ (*i  +  *s) cos (Px P3) - (yt -y3) sin (P,  P8) } 
+  P,  P4  { (*,  +  *4)  cos  (Px  P4)  -  (yt  - y4)  sin  (Px  P^  t 

U.  8.  W. 

+  P2P3l(xa  +  ^3)cos(PaP8)-(y,-y3)8in(PaPs)} 
+  Pa P4t(**+a:4) cos (P8P4)  -(y*— y4)sin(P*P4)l 

U.  8.  IV. 

+  Ps  ^4 1  (*s + *4) cos  (P8P4)  -  (y3  -  y4)     (ft  Pa)  \ 

U.  8.  W. 
U.  6.  W. 

18)  W 

=    P0*y0  +  *Vyi  +  P**y%  +  *V  y» + *Vy4  +  — 

+  PQPi  ((*o-*i)ei»(nA)  +(^o  +  yi)cos(PüPl)} 

+  Po  P8  [  (jt0 — **) 8in  (*o      +  (yo  +  ya)  cos  (P0  P*) } 

+  P0  P8 1  (*0  -  *•)  «in  ( **■)  +  (yo  +  y»)  cos  (P0  P8)  I 

+  P0  P4  { (*0  -  *4>  «in  Co  fli)  +  (yo  +  y4>  cos  (P0  P4) ) 

u.  s.  w. 
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+  P\  P*  \  (*i  -  *i)  «in  IP%  P%)  +  LVx  +  y«)  cos  (P,  PJ } 
+  P!  P3  { (*,  -      sin  (P,  P8)  +  (yt  +  y8)  cos  (P,  P8) } 

+     ^4 1  (*i  -*4)     (fl  ^4>  +  (Vi  +  y4)  cos  (P,  P4) } 

u.  s.  w. 

+  P*P3 l  (**  -  *a)  si  n  (P.  P3)  +  +  y,)  cos  (P*  P5) } 
+  /\^4 1  (*»  -  *4)  •*"»  (P,  P4)  +  (y.  +  #4)  cos  (P2P4)  I 

U.  8.  W. 

+  />a ^4 1  <*s  -  *4>  s'«n  ( P8  P4)  -f  (y8  +  y4)  cosCP,  P^ | 

u.  s.  w. 

U.  8.  W. 

so  ist  nach  dem  Obigen  (§.2.12)),  wie  sogleich  in  die  Augen  füllt: 

V*  w 

19)  X  =  jjj,    Y  =  -jj-,' 

Wenn  die  Kräfte  gämmtlich  unter  einander  parallel  sind  und 
die  positiven  Theile  ihrer  Richtungslinien  isaramtlich  nach  dersel- 
ben Seite  hin  genommen  werden,  so  sind  die  Cosinus 

co*(P0P,),  co8(P0P2),  cos(P0P8),....;  C08(P,P8),  cos(P,P8),....; 

cos(P4P8),....;  .... 

simrotlicb  der  Einheit  gleich,  und  die  Sinus 

««»(Po/M»  sin(P0Pa),  sin(P0P3);....;  sin(PtP2),  sin(P,P8)  ; 

8in(PfP3),....; .... 

ersch winden  sämmtlich;  also  ist  in  diesem  Falle: 

v  =  p0t + ps  +  ps  +  p3» + ps  + .... 

+  2P0P,  +  2P0P.  +  2P0P8  +  2P0P4  +  .... 

-f  2P,  P,  +  2^  P3  +  2^  P4  + .... 

+  2P,P8+2P,P4  +  ... 

+  2P8P4  +  .... 
u.  s.  w. 

V  =  P0^o  +         +  P%%*%  +  *V*8  +  *V*4  +  ». 

+  PQPx  (*o+*i)  + P«P**o  +  *t)  +  PqP*{*o + -Ts) 

+  P,  Pt(x,  +      +  P,  P8(x,  +*,)+.... 

+  *W*l  +  *8)+. 
=       (^0+^1  +  ^  +  ^8  +  ^4+  ) 

X (^0*0+^1  *i  +  P%  r«  +  P»  *t  +  •  •  ) 
=  ZP.ZPx, 
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w  =  P0*yo  +  Px*yx  +  P**y% + iVv*  +  Pfa + 

+  P»Pi  (yo+^i) + JVt&o+jfr) + />o'>3(yo+y8)+.... 

+   P%  iyi     + *\  P*(yx  +.vs) +» 

U.  S.  W. 

X  (Po'Jo  +  PiBi  +  P*y%+ Pitts  +  ••«) 
also  nach  19)  in  diesem  Falle: 

was  längst  bekannt  ist. 

Weil  die  Grossen  U',  P',  W  nach  16),  17),  18),  und  dem 
zufolge  nach  19)  auch  die  Coordinaten  X,  V,  von  den  Winkele 

ao »  ai>     »  a3  »  <**  

und  von  dem  Winkel  S  ganz  unabhängig  sind,  indem  dieselben 
nur  von  den  Kräften 

Pq  $  P\  t  P&  *  P& »  P4 1  •  •  •  • 

1 

und  der  durch  die  Winkel 

(P0Pl)t  (P0P2),  (PoP,), (PtPJ,  (P,P9),....;  (P,P3), 


bestimmten  gegenseitigen  Lage  der  Richtungen  derselben  ab- 
hängen; so  ist  klar,  dass  bei  allen  Lagen,  in  welche  das  System 
durch  Drehung  in  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Weise  gebracht 
werden  kann,  die  Richtungsliuie  der  Resultirenden  des  Systems 
immer  durch  den  Punkt  (AT)  geht,  und  dass  man  also  diesen 
Punkt  ganz  mit  demselben  Rechte  und  in  demselben  Sinne,  wie 
man  von  einem  Mittelpunkte  oder  einem  Centrum  paralleler  Kräfte 
zu  sprechen  pflegt,  mit  dem  Namen: 

Mittelpunkt  oder  Centrum  auf  beliebige  Weise 
sämmtlich  in  einer  und  derselben  Ebene  wirkender 
Kräfte 

belegen  kann,  wie  in  der  Theorie  paralleler  Kräfte  natürlich  auch 
hier  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  die  Kräfte  auf  eine 
Resultirende  zurückführen  lassen. 

Von  ausführlicheren  literarischen  Nachweisungen,  namentlich 
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auch  über  die  bekannten  Arbeiten  deutscher  Mathematiker  über 
diesen  oder  verwandte  Gegenstände,  nehme  ich  für  jetzt  Abstand, 
da  ich  auf  diesen  und  ähnliche  Gegenstände  später  aus  allge- 
meineren Gesichtspunkten  zurückzukommen  hoffe;  aus  besonderen 
(irunden  will  ich  jedoch  anzuführen  nicht  unterlassen,  dass,  nach 
einer  Notiz  des  Herrn  Francesco  de  Filippi  in  den  ,, Annali 
discienzentatematichee  fi siehe,  compilatidaBarnaba 
Tortolini.  Tomo  II.  Roma  1851.  8°.  p.  97."  mit  dem  be- 
sonderen Falle  in  einer  und  derselben  Ebene  wirkender  Kräfte 
sieb  auch  der  berühmte  Bordoni  schon  im  Jahre  1818  beschäf- 
tigt bat,  in  einer  Abhandlung,  die  unter  dem  Titel:  „Nuovi 
Teoremi  di  Meccanica  elementare"  sich  in  dem  „Gior- 
nale  di  Fisica  ec.  pubblicato  in  Pavia  dai  Proff.  Brug- 
natelli  e  Con fig I iachi.  Anno  1818."  Gndet,  welche  ich  mir 
aber  bis  jetzt  nicht  habe  versebaffen  können. 

j.  3. 

Im  Vorhergehenden  ist  der  Winkel  (PxPx)  überall  von  dem 
positiven  Theile  der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  an  im  Sinne  der 
Statt  gehabten  Drehung  des  Systems  nach  dem  positiven  Tbeile 
der  Richtungslinie  der  Kraft  Px  hin  von  0  bis  300°  gezählt  wor- 
den. Man  kann  aber,  ohne  die  Richtigkeit  der  obigen  Formeln  im 
Geringsten  zu  stören  und  zu  beeinträchtigen,  unter  (PXP;.)  auch 
den  von   den  positiven  Tbeilen  der  Richtungslinien  der  Kräfte 

and  P).  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 
^erstehen,  wenn  man  nur  diesen  Winkel  als  positiv  oder  negativ 
betrachtet,  jenachdem  man  sich,  um  durch  diesen  180°  nicht 
ubersteigenden  Winkel  hindurch  von  dem  positiven  Theile  der 
Richtungslinie  der  Kraft  Px  zu  dein  positiven  Theile  der  Richtungs- 
linie der  Kraft  Px  zu  gelangen,  im  Sinne  der  Drehung  des  Systems 
oder  im  entgegengesetzten  Sinne  bewegen  muss,  wie  sehr  leicht  auf 
folgende  Art  erhellet,  wobei  wir  die  von  0  bis  300°  gezählten  Win- 
kel wie  früher  durch  (PXP;.),  die  nur  von  0  bis  180°  gezählten 
and  positiv  oder  negativ  genommenen  Winkel  durch  (PxPx)4  be- 
zeichnen wollen.    Wenn  (PxPx)1  positiv  ist,  so  ist  offenbar: 

(PXPA)  =  (PxPx)', 

also: 

cob(PxPx)  =  coz(PxPx)',    6\n(P*Px)  =  ein(f\ 
wenn  {PxPxY  negativ  ist,  so  ist  offenbar: 

(PnPx)  =  360«-t-(P*P;t)'}  =  360°  +  (P*Px) , 

r 
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also  wieder: 

coS(PxPa)  =  cos(PxPa)',  8'w(PKPx)  =  smiPJh)'; 

daher  ist  allgemein: 

cos  (PxPx)  =  cos  (PnPxY ,  sin  (PxPx)  =  sin  (P*Pa)'; 

und  man  kann  folglich  in  allen  obigen  Formeln,  ohne  deren  Rich- 
tigkeit im  Geringsten  zu  stören,  {PXP))4  für  (PXP).)  setzen,  oder 
alle  durch  (PXP;.)  bezeichneten  Winkel  bloss  von  0  bis  180°  zählen, 
wenn  man  dieselben  nur  nach  der  oben  gegebenen  Bestimmung 
gehörig  positiv  und  negativ  nimmt 


Anmerkung. 

Es  lag  mir  daran ,  die  Richtigkeit  der  von  mir  entwickelten 
Ausdrücke  für  die  Coordinaten  X,  Y  des  Mittelpunkts  der  Kräfte 
in  einfacher  Weise  praktisch  zu  prüfen.  Deshalb  entwarf  ich  auf 
Taf.  VI.  eine  möglichst  genaue  Zeichnung  für  nur  zwei  einander 
gleiche  und  auf  einander  senkrecht  stehende  Kräfte  P0  und  Px. 
In  dieser  leicht  durch  sich  selbst  verständlichen  Zeichnung  sind 
A0  und  Ax  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  P0  und  Px ,  also : 

die  Richtungen  der  Kräfte  P0  und  P,  sind  in  den  drei  ange- 
nommenen verschiedenen  Lagen  des  Systems  durch  die  von 
und  Av  ausgehenden,  mit  Pfeilspitzen  versehenen  Geraden  darge- 
stellt, und  durch  einfache  Construction  hat  sich  als  Mittelpunkt 
der  Kräfte  der  Punkt  M  ergeben.   Es  ist  also: 

xo=z  +  OB0,  y0  =  +A0B0i 

=  +  0^,  y%  =  —  ; 

und : 

A=+OiV,    F=+MiV.  1 
Ferner  ist  in  diesem  Falle  offenbar 

(P0P,)  =  270«, 

wenn  wir  die  Winkel  von  0  bis  360°  zählen  und  bloss  positiv 
nehmen,  also: 

cos(P0Pl)=0,   sin(P0P,)  =  -l. 
Weil  wir  die   Kräfte  P0  and  Pt  einander  gleich  angenommen 
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haben,  so  wollen  wir  für  dieselben  das  gemeinschaftliche  Zeichen 
P  schreiben,  und  erhalten  nun  aus  den  Formeln  §.2.  16),  17),  18): 

C7'=2/»; 

V  =  {*„  f  *,  -Ky0-yi)|#»    W  =  \y0  +  y,  -<*0  -*,)! 
folglich  nach  §.2.  19): 

A  _  2  >    *  —  2  

Führen  wir  nun  fiir  x0,  y0  und  xx ,  ift  ihre  obigen  VVerthe  ein, 
»o  erhalten  wir: 

A  =   2~        =  2  ' 

*  _   2  =  2  ' 

oder: 

A  =s  -f-  Ulf  —   2 —  '  —  ' 

F  =  +  MN  =  OBi  +  AoBo-°B<>-Aißi 

2 

Die  in  der  Zeichnung  ausgeführte  Construction  dieser  Werthe  hat 
ganz  das  Richtige  gegeben,  so  weit  es  bei  der  natürlich  immer 
nar  beschränkten  Genauigkeit  einer  solchen  Zeichnung  möglich  war. 
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XV. 

Lösung  zweier  Aufgaben  über  Berechnung  der 
Flächeninhalte  verschiedentlich  bestimmter  Ellipsen. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 
Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  in  Prag. 


Die  hier  mitgetheilte  Auflösung  der  beiden  an  sich  minder 
bedeutsamen  Aufgaben  geschah  in  Folge  einer  zufälligen  Veran- 
lassung, und  die  Veröffentlichung  ihres  Ergebnisses  durfte  theils 
in  der  Einfachheit  der  fraglichen  Schlussausdrucke,  theils  darin 
eine  Entschuldigung  finden,  dass  in  der  zweiten  Aufgabe  sieb 
ausweist,  das  Vorzeichen  des  zweiten  Differentialquotienten  einer 
Funktion  sei,  bei  gewissen  Einschränkungen  dieser  letzteren, 
in  manchen  Fällen  zur  Entscheidung,  ob  ein  individueller  Werth 
der  Funktion  ein  Maximum  oder  Minimum  sei,  nicht  ganz  geeignet. 

Erste  Aufgabe. 

Bestimmung  des  Flächeninhaltes  einer  Ellipse  aus 
ihrer  allgemeinsten  Gleichung. 

Sei  die  Tollständige  oder  allgemeinste  Gleichung  einer  Ellipse 
dargestellt  durch: 

1)  .  .  .  .  Ax*+By*  +  2Cxy  +  2Dx  +  2Ey  =  Kf 

der  leichteren  Vergleichung  halber,  wie  bei  Cauchy,  Exercices 
de  Matb4matiques,  3«  annäe,  1828,  p.  65. 
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Setzen  wir  nun  vorerst  überhaupt: 

(  x  =  £  +  rcostf/, 
2>  \  y  =  if  +  rsini|> 

in  die  obige  Gleichung: 

1).  -   f(x,y)  =  Ax*  +  By*  +  2Cxy  +  <2Dx  +  2Ey  =  K, 
so  fibergeht  sie  in  die  Polargleichung  der  Ellipse 

rr*+2fr  +  ti=  ff, 

wenn  wir  setzen: 

!,=  4cosif;«  +  #sinV/*  +  2Ccos^sin^, 
i  =         Ci7  +  Z>)costf/+(C£+  Bn+EiB\uy9 

Soll  der  Punkt  |ij  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  sein ,  so  muss 
für  alle  Werthe  des  Polarwinkels  ^  der  Strahl  r  zwei  entgegen- 
gesetzt  gleiche  Werthe  erhalten,  mithin 

1  =  0 

sein.    Dies  giebt  für  {,  i\  die  beiden  Gleichungen: 

(  A\+C<n\D  =  *> 
4>  \  C{  +  Äi?  +  £  =  0; 

und  daraus  erhält  man  für  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  die 
Coordi  oaten: 

CE-BD  CD—AE 
5)   *  =  ~ÄB=C*'  l—AB-C* 

und  zugleich  ist  die  charakteristische  Differenz  AB-C*  =  A* 
positiv,  wenn  die  obige  Gleichung  einer  Ellipse  angehören  soll. 

Die  Polargleichung  der  Ellipse  ist  sonach,  wenn  der  Pol  in 
deren  Mittelpunkt  verlegt  wird, 

ir»  +  a  =  K. 
Für  obigen  Mittelpunkt  \n  wird  aber 
u  =  /"({,  i?)  n(«+ö|+Hi  +  (CUBri+E)<n+  DHE* 

^    „      JE»  +  BD*—2CDE 
=  Dg+£i?  =  3i  » 

oder  t*  wenn  wir  abkürzend: 
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AE*  +  BD*-2CDE 

6)  2r*  =  * 

setzen.  Schreiben  wir  diess  in  die  vorige  Polargleichung,  so  wird 
selbe  nunmehr: 

7)  sr*  =:  k 

und  in  ihr  ist  zufolge  (3) : 


H)  ...» 


2 

A\ B     A-B      _       „ .  _ 
=  — 2  '  2 — C0Ä-^  +  Csinit//. 


Gehen  wir  nun  darauf  aus  die  Halbaxen  a,  6  der  Ellipse  zu 
finden,  von  denen  a  die  längere  sein  soll;  so  ist 

a  =  Max.r, 
b  =  Min.r; 

und  für  sie  wird  im  ersten  Falle: 

i 

x  =  Min.  =  5i , 

im  zweiten  Falle: 

s  =  Max.  =  sv 

Sonach  sind  wir  darauf  verwiesen»  zuvörderst  das  Minimum 
und  Maximum  von  s  zu  suchen,  folglich  obigen  Ausdruck  des  * 
nach  1//  zu  differenziiren.    Diess  giebt: 

1  ds         A  —  B  .  _ 

2  =  ^— sin  2t//  +  Ccos2t//, 

und  wenn  wir  ^—  =  0  setzen  und  die  allgemeine  Auflösung  di 
Bestimmungsgleichung  für  t/s  mit  a  bezeichnen,  erhalten  wir: 

C cos 2a  =  ^-2-^8in2a  =  0, 

daher: 

cos  2a        8in2a  I 

^)  


 i{A-B)~    C    ~  +  6' 

wenn  wir  abkürzend  setzen: 

10)  (±zBy+C*=G*. 

und  G  positiv  annehmen. 
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Hiefür,  w  ird  gemäss  (8),  für  g>  =  a: 

/A  —  ßx  2 


also : 


^  +  «  .v 
^  +  ß 


i5) 


5  — 


F6 


Nun  sind  bei  der  Ellipse  jedenfalls  A  und  />  einstimmig,  also 
für  positiv  annehmbar,  G  ist  ebenfalls  positiv  vorausgesetzt,  mit- 
hin gilt  für  G  das  obere  oder  untere  Vorzeichen,  je  nachdem  wir 
den  kleinsten  oder  grössten  Werth  von  s,  d.  i.  sx  oder  .v.2  verlangen. 


Es  ist  neralich: 

ii)  

der  kleinste, 


A  +  B  t% 
«i  =  -g  G 

A  +  ß 


s2  = 


2 


+  6' 


der  grosste  Werth  von  s.    Sonach  verwandelt  sich  die  Gleichung 

(7)  in: 

Ii 


12) 


uod  liefert  die  Längen  der  Halbaxen  a  und  6. 

« 

Sei  nun  /*  der  fragliche  Flächeninhalt  der  Ellipse,  so 
ist  bekanntlich  Oberhaupt  f  —  nab,  also  hier: 


Es  ist  aber: 


K-k 

f  —  n  r 

ii5£ 


V" 


*1  *2 

=  AB-C*  =  A*, 
daher  wird: 

13)  /*=  TT 


K  —  k 


der  auffällig  einfache  und  doch  allgemeinste  Ausdruck  der  Fläche 
der  Ellipse,  in  welchem  man  nur,  weil  /'  immer  positiv  gedacht 

wird,  die  Zahl  A  =  V AB  —  C9  mit  K—  k  gleichstimmig  zu  neh- 
men hat 
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Zweite  Aufgabe. 

Durch  einen  bestimmten  Punkt  der  Aze  einer  schie- 
fen circulären  Kegelfläche  denke  man  sich  alle  mög- 
lichen Ebenen  dergestalt  gelegt,  dass  sie  gegen  die 
Ebene  ihrer  leitenden  Kreislinie  gleich  geneigt  seien 
und  die  Kegellläche  in  lauter  Ellipsen  schneiden; 
man  suche  die  Flächeninhalte  solcher  Ellipsen  über- 
haupt, und  die  Lage  sowie  die  Grösse  der  kleinsten 
und  grussten  derartigen  Ellipse  insbesondere. 


1. 

Man  nehme  den  Mittelpunkt  O  des  leitenden  oder  Grund- 
kreises des  Kegels  (Taf.  VII.  Fig.  1.)  zum  Ursprünge  rechtwink- 
liger Coordinaten,  die  Ebene  dieses  Kreises  zur  Ebene  der  dy' 
und  lege  die  z'x1* Ebene  durch  des  Kegels  Axe,  wodurch  diese 
Coordinatenebene  zum  Hauptaxenschnitt  des  Kegels  wird. 
Der  Halbmesser  des  Grundkreises  sei  p,  so  sind  seine  Gleichungen: 

z'  =  0,   ^+y'»  =  o«; 

ferner  seien  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  oder  der  Spitze  C 
der  Kegelfläche  x'  =  OF=et  y'  =  0,  z'  =  FC~f;  und  zugleich 
bedingen  wir,  dass  diese  Coordinaten  e,  f  positiv  seien,  indem 
wir  diejenigen  Hälften  der  Axen  der  x*  und  z'  als  positiv  an- 
nehmen, auf  welche  die  Projekttonen  des  Kegel* Mittelpunktes 
in  diese  Axen  zu  liegen  kommen. 

Dann  sind  die  Gleichungen  irgend  einer  Seite  der  Kegelfläche 

m         n  I 

Bekanntlich  eliminirt  man  aus  diesen  vier  Gleichungen  die 
Coordinaten  x\  y',  z'  und  in  der  so  entstehenden  Gleichung: 

setzt  man  für  die  arbiträren  Constanten  m,  n,  1  ihre  Propor- 
tionellen e,  y'9  i'—f  und  findet  so  für  die  Kegelfläche  die 
Gleichung: 

(ezW*o*+/Va  =  -/)•• 
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t. 

In  der  Axe  OC  des  Kegels  liege  der  bestimmte  Punkt  Q, 
durch  den  die  erwähnten  unzählig  vielen  Ebenen  gelegt  werden 
sollen.  Ihn  nehmen  wir  zum  Ursprung  neuer  zu  den  vorigen 
parallelen  und  gleich  gerichteten  Coordinatenaxen  der  xx  yx  x,  und 
bedingen,  dass  beziehlich  dieser  zweiten  Axen  der  Kegelmittel- 
punkt  C  die  Coordinaten  g  =  QG,  h  =  GC  habe.  Dann  gelten 
für  die  früheren  Coordinaten  die  Verwandlungsgleichungen : 

x'^-A  +  i,. 

Ffibren  wir  sie  in  der  letzten  Gleichung  der  Kegelfläche  ein. 
60  wird  selbe: 

(ex,  -  /fc,  -  eh  +  fg)*  =  ^(x,  -  k)\ 

Benfitzen  wir  zur  Abkürzung  noch  den  Halbmesser  r  des  von 
der  Ebene  xxyx  erzeugten  Kreisschnittes,  so  bestehen  bekannt- 
lich die  Proportionen  x 

g~~  h~~  QC  ~~  r' 

folglich,  wenn  man  in  obiger  Gleichung  der  Kegelfläche  für  e,  f,  g 
ihre  Proportionalen  gt  h9  r  einträgt,  nimmt  sie  die  Form  an: 


3. 

Durch  den  angewiesenen  Punkt  Q  lege  man  jetzt  irgend  eine 
den  Kegel  schneidende  Ebene  <£  unter  dem  spitzen  Winkel  t 
gegen  des  Kegels  Grundebene  x' y' ',  also  auch  gegen  die  zu  ihr 
parallele  Ebene  xxyx  geneigt.  Um  volle  Bestimmtheit  in  die  Auf- 
fassang dieses  Neigungswinkeis  zu  bringen,  nehmen  wir  als 
positive  Halbscheid  der  schneidenden  Ebene  diejenige  an,  welche 
auf  der  positiven  Seite  der  xxyx  d.  i.  auf  derjenigen  Seite  liegt, 
wohin  sich  die  positive  Richtung  (oder  Halbaxe)  der  zx  erstreckt. 
Dieselbe  schneidende  Ebene  zertheilt  auch  die  xxyx -Ebene  iu 
iwei  Hälften  (Halb-Ebenen),  deren  eine  die  Projektionen  der 
Punkte  obiger  positiven  Halb-Ebene  in  diese  xxyx- Ebene  auf- 

Tbeil  XLVl.  21 
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nimmt.  Jene  und  diese  Halb-Ebene  betrachten  wir  sonach  alx 
die  zwei  Schenkel  de«  Flächenwinkels  c  und  zwar  die  in  der 
xxyx  -Ebene  liegende  als  den  Anfangs-  oder  Ausgangsschenkel, 
die  andere  aber  alssden  End-  oder  Schlussschenkel  desselben; 
zugleich  wollen  wir  diesen  Neigungswinkel  s  jederzeit  als  positiv 
in  Rechnung  bringen. 

Die  Einschnittslinie  jener  schneidenden  Ebene  <£  in  die 
xxyx- Ebene  nehmen  wir  nun  zur  ar-Axe  neuer  rechtwinkliger 
Coordinaten,  deren  y-Axe  in  der  schneidenden  Ebene  seltat 
liegt,  von  welcher  die  positive  Hälfte  in  der  positiven  Hälfte  der 
schneidenden  Ebene  ©  liegen  soll.  Die  wandelbare  positive 
Richtung  oder  Halbaxe  der  x  bestimmen  wir  noch  wie  folgt.  Wir 
denken  uns  die  schneidende  Ebene  <£  zu  allererst  durch  die  Axe 
der  xx  hindurch  geführt,  folglich  mit  dieser  die  x-Axe  überein. 
fallend,  und  nehmen  hier  die  mit  der  positiven  Halbaxe  der  j-, 
zusammenliegende  Halbaxe  der  x  für  die  positive  an.  Drehen 
wir  nun  in  Gedanken  die  Ebene  <£  um  den  fest  gehaltenen  Punkt 
Q  dergestalt,  dass  die  so  eben  als  positiv  erklärte  Halbaxe  der 
x  aus  jener  der  xx  um  den  festgehaltenen  Punkt  Q  sich  schwen- 
kend zunächst  den  ersten  Quadranten  (rechten  Winkel),  den  die 
positiven  Halbaxen  der  xx  und  yx  mit  einander  machen,  dnrch- 
streift  und  sich  dann  immer  weiter  und  weiter,  und  endlich  rins$- 
herura  schwenkt,  so  wird  diese  bewegliche  Halbaxe  Ox  jeder- 
zeit zur  positiven  Halbaxe  oder  Richtung  der  x  angenommen 
und  der  von  ihr  durchstrichene  Winkel  xx  Ox  —  tp  gilt  inimei 
als  positiv,  und  wächst  sohin  stetig  von  0  bis  360°.  Zur  Ab 
kurzung  wird  es  wohl  gestattet  sein ,  diesen  Winkel  qp,  nach  den 
.in  der  Bergmannssprache  gebräuchlichen  Begriffe  vom  ..Streicher 
eines  ebenen  Ganges"  den  Streichungs-  oder  Streicbwin- 
kel  der  schneidenden  Ebene  (£  zu  nennen;  was  insbesondere 
dann  ganz  passend  ist,  wenn  zur  Erleichterung  des  Ueberblickej 
die  Ebene  xy  wagrecht  gedacht  wird. 


4. 

Für  einen  beliebigen  Punkt  M  (xxz=QP,  yx  =  P2V,  zx  =  N1U 
der  schneidenden  Ebene  <£  (Taf.  VII.  Fig.  2.)  seien  jetzt  die  ü 
derselben  Ebene  liegenden  Coordinaten  ar=  QR,  y=RM.  Dann 
findet  man  sofort,  dass  der  Winkel  NRMz=t,  also  RN  =rycosi 
und  NM  =  ysinc  =  xx  ist.  Wenn  man  dann  die  gebrochenen 
Linien  QRN  und  QPN  oder  auch  die  QRNM  und  QPNIU  tut 
die  Axen  der  xx  und  yx  projicirt,  so  erfolgt:  I 

* 
* 

I 
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md  man  erhält  sonach: 

xx  =r  xcosqp  +  y  cos  f  sin  qp, 
yi  =  xsinoj  —  yco«fC08qp, 
r,  ss  ysinf 

10  Umwandlungsgleichungen  der  Coordinaten  xa  yl  tx  in  j-,  y. 

5. 

Lassen  wir  nunmehr  den  Punkt  M  (X\y\2\)  der  Etnschnitts- 
korve  der  Ebene  <fc  in  die  Kegelfläche  zugehoren,  so  haben  wir 
die  letzten  Coordinatenausdriicke  in  die  vorangehende  Gleichung 
des  Kegels  einzusetzen  und  finden  so  des  entstehenden  Kegel- 
schnittes Gleichung: 

[zacos  q>  -f  y (Ä  cos f  sin  <p — gsin  •)]•  +  A* sin  <p — y  cos  e  cos  9?)* 

=  r*(ysine-f  A)* 

Ordnen  wir  sie  nach  den  Potenzen  der  x  und  y%  so  verwandelt 
sie  sich  in 

Ax*  +  ify*  +  Wxy  +  2Z>* + 2£y  =  K , 
indem  wir  abkürzend  setzen: 
A  =  A«, 

B  =     (Ä  cos  «sin  9  —  g*\nt)*  +  A'cosr'cosg)* — r'sin«*, 
C  =  —  #Asio  «  cos  q> , 
D=  0, 

—  Ar«si«e, 
Ä  =     A«r».  • 


Dieser  Schnitt  soll  nun  för  alle  Streichungswinkel  o>  eine 
Ellipse  werden,  folglich  muss  der  charakteristische  Unterschied 
AB—C*  immer  positiv  und  grösser  als  Null  ausfallen;  er  kann 
demnach  =  d2  gesetzt  werden.  Es  ist  aber,  wenn  man  /**  als 
Faktor  heraushebt: 

21* 
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=  Aacos«*  +  (o*— r*)sinia  — 2#Aco«f  «iiw  sinqp  —  e^sin^cosy. 
=  (A  cos  e— £  sin  f  sin  q>)*  —  r*sin  ea, 

folglich,  wenn  man  den  för  e  =  0  stattfindenden  Kre isscboitt. 
als  nicht  zur  Frage  gehörig,  ausschliesst  und  sohin  noch  de» 
von  Null  verschiedenen  Faktor  sine1  heraushebt 

■ 

=  (A  cot  f  -  o  si  n  gp)*  -  r2. 

Dieser  Unterschied  A"1  =  AB  —  C2  wird  nun  für  einen  gewissen 
Winkel  e  =  *0  *u  Null,  daher  der  Kegelschnitt  eine  Parabel, 
als  Grenzform  der  mit  p  und  e  wandelbaren  Ellipsen;  und  man 
findet  fär  ihn  die  Bestimmungsgleichung: 

(Acotc0— ^sin  g>)2—r9  =  0, 

folglich : 

cot  f0  =  ^  

Dieser  Winkel  wird  nun  möglichst  klein/  daher  seine  Cotangentf 
möglichst  gross  ausfallen,  wenn  sin 9  =  +1,  also  q>  =  00°  wird. 
Dann  ist: 

co,(o  = 

und  von  diesen  zwei  als  s0  sich  ergebenden  spitzen  Winkeln  ist 
der  dem  -fr  entsprechende  der  kleinere,  daher  hier  allein  aU 
Grenze  der  $  in  Betracht  kommende;  deshalb  nehmen  wir  est 
schieden  den  au« 

cot«0  =  -jj—  =  -y~ 

folgenden  Winkel  t0  als  oberste  Grenze  der  möglichen  INeigungs 
winkel  t  an,  so  dass  wir  fortan 

bedingen. 

Zur  ferneren  Abkürzung  setzen  wir: 

Acute  =  c, 
und  finden,  wegen  cote>cotf0, 

c>  Acote0* 
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aUo: 

Eben  so  setzeo  wir  in  dem  entstehenden  Quotienteo 

42      _  /c— gsinoA* 
A*r*sine*-  V       r      /  1 

den  Potentiand 

c  —  ff  ein» 

 —  =  r, 

r 

von  dem  wir  sogleich  ersehen,  dass,  weil         +  aUo: 

«>r^(178iny)>n-f(i-.to»), 

feomit  n  positiv  und  >  1  ist,  der  Unterschied  9* — 1  und  somit 
aocb  J*  jedenfalls  positiv  sich  ergiebt.   Hiernach  erhalten  wir: 

J  =  hr sine Vi*^l , 
ledoch  immer  für  sine>0. 


9. 

Soeben  wir  jetzt  den  Flächeninhalt  f  der  entstehenden 
Ellipse  nach  den  Formeln  (6)  und  (13)  der  I.  Aufgabe 

*=  ' 

K—k 


•o  finden  wir: 


*  =     =  ^irr  =  +  (p°8,t,v) 


mithin  die  Fläche  der  Ellipse : 

srrA     p»_2       rcrA  (p  +  V2)  (t>  —  V2) 
f~  sine*  (t>*-J)l  —  sin«'       (t>»-1)i  ' 


»orin 


c— ff  sin  y 
r 
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ist.  Da  diese  Fläche  f  nur  positiv  in  Rechnung  gebracht  10 
werden  pflegt,  müssen  wir  noch  bedingen,  das*,  wenn  ©>I  aber 

<  V2=l,4  wäre,  V  oa  —  1  negativ  au  nehmen  sei,  oder  das» 

V©*—  1  immer  mit  dem  Vorzeichen  von  v  —  V*2  genommen  werde. 


8. 

Aus  dem  Ausdrucke  des  Flächeninhaltes  f  und  der  Hilfezahl 
v  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  für  zwei  Winkel  qp,  welche  einer- 
lei Sinus  haben,  also,  wenn  <p  einen  spitzen  Winkel  vorsteilt, 
für  q>  und  sein  Supplement  180°  —  <p,  andererseits  für  180+ <p 
und  360°  —  <p  sowohl  ©  als  auch  f  einen  und  denselben  Werth 
erhaJten. 

i 

Demnach  sind  zwei  solche  elliptische  Schnitte  fläcbenglehHi, 
wenn  die  Spuren  ihrer  Ebenen  unter  zwei  supplementären  Strei 
chungswinkeln  q>  und  180° — <p,  oder  unter  180°  f-  <p  und  360°— ¥ 
gegen  den  Hauptdurchmesser  des  Grundkreises  des  Kegels  ge- 
neigt sind. 

Diess  erklärt  sich  übrigens  aurh  leicht  daraus,  dass  ein  Paai 
solcher  Schnitte  gegen  den  Haupt-Axenschnitt  z,  xx ,  der  den  Kegel 
in  zwei  symmetrisch  gleiche  Hälften  zertbeilt,  symmetrisch  liegen 
daher  selbst  symmetrisch  gleich  sein  müssen. 


O. 

Um  ferner  die  grössten  und  kleinsten  Beträge  diese 
Flächeninhaltes  f,  so  wie  die  Streichungswinkel  <p  der  sie  enl 
haltenden  Schnitt- Ebenen  zu  ermitteln,  setzen  wir  für  einen  Aegei 
blick  den  Faktor  oder  Quotienten 

feine       p* —  2  ■ 
~  <©»=Tjl  ~ 

und  differenziiren  ihn  nach  <p,  bemerkend,  dass 

dv  (j  .  dq  ©*— 4 

ist.   So  finden  wir: 

d1_         g  e(e+2)(e-2) 
3^-1  ~r  («,»-1)1  co89" 
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Dieser  Differentialquotient  kann  bei  Eintritt  eines  grüssten 
oder  kleinsten  Werthes  von  q  und  f ,  wegen  r  >  1 ,  nur  verschwin- 
den, wenn 

cos  9  =  0   oder   v  =  2 

iüt,  von  denen  die  erste  Bedingung  entweder  9  =  90°  oder  9=270° 
erheischt,  so  dass  die  schneidende  Ebene  durch  die  i/i  -  Axe 
hindurch  geht  und'sohin  auf  dem  Haupt-Axenschnitte  xixl  senk- 
recht steht. 

Um  noch  entscheiden  zu  können,  ob  ein  solcher  ausserster 
Werth  des  g  wirklich  statt  habe,  bedürfen  wir  bekanntlich  noch 
des  zweiten  Differentialquotienten  von  qt  zu  dessen  Ermittlung 
wir  jedoch  vorerst  noch  den,  nur  die  Veränderliche  v  enthalten- 
den und  nie  verschwindenden  Faktor 

g  t>(t>+2)  _ 
f -(„s-Dl—  r 

«etien  und  dadurch 

q  —  V(v— 2)  cos  9 
machen.   Wir  önden  sonach  den  zweiten  Differentialquotienten: 

*  _ 

und  je  nachdem  er  negativ  oder  positiv  ausfallt,  muss  q  und  so- 
hin  auch  f  ein  Maximum  oder  Minimum  werden. 


to. 

I.  Im  ersten  Falle,  wo  9  =:  90°  ist,  feilt  die  positive 
Halbaxe  der  x  auf  die  der  yx ,  es  ist  sin  9=  1,  die  Hilfszabl  v 
Vergeht  in: 


and  die  elliptische  Durchschnittsfigur  hat  den  Inhalt: 

.      nrh     tV»— 2  _  itrh  vt  +  V2  pi—V2 
T|  ""iin •'(»!»—  1)1""  sine*  t^  — 1  '  W=T' 

ferner  ist  hier: 

r      g  Eifa +2)        „         «  „ 
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und  sonach  sind  r?j  —  V2,  \fvt*  —  lt  Vx  gleichstimmig. 
Nun  sei: 

a)  pj  >2,  so  sind  r,  —2,  r,~  V2  und  somit  auch  Vx  positiv, 
also  ist  9"  negativ  und  deshalb  f,  ein  Maximum. 

b)  Sei  vt  <2  aber  >  V2  also  vt — 2  negativ  aber  ©i  —  V2 
positiv;  so  ist  F,  positiv,  also  9"  positiv  und  f,  ein  Minimum. 

c)  Endlich  sei  t>,  <V2  <2  aber  immer  noch  >1,  so  ist  so» 
wohl  t>i—  2  als  auch  —  V2  negativ,  daher  ^  und  9"  negativ, 
also  f,  ein  Maximum. 


11. 

II.  Im  zweiten  Falle,  wo  <p  =  270°  ist,  fällt  die  positive 
Halbaxe  der  x  auf  die  negative  der  y, ,  es  ist  8109  =  — 1,  die 
Hilfszaiil  v  übergeht  in: 

und  diu  Ellipse  hat  den  Inhalt: 

f*  ~  ein«>a»-l)l  -  sine'  r2*-l  V^-l" 
Ferner  ist: 

^  -  r  "  („ts_  |}j  • 

und: 

0"=  F2(r2-2); 
daher  sind  t>2—  V2,  Sfvf — 1,  F2  immer  gleichstimmig. 
Nun  sei: 

«)  t>2>2,  so  sind  r2— -2,  p2  — V2  und  F2  positiv,  daher 
ist  9"  positiv  und  sohin  f2  ein  Minimum. 

ß)  Sei  e*<2  aber  noch  >V2,  so  ist  rs — 2  negativ,  da- 
gegen c2  — V2  und  damit  auch  F2  positiv,  also  9"  negativ,  und 
f2  ein  Maximum. 

y)  Endlich  sei  ©1<V2<2,  so  ist  ©a —  2  und  e2—  V2,  also 
auch  Ff  negativ  und  sonach  9"  positiv,  daher  f2  ein  Minimum. 
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IS. 

III.  Betrachten  wir  noch  den  Zusammenhang  der  beiderlei 
Fälle,  indem  wir  berücksichtigen,  dass  immer: 

f»4 — c,  =  2  ^  =  -f ,  also  t?i>ti  ist;  so  sei: 

J)  in  I.  a)  die  rt>2,  so  ist  auch  i^>2  wie  in  II.  c).  Hier- 
nach  ist  för  »j  >  2  die  Ellipse  ft  ein  Maximum  und  zugleich 
wegen  p»>2  die  ft  ein  Minimum. 

2)  Wie  in  1.  b)  sei  V2<p,  <2,  daher  ft  ein  Minimum,  so 
ist  wegen  vt  >  vx  >  V2  die  t?t  zwar  >  V2;  ob  sie  aber  nothwendig 
doch  noch  <2,  mithin  (wie  in  II.  ß))  die  f,  ein  Maximum  sei, 
lässt  sich  allgemein  nicht  entscheiden,  bevor  man  nicht  den 
eigentlichen  Werth  von  ca  berechnet  hat. 

3)  Endlich  sei  wie  in  I.  c)  die  Zahl  et<V2,  folglich  f,  ein 

g 

Maximum,  dann  ist  aus  cÄ=t>i+2~  keineswegs   allgemein  er« 

sichtlich,  dass  es<2  sei,  folglich  findet  wieder  die  vorige  Unge- 
wißheit statt. 

13. 

IV.  Verschwindet  endlich  der  Differentialquotient  q\  weil 
p  =  2  wird,  so  wird  F=8#,  und  die  Fläche  der  Ellipse: 

2nr.h 
f»  3V3.sin€* 

Hiebet  wird  q"  =  — 2(^cosg>)*  immer  negativ,  mitbin  wäre  f, 
jedenfalls  ein  Maximum. 

Den  zugehörigen  Streichungswinkel  <p  findet  man  aus  der 
Bediogungsgleichung : 

daher,  wenn  man  den  ihr  genügenden  spitzen  Winkel  mit  <pf 
bezeichnet,  ist: 


314       Ma/zka:    Lösung  %tot>ier  Aufgaben  über  Berechnung 

sing/  =  sin(l80"-V)  =  f. 
Dieser  Bruch  muss  jedoch  positiv  und  <1  ausfallen,  daher: 

c>2r,  aber  c<2r  +  o; 

sein.    Da  nun: 

cote  =  j 


ist,  so  muss : 

t>^-»  aber 


2r                2r  +  q 
Cot  *  ^  —  -    »Ha»    ^  ,—2 


sein.  Derlei  möglich  grösste  Schnitte  unter  den  Streichungs- 
winkeln g>'  und  180°  —  g>'  konnten  sich  demnach  nur  ergeben, 
wenn  der  Neigungswinkel  e  durch  die  letzteren  zwei  Ungleichun- 
gen eingeengt  wäre.    Der  ersteren  Ungleichung  genügt  unsere  in 

Artikel  6  gestellte  Bedingung  cotc>^Jp,  wirklich  dann,  wenn 

£>r,  d.  L,  wenn  die  Projektion  des  Kegelmittelpunktes  ausser- 
halb des  Grundkreises  dessen  Ebene  trifft. 

Nehmen  wir  den  Winkel  <p  zwischen  180°  und  360"  und  setzen 
wir  <p  =  180°  -f  a>,  so  erstreckt  sich  co  von  0  bis  180°  und  es  ist: 

sin  9  =  —  sino, 

daher: 

c  +  g*\nco 

9  =   12   > 


und  wegen: 

c  =  2r+0sioo/   auch   t>  =  2  +  |(sin n  f  sing>')>2. 

Sonach  kann  nur  im  ersten  gestreckten  Winkel  von  a>,  oicht  aber 
im  »weiten  *  =  oder  <  2  werden.   Ferner  ist  bei  9  =  90°  die 

v  =  t>,  =  ^=^  =  2-^  (l-sino?').  also  e,  <2. 

Da  sich  aber  hieraus  nicht  ersehen  lässt,  ob  p4  ^  oder  <  V2 
sei,  so  kann  man  (vermöge  I.  b)  c))  nicht  wissen,  ob  hier  ft  ein 
Maximum  oder  Minimum  sei 

Dagegen  ist  für  9  =  270°  die  r  =  ifc=£lfi=2+^l+sinqp') 
also  t?a>2  und  sonach  fs  ein  Minimum. 
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14. 

Wenn  demnach  bei  gewisse»  schiefen  Kegeln  solche  Nei- 
gungswinkel «der  schneidenden  Ebene  gewählt  werden  könnten, 
dass  p  =  2  würde,  also  der  positive  spitze  Winkel  9/  nach  obi- 
gem Ausdrucke  sich  bestimmen  Messe;  so  erhielte  man  einmal, 
wenn  die  positive  Halbaxe  der  x  im  ersten  and  zweiten  Qua* 
dranten  der  Axen  der  xx  und  yx  liegt,  zwei  gleiche  Maximalwerthe 
fj  der  elliptischen  Fläche  f;  jedoch  würde  sich  im  allgemeinen 
in  voraus  nicht  entscheiden  lassen,  ob  fdr  9  =  90°  der  Werth 
fi  ein  Minimum  oder  Maximum  sei;  obschon  Letzteres  utiwabr- 
Mrbeinlich  ist,  weil  dann  drei  Maxima  nach  einaoder  folgen  wür- 
den, nerolich  bei  q>  =  <p\  o>  =  90°  und  <p  =  180°  —  o/ ;  was  jedoch 
derchaus  unmöglich  ist.  Es  zeigt  sich  daher,  dass  das  Vorzeichen 
de«  zw  eiten  Differentialquotienteo  mancher  Funktion  —  wofern  diese 
io  beschränktem  Sinne  aufgefasst  wird  —  nicht  immer  ein  ver- 
läßliches Kennzeichen  für  ein  Maximum  oder  Minimum  derselben 
an  die  Hand  gehe. 


15. 

Diesenvegen  ziehen  wir  nun  die  Aenderung  der  Hilfszahlen 
f  and  g  und  ihrer  Differentialquotienten  in  Betracht,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  der  Streichungswinkel  <p  von  0  bis  360° 
»tetig  anwachse.    Da  ersehen  wir  sofort,  dass 

C  —  osinqp 

e  =  — — 

in  ersten  Quadranten  de«  Winkels  9  von  -  stetig  bis  "-^  ab 

T  T 

Q 

nimmt,  im  zweiten  dagegen  wieder  auf  -  hinaufsteigt.  Soll  dem- 
nach in  diesem  Bereiche  die  Zahl  u  durch  2  hindurchgehen,  so 
muss  diess  zwei  Mal  geschehen  und  zwar  ist  diess  nur  möglich, 
wenn  sie  anfangs  und  zu  Ende  grösser,  in  der  Mitte  aber  kleiner 
als  2,  ahm  e— 2  dort  positiv,  liier  negativ  ist;  es  rauss  also 

C^>*  und^^<2,  oder  c>2r  aber  <2r-f-p  sein.  Demzufolge 
■st  der  Oifferentialqaotient 

dq      g  e(e+2)t>-2) 

a>  =  r  (>t-|)l  c09* 
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anfangs  (bei  9=0)  positiv,  ftlr  9  =  9'  und  t>  —  2=0  aber  Noll, 
also  für  9  =  9'  bis  9  =  90°  negativ,  wo  er  abermals  Null  wird. 
Er  geht  demnach  zuerst  aus  dem  Positiven  durch  Null  in's  Ne- 
gative, dann  umgekehrt;  dort  also  niuss  q  und  mit  ihr  f  seinen 
grössten,  hier  einen  kleinsten  Werth  erhalten.  —  Setzt  man  diese 
Betrachtungen  fort,  so  findet  man  folgende  Zusammenstellung: 


I.   Von  9  =  0  bis  (jp  =  180°. 

9     =0          9'    90°    180°- 9'....  180" 

p  ~"  2      -f- .... •••«         ••••    (Min.)  ••••    ....  0  .*••  "f-....  ^ 

.  ■    1  "Y"  ••»•  1*  •••»  V..«.       ••••       •»••VF        ••••  "y"  ••••      VF  ....       ••••  ~~ ~ 


q  und  f  =  Max  Min  Max. 


II.   Von  9=180°  bis  9  =  360°. 

9     =180°  270°    360O-9' 

v    2  — i»  ^*  •  •  ^  ....  *4*  ....    •  •  •  •  ^* 

_  _       _        0        4-  -4- 

•  •  •  •  •        ••••      V     •*..    1^  . . .  •  1 

ff*9  + 


also 


q  und  f  =   Min  

Hieraus  erhellt  sonach,  dass  wofern 

2r  +  0>  c>2r, 

2r-f*        .  .  2r 

 y-*  >  cot  C  >  -j- 


ist,  der  erste  Differentialquotient        anstandslos  Auskunft  Aber 

den  regelrechten  Wechsel  der  zwei  Maxima  und  zwei  Minima 
der  q  und  f  gibt. 

Prag,  30.  Oktober  1866. 
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XVI. 


Zur  Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung mittelst  Aufsteigen  zu  höherer  (zweiter)  Ordnung. 


Von 


Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

am  Polytechnikum  in  Cnrltrnhe. 


I. 

Sei 

/(*.f,*')  =  0.  (I) 

wo  y=!&?f  die  vorgelegte  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
iw  der  durch  Differenzirung  erhalten  wird: 

*o  y  =  ^us  ®  ergebe  sich,  indem  man  nötigenfalls  (I) 

damit  verbindet: 

F(*,y,y'.y")=0,  (3) 

eiue  Differentialgleichung,  deren  allgemeines  Integral  die  Gleichung 

y(x,  y,  a,b)=0  (4) 

s«i,  wo  a,  o  zwei  willkürliche  Konstanten  bedeuten.    Zieht  man 

aus  (4): 

y  =  t|>(ar,  a,6),  (5) 

so  genügt  selbstverständlich  dieser  Werth  von  y  der  (3)  identisch, 
jod  es  gibt  keine  andere  Funktion,  welche,  an  die  Stelle  von  y 
dieser  Gleichung  identisch  Genüge  leisten  kann. 
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Da  nun  offenbar  alle  Funktionen,  welche  der  (1)  genügen, 
auch  der  (2)  und  (3)  genügen ;  letzterer  aber  blos  tf;  (lu>  y)  ge- 
nügt, so  kann  der  (1)  auch  nur  durch  eine  Funktion  genügt  wer- 
den, welche  aus  entsteht,  indem  vielleicht  die  eine  oder  die 
andere  Konstante  in  besondere  Werthe  annimmt  u.  s.  w.  Jeden- 
falls muss  die  der  (I)  genügende  Funktion  in      enthalten  sein. 

Werden  also  a  und  6  gehurig  bestimmt,  so  genügt  (das  nun- 
mehrige) ^  der  (1),  so  dass  dann  identisch 

A.T,t//,tf/)  =  0,  (6) 

wobei  natürlich  auch  wegen  (2): 

K+!*'+g>=°  <?> 

wenn  man  in      »  jj>  an  die  Stelle  von  jy  und  y'  setzt  und 

Da  alsdann  die  erste  Seite  der  (7)  der  (totale)  Differentialquo- 
tient der  Grösse  f(x,  ty,  ty')  nach  x  ist,  so  folgt  hieraus,  dass 
in  (6)  die  Grosse  x  ausgefallen  ist,  dass  mithin  nur  a  und  6  in 
dieser  Gleichung  vorkommen.  Dieselbe  stellt  nun  die  Be- 
ziehung zwischen  a  und  6  fest,  damit  die  (5)  oder  (4)  die 
Integralgleichung  von  (1)  sei. 

Das  System  der  zwei  Gleichungen 

f(x9  ty,  ^')=0,   ff  =      (oder  g>  =  0)  .  .  .  .(8) 

stellt  also  die  allgemeine  Integralgleichung  von  (1)  dar.  Die  erste 
dieser  Gleichungen  (die  nur  a  und  6  thatsächlich  enthält)  sagt 
nämlich  offenbar  aus,  dass  die  zweite  der  (1)  identisch  genüge, 
natürlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  und  6  an  einander 
durch  eben  diese  erste  Gleichung  gebunden  sind. 


Differenzirt  man  die  Gleichung  (4)  nochmals,  so  ergibt  sieb: 

äf  +  gy^O,  .  (9) 

aus  welcher  Gleichung  $'  ganz  eben  so  folgen  wird,  wie  aus  (5), 
nämlich  y'  =  if/,  natürlich  anter  der  Voraussetzung,  dass  man 
y  aus  (4)  in  (9)  einsetze. 

Daraus  ergibt  sich,  dass  die  Elimination  von  y  nnd  b  au» 
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f(x,     s')  =  0.  v(x,y.  a.  b)  =  0,  ^  +^y'=0  (10) 

ebenfalls  zu  der  Integralgleichung  von  (1),  mit  der  einen  willkür- 
lichen Konstanten  <i,  fährt  Denn  die  Elimination  von  b  aus  (8) 
führt  zu  der  fraglichen  Integralgleichung.  Da  aber  yzzty,  so 
kann  man  die  (8)  auch  schreiben: 

ftr,y,  V)  =  0,   <p(x,y,a,b)z=Ot  .  .  .  .(11) 

und  die  Elimination  von  6  inuss  immer  noch   zu  der  Integral- 
gleichung fuhren.    Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  aber  das  Er 
gebniss  der  Elimination  von  y'  zwischen  der  ersten  und  dritten 
(10),  indem  die  letztere  auch  heisst:  y'szty',  woraus  nun  offen- 
bar unsere  Behauptung  folgt. 


ffl. 

Elimiuirt  man  etwa  6  zuerst  aus  den  zu  ei  letzten  (10)  und 
dann  y'  aus  der  so  erhaltenen  Gleichung  und  der  ersten  (10),  so 
erhält  man  natürlich  immer  wieder  die  mehrgenannte  Integral- 
gleichung. Die  aus  erster  Rechnung  hervorgegangene  Gleichung 
hat  die  Bedeutung  einer  ersten  Integralgleichung  von  (3),  so  dass 
hieraus  folgt,  dass  wenn  man  eine  solche  erste  Integralgleichung 
von  (3)  (mit  x,  y,  yf  und  einer  Konstanten  a)  kennt,  man  durch 
Elimination  von  y'  zwischen  derselben  und  (1)  ebenfalls  die  Inte- 
gralgleichung von  (1)  erhält. 

Welche  der  zwei  Konstanten  man  zwischen  den  (11)*  d.  b. 
zwischen  (6)  und  (4)  eliminirt,  ist  ganz  gleichmütig.  Denn  folgen 
aus  diesen  zwei  Gleichungen: 

a  =  <D(x,  y),   6  =  0>t  (x,  y);  (12) 

so  genügen  natürlich  diese  Grössen  der  (6),  d.  h.  man  hat  eine 
Gleichung  zwischen  O,  Olt  woran*  sofort  hervorgeht,  dass  beide 
Gleichungen  (12)  als  Integralgleichungen  von  (1)  erklärt  werden 
dürfen. 

Welche«  folglich  auch  diejenige  der  (zwei  möglichen)  ersten 
Integralgleichungen  von  (3)  sei,  die  man  in  dem  zu  Eingang  dies- 
ses  Paragraphen  angegebenen  Verfahren  benfltzt,  ist  gleichgiltig. 


IY. 

Gesetzt,  es  seien  die  Gleichungen 
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A  =  «,   *i  =  6  (13) 

aus  den  zwei  Gleichungen 

SF  3F 

F(x,y,a,b)  =  0,    gi  +  gy=0   .  .  .  .04 

durch  Elimination  von  je  einer  der  Konstanten  entstanden,  so 
dass  also  Xt  p  Funktionen  von  xt  y,  y*  (ohne  a  oder  b)  sind. 
Dann  hat  die  Gleichung 

fVL,ti  =  0  .  (15) 

zur  Integralgleichung  das  System 

F{x9  y,  a,  b)  =-  0,   f(af  b)  =  0.  (16) 

Die  (15)  ist  die  (1)  in  §.  I.;  die  (13)  sind  erste  Integralgleichun- 
gen von  (3),  deren  allgemeine  Integralgleichung  die  erste  (16)  ist, 
welche  mit  der  (4)  zusammen ßillt;  die  letzte  (16)  ist  die  (6)  des 
{.  I.  Denn  wenn  man  F=0  auflöst  und  daraus  die  (5)  erhält, 
sodann  y  =  ^  in  (15)  einsetzt,  so  erhält  man  ganz  dasselbe,  als 
wenn  man  y,  y'  zwischen 

t\F  PF 

F(*,^,a,6)  =  0,    ^+gy=0,   A*,#0  =  0  (17) 

eliminirt.  Da  die  zwei  ersten  die  (13)  liefern,  so  ergibt  sich 
durch  diese  Elimination  die  letzte  (16). 

Will  man  die  Gleichung 

F(x,y,a,  o)=0  (18) 

nicht  herstellen,  um  sich  thatsächlich  zu  überzeugen,  dass  die 
(13)  beide  aus  den  (14)  entstehen,  so  hat  man  nur  die  (13)  zu 
differenziren.  Entsteht  aus  beiden  dieselbe  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung,  so  besteht  nothwendig  die  Funktion  F(x,y$a,b), 
so  dass  die  (13)  aus  (14)  entstehen  können,  und  es  ist  (18)  die  allge- 
meine Integralgleichung  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 
Eliminirt  man  also  y'  zwischen 

A  =  a,  f(ktfi)=Q,   oder     =      /(*,  ,*)=<), 

so  erhalt  man  die  Integralgleichung  von  (15).  Dies  kommt  auch 
darauf  hinaus,  y'  und  6  aus 

laa,   fi-  b,    /(a,6)  =  0; 

oder  yr  und  a  aus 

*  =  n,   #i  =  6,   f(a,  b)  =  0, 

d.  h.  denselben  Gleichungen,  zu  eliminiren. 
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XVII. 

Elementar- geometrischer  Beweis   des  Satzes:  Die 
Kegelschnitte  werden  von  den  in  den  Kegel  gelegten 
Kugeln  in  ihren  Brennpunkten  berührt. 

Von 

Herrn  Dr.  F.  C.  Fresenius, 

Lehrer  nn  der  höheren  Bürgerschule  in  Frankfurt  a.  M. 


I.  Für  die  Parabel.   (Taf.  VII.  Fig.  3.) 

ebn  sei  Durchschnitt  des  Kegels  durch  die  Achse,  dto  Durch- 
schnitt der  hineingelegten  Kugel,  so  \\  bn,  cn  senkrecht  zur  Kegel- 
achse bm,  ioJ_cn  und  so,  also  ist  der  Durchschnitt  der  Ebene 
toi  mit  der  Kegeloberfläche  die  Parabel  15. 

Es  ist  zu  beweisen,  dass  o  Brennpunkt  derselben  ist. 

I)  co: et  =  ctxcu     2)  co:oi=zoi:on  3)  sc: so  =  bc:bn  =  1: 1 

cu  =  wo                 01»  =  co.on  so  —  st  

et*  =  co  no             oi  —  et  sc+st  =  c<  =  2. so 

oi  =  2.jo 

Wo  aber  bei  der  Parabel  die  Ordinate  gleich  doppelter  Abscisse 

ist,  da  ist  der  Brennpunkt.    Also  ist  der  Berührungspunkt  der 
Kogel  Brennpunkt  der  Parabel. 

II.  Für  die  Ellipse.   (Taf.  VII.  Fig.  4.) 

Die  Figur  zeigt  wieder  den  Achsenschuitt  durch  Kegel  und 
beide  Kugeln ,  welche  die  Ebene  der  Ellipse  berühren,  sp  ist 
Durchschnitt  dieser  auf  pbq  senkrecht  stehenden  Ebene,  also 
zugleich  grosse  Achse  der  Ellipse.  Es  ist  zu  beweisen,  dass 
die  Berührungspunkte  o  und  u  die  Brennpunkte  der  Ellipse  sind. 

Theil  XLVI.  22 
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ms  =  mp\  mw,  nc,  hs  und  pq  senkrecht  gegen  die  Kegelachse 

1)  co:cf =  cticf 
cf  —  on 
et2  =  co.on 


et  =  Ordinate  des  Kreises,  dessen  Durchmesser  cn  ist,  in  o; 
et  =  Ordinate  in  o  für  die  Ellipse,  deren  gr.  Achse  =*p. 

2)  Zrr*  =  90°      und     sLxpk  =  90°       (gebildet  von  den  Hai 
^ «fit  =  ^«jto  Z-xpo  =  Z.pku     birungslinien  iweier 

A  uskco  b^sxo  &xpo  c<T\pku  Nebenwinkel) 

us.uk  =  xoios  po:xo  =  ukipu 

us. os  =  uk.xo  po.pu  =  uk.xo 

us:pu=z  po:os  


suius  +  pu  =  poipo  +  os 
d.  h.  us  'ps  —  ;?o:;?s 

US  =  JJO 
/?M  =  Ol 

3)  mi  =  mp         4)  po  =  pd  =  gt         5)  tm:«p  =  nc:j« 

$m  = 

*io  =  \sq  =  oi»  =  mu 
6)        so.se  —  im;no  7)  #o  =  im-om 


mo  =  mu 

so  =z  pu 

=  st 

uo  = 

so.se  = 

sm.sw 

7)  so 

soiso  +  sc  = 

smism  +  sw 

sm 

«o  -f-  *  c  = 

et 

sm  4-  *to  = 

SU 

«o . SU  = 

ct.  sm 

so. 

SU  = 

op 

so  =  a — om 

op  =  a  +  om 
op  =  (a — owi)  (< 

=  n* — om* 


so.opz=  ct.  sm 


8)       (Ord.  in  o)  =  j-  VOi*  -  om« 


so.op 

ct.sm 

a1  —  om* 

b  Va*— om* 

(a»-omJ)a 

6*(a*— om*) 

a* — om* 

6* 

•  om'1 

o*-6*  =  e* 

om 

e  =  mu. 

Also  sind,  o  und  u  die  Brennpunkte. 
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in.    Für  die  Hyperbel.   (Taf.  VII.  Fig.  5.) 

Die  Voraussetzungen  sind  denen  des  vorigen  Beweises  ganz 
analog,  on,  tcm,  pq  ±  zur  Achse,  sm=mp.  Die  Berührungs- 
punkte o  und  u  sind  als  die  Brennpunkte  zu  erweisen. 

I)  coict  =  ction 

et  =r  Ordinate  in  o  für  den  Kreis  cn  und  die  Hyperbel  oti. 

'  *2)    A  Jrs0  cv>  A  11  "d    \xop  oo  \puk 

os'.ox  =  Ar« :  ?/ J  op :  ox  =  X'ti :  up 

os .  us  —  ox .  kn  op .  up  =  ox .  ku 

os:op  —  up :  us 
os:op—os  =  up:  us —  up 

d.  h.    os\sp-=-  up:sp 
3)    os  =  up    und  da   sm  =  mp 
om  = 


4)      po  ~  pd  =  qt            5)        sm:sp  —  stc:sq 
so  =  pu  =  ts  sm  =  \sp  


uo  =  sq  sw  =  Jjo  =  om  =  «im 

so:  sc  =  sm'.sw  7)         so  =  o//i  —  im 


to.so  +  «c-  =  «m  :*m  +  sw  sm  =  a  (Halbachse) 


so  +  sc=zct  so  =  om  —  a 

sin  ±  sw=  su  op  =  om  -f  «  

so.su  =  ct.sm  so.op  =  (om  —  a)(om  y  a) 


su  =  o/> 


=  oma-a* 


äo  .op  =  ct.  sm 


8)    *c  (Ord.  in  o)  =  jj  Vom* -  o* 


ct.sm  = 

=  6  Vom1 —  a* 

so.op  = 

er" .  tm 

om* — a2  = 

o  Vom* — a* 

(o/«2-ol)l  = 

A*(om*  — «*) 

om* — o*  — 

om*  = 

„*  +  o*  =  e* 

om  = 

e  =  mu. 

Also  sind  o  und  u  die  Brennpunkte. 
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Vebungsaufgaben  für  SchiUer. 


XVIII. 

Uebungsaufgaben  für  Schuler. 


Es  ist: 

4a,  Ha  =  («i  +  er*)1— (a*  -  fli)*, 
24<?lotö8=(fli+flt+os)»-(a1  +a»-a9)8-<Oi  +Os-o»)»— (o*+os— «i)1. 

I92<i ,  a,  as  a4  =    (o,  -f  at  +  o,  -f  a4)4 

—  («i  +03  +  04— O1)4  ! 
-(ot  +  ffs  +  a*— o,)4 
+  (o»  +  flt-a4-ol)4 
+  (««+04—03  —  ffj)4 
+  («s  +o4— o»— o,)*. 

Ein  allgemeines  Gesetz,  anter  welchem  diese  Formeln  als 
besondere  F&lle  enthalten  sind,  hat  Herr  Professor  Tardy  in 
Genua  in  den  Annali  di  scienze  matematiebe  e  fisiche. 
compilati  da  Barnaba  Tortolini.  TomoSecoodo.  Roma. 
1851.   p.  287."  bewiesen. 


Es  ist,  wie  sich  doreb  Entwicklung  des  Quadrats  leicht  all 
gemein  nachweisen  lässt: 

(l+:r  +  a:a  +  a?*  +  ....  +*«)» 

1  +  2* + 3a:*  +  4  *  8  + . .  • .  +  (»  -  2)  a*-3  +  (»-!)      »  +  nx»" 

+  (n  + 1)*" 

+ft**+1  +  («— !)*"+*+ (n-2)j?M-5+....+aar«"-*+2a:*»-H'r*n 
und  weil  nun 

(1  j.n+1  \» 
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Jede  durch  die  £er*de  L ;:•»*.  **eirbe  et  Mittelpunkte  r«-eie-r 
einander  ge^enübers-eb-eteen  Sc  eine»  Tetraeders  s»it  eii>- 
»ader  verbindet,  g^iesie  Ehesie  tbeilt  das  Tetraeder  ia  i«rei  ein- 
iger gleiche  Tbeile- 


In  der  Ebene  eines  gewöhnlichen  Vierecks  de«  Paukt  tu 
bestimmen ,  dessen  Entfernangeo  von  den  vier  Ecken  des  Vier* 
tcks,  io  die  zwei  den  entsprechenden  Ecken  gegenüberstehenden 
leiten  multiplicirt,  gleiche  Prodncte  geben. 


Lehrsatz. 

In  Taf.  III.  Fig-  16.  seien  aus  den  Punkten  C  und  C 
ait  gleichen  Halbmessern  zwei  Kreise  beschrieben, 
roo  denen  jeder  durch  den  Mittelpun k t  des  anderen  geht. 
Die  D  u  rchschnittspnnk  te  der  Centrallinie  dieser 
beiden  Kreise  mit  ihren  Peripherieen  seien  O  und  O'. 
In  einem  bei  iebigen  Punkte  T  der  Peripherie  des  um 
f  beschriebenen  Kreises  zieheman  an  densel  ben  cl  n  u 
Berührende,  fälle  von  dem  Punkte  O  auf  diese  Berüh 
rende  ein  Perpendikel  OM,  und  ziehe  CM  und  CT; 
•  o  ist  der  Winkel  MCO'  dreimal  so  gross  als  der  Win- 
kt I  TCO'. 

Diesen  Satz  hat  Herr  Professor  Cesare  Toscani  in  Sien  s 
tn  den  „Annali  di  Scieoze  roatematiche  e  fisiche,  com- 
plati  da  Barnaba  Tortolini.  Tomo  Terzo.  Koma.  1852. 
p.  276 -  bewiesen,  und  zur  Trisection  des  Winkels  angewandt. 
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XIX. 

M   i   8   c  e   I   1  e  n. 


In  Tbl.  XXXIX.  S.479.  habe  ich  bewiesen,  dass 

oÄ  +  (a  +  rf)8  +  (a  +  2<*)8  + ...  +  (o  +  nd)* 

t(a  +  (n-f  l)rf)  (a  +  firf)|«-la(a-</)l» 
=  43  

Ist,  und  will  hier  nachträglich  bemerken,  dass  diese  Sumnienfor 
mel  sich  noch  in  xweckmässigcr  Weise  transformireo  Ifisst.  Es 
ist  nämlich: 

\(a  +  (n  +  \)d)(a+nd)\*-ia(a-d)\* 
=  |  (a+(n  +1)  d)  (a  +  nd)  +  a  (a  -  d)\ |  (a  -f  (n+l)d)  (a  +  fid)-a(a— <f) : 
aber,  wie  man  leicht  findet: 

(a  +  (nf  \)d)(a  +  nd)  +  a(a— d)  ==  2a*  +  2wad  +  n(w  +  l)d* 

_  4n»  4-  4»ad  +  w«d»  +  2n  (n  +  1)  d»  -  n»  d» 

~  2 

-  +»(»  +  2)d» 

-  2 

and 

(a  +  (n  4  1 )  d)  (a  +  nd)  -  o  (a  —  d)  =  (» + l)d(2a + nd) ; 
also  nach  dein  Obigen: 

a»  +  (a  +  d)»  +  (a  +  2d)s  +  ....  +  (a  +  nd)» 
(w  + 1 )  (2a  +  nd)  { (2a  +  nd)*  -f  u  (n  +  2)  d*  I 
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Für  o  =  0  und  d  =  I  erhält  man  hieraus : 

wie  bekannt.  G. 


Es  ist,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

_An(n  +  !)(»  +  2)(n  +  3)    a  n(w  +  1) (»« +2)  ,  »(»_+!) 
J~T2"<     -°  1.23.4         ~ö       1.2.3      +    1.2  * 

SeUt  man  nun  in  dieser  Gleichung  für  n  nach  und  nach  1,  2,  3, 

4  n  und  summirt   mittelst  der  bekannten  Summirung  der 

figorirten  Zahlen,  so  erhält  man  auf  der  Stelle: 

?l72*    +  +  M.2*   +  >1.2*  1.2  5 

- «»(»+!) Qt+2) (wf 3) (ii4-4)  n(n+l)(n-r2)(n+3)  yi(n+l)(n+2) 
"6  1.2.3.4.5  ~°       1.2.3.4       +  1.2.3 

Weiter  entwickelt  wird  diese  Summe: 

3n*  + 1 5n* + 25»  *  + 1 5?ia + 2» 

3.4.5 

oder: 

1    *  .  1   A     5    ,     1  .  1 

20n  +4»  +12*  +4Ä  +3Ö" 


Der  in  Tbl.  XLV.  S.  217.  raitgetbeilte  Satz: 

„Die  Höhe n durchschnitts punkte  der  vier  Drei- 
ecke, die  ein  vollständiges  Viereck  darbietet» 
liegen  in  einer  geraden  Linie" 

ist  allerdings  nicht  neu,  und  findet  sich  schon  im  Archiv.  Tbl.  III. 
S. 231.  in  einer  Abhandlung  von  F.  Seydewitz,  wo  er  auf  fol- 
sende  Art  ausgesprochen  wird : 

„Die  Höbenpunkte  der  vier  Dreiecke,  welche 
von  vier  beliebigen  Geraden  gebildet  werden, 
liegen  in  einer  geraden  Linie." 

Zugleich  wird  dort  Herr  H einen  als  Erfinder  genannt,  worauf 
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wir  hier  ganz  besonders  hinweisen.  Der  Satz  ist  a.  a.  O.  aas 
allgemeineren  Betrachtungen  abgeleitet  worden.  Durch  die  Mit- 
theilung desselben  in  Tbl.  XLV.  S.  217.  sollte  vorzüglich  die  Auf- 
suchung elementarer  geometrischer  Beweise  veranlasst  werden, 
um  den  Satz  in  die  geometrischen  Elemente  aufnehmen  zu  können, 
wozu  er  sich  gewiss  sehr  gut  eignet.  Die  mir  bis  jetzt  gutigst 
zugesandten  Beweise  will  ich  nun  im  Folgenden,  ohne  angstliche 
Unterscheidung  dessen,  was  diese  Beweise  vielleicht  gemein- 
schaftlich haben,  sämmtlich  mittheilen,  mit  noch  anderen  in 
zweien  der  mir  eingesandten  Aufsätze  enthaltenen  geometrischen 
Bemerkungen.  Der  Herausgeber. 

A. 

Beweisdes  Satzes:  Die  Höhendurchschnitts  punkte 
der  vier  Dreiecke,  die  von  vier  beliebigen  sich  durch- 
schneidenden geraden  Linien  gebildet  werden  (oder: 
die  ein  vollständiges  Viereck  darbietet),  liegen  iu 
einer  geraden  Linie. 

Von  Herrn  Carl  Schmidt  in  Spretnb  erg. 

Das  vollständige  Viereck  sei  ABCDEF  (Taf.  III.  Fig.  5.);  die 
vier  Dreiecke  desselben  sind  ABFf  ACD,  BCE  und  DEF.  leb 
betrachte  drei  beliebige  unter  ihnen,  etwa  die  drei  ersten.  Die- 
sen drei  Dreiecken  zugleich  gehört  von  den  vier  Seiten  des  voll- 
ständigen Vierecks  nur  ABC  an;  die  Punkte  A,  B%  C  liegen 
also  in  einer  geraden  Linie  und  jeder  ist  Eckpunkt  von  zweien 
der  betrachteten  Dreiecke.  Ich  ziehe  von  jedem  dieser  drei  End- 
punkte in  jedem  seiner  zwei  Dreiecke  die  Höben.  Diese  sechs 
Höhen  sind  je  zwei  einander  parallel  als  Senkrechte  zu  je  einer 
der  drei  anderen  Seiten  des  vollständigen  Vierecks,  und  diese 
drei  Paar  Parallelen  geben  zwölf  Durchschnittspunkte:  drei  der- 
selben sind  ihre  Ausgangspunkte  A,  B,  Ct  die  in  gerader  Linie 
liegen;  drei  sind  die  „Höhendurchschnittspunkte"  der  drei  be- 
trachteten Dreiecke,  nämlich  beziehlich  Z,  Y,  Xs  von  denen  be- 
wiesen werden  soll,  dass  sie  in  gerader  Linie  liegen;  die  sechs 
übrigen  sind  je  drei  und  drei  die  Ecken  zweier  von  den  Huben- 
linien gebildeter  Dreiecke  GHJ  und  GlfftJt.  Ich  betrachte 
eins  dieser  Dreiecke,  etwa  GHJ,  mit  Bezug  auf  die  Punkte  A, 
ß,  C,  die  auf  seinen  Seitenlinien  liegen,  und  dann  mit  Bezug 
auf  die  Punkte  Z,  Y,  X,  die  auch  auf  seinen  Seitenlinien  liegen. 

Nach  dem  Satze  des  Menelaus  ist 

AG.BH.CJ=  AJ.BG.CÜ. 
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ich  setze  aus  den  ersten,  aus  den  zweiten  und  aus  den  dritten 
Factoren  dieser  Producta  drei  Proportionen  an,  um  auf  die  Punkte 
2,  F,  X  fiberzugehen  : 

AG:AJ  =  ZG. ZU, 

BH.BG=  XH.XJ. 

CJ  :CH=  YJ:  YG. 

Da  das  Product  der  ersten  Glieder  dieser  drei  Proportionen  gleich 
dem  der  zweiten  ist,  so  ist  auch  das  Product  der  dritten  Glieder 
gleich  dem  der  vierten,  also: 

ZG.XH.YJ  =  ZH.XJ.YG, 

«oraus  nach  der  Umkehrung  des  Menelaus  folgt,  das«  die  drei 
Punkte  Z,  Y,  X  in  gerader  Linie  liegen. 

Betrachte  ich  noch  die  beiden  ersten  Dreiecke,  ABF  und 
ACD,  zusammen  mit  dem  vierten,  DEF,  dessen  Hohendorch* 
<*bnittspunkt  W  beissen  mag,  indem  ich  dabei  als  Höhenaus- 
gangspunkte die  Punkte  Bt  F,  E  der  diesen  Dreiecken  zugleich 
zugehörigen  Vierecksseite  benutze,  so  ergiebt  sieb,  dass  auch 
Z,  Y  und  W  derselben  geraden  Linie  angeboren. 

Es  liegen  also  alle  vier  Höhendurchschnittspunkte  in  einer 
einzigen  geraden  Linie. 

Der  vorstehende  Beweis  beruht  auf  den  beiden  Theoremen, 
die  an  die  Spitze  der  Lehre  von  den  Transversalen  gestellt  wer- 
den, dem  Satze  des  Menelaus  und  der  Umkehrung  dieses  Satzes. 
Der  Satz  selber  dreht  sich  um  die  einfachsten  Begriffe  und  konnte 
schon  im  geometrischen  Anschauungsunterricht  als  Probe  exaeter 
Zeichnung  dienen.  Für  eine  etwaige  Behandlung  desselben  im 
Unterriebt  —  zu  dem  Zwecke,  unmittelbar  nach  dem  Menelaus 
und  dessen  Umkehrung  eine  Anwendung  folgen  zu  lassen,  die 
den  Nutzen  dieses  Satzes  ins  Licht  stellt,  —  würde  es  geratben 
sein,  den  Beweis  zu  th eilen,  so  das»  der  an  sich  schon  merk- 
würdige Satz,  der  den  Kern  des  Beweises  bildet,  etwa  io  folgen- 
der Fassung  voranginge: 

Durchschneiden  sich  drei  Paar  Parallelen  und  liegen  drei 
Darchschnittspunkte,  die  sämmtlichen  sechs  Linien  angeboren, 
in  gerader  Linie ,  so  liegen  auch  diejenigen  drei  Durchschnitts- 
punkte,  welche  zu  den  ersteren  die  Gegenecken  der  Parallelo- 
gramme bilden,  in  gerader  Linie. 
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Schreiben  det  Herrn  Oberlehrers  v.Hehr  in  Kö nigithe  rg  i.  Pr.  andtn 

UeruiiN^eber 

In  dem  Bd.  45.  Heft  2.  8.  217.  Ihres  Archivs  finde  ich  einen 
Lehrsatz  mitgetheilt,  den  ich  vor  etwa  vier  Jahren  einmal  in  der 
Schule  zum  Beweis  vorgelegt  habe.  Einer  meiner  Schüler 
(Hu lisch,  jetzt  Bauakademiker  in  Berlin)  lieferte  mir  damals 
folgenden  Ben  eis,  den  ich,  weil  er  ganz  geschickt  ist,  mir  notirte 
und  Ihnen  hiermit  zur  Verfügung  stelle. 

Lehrsatz.  Die  Höhen6cbnitt  punkte  der  vier 
Dreiecke,  welche  ein  vollständiges  Vierseit 
darbietet,  liegen  auf  einer  geraden  Linie. 

Der  Beweis  stützt  sich  auf  den  Hilfssatz:  Wenn  P  der 
Höhenschnittpunkt  in  einem  Dreieck  ABC  ist,  so  ist  das  Stuck 
CP  nur  von  dem  Winkel  C  und  der  gegenüberliegenden  Seite 
AB  abhängig,  nemlich  =  AB. cotg  C. 

In  Taf.  III.  Fig.  6.  sei  nun  Px  der  Höhenpunkt  im  Dreieck 
ABC,  P2  im  Dreieck  BEF,  P3  in  ADF  und  P4  in  DCE.  Man 
kann  nun  zunächst  beweisen,  dass  die  Linie  Px  P*  parallel  P3P4 
sein  muss.  Es  sei  nemlich  O  der  Schnittpunkt  der  Höhen  AG  und 
EJ ,  auf  denen  die  Punkte  Px  und  Pt  liegen;  da  nun  offenbar 
OPt  ||  DP4  und  OP2  [|  DP%%  so  bleibt  nur  noch  übrig,  zu  zeigen, 
dass  OPx\OP%  =  DPi\DPz.  Nun  sind  OPx  auf  AB  und  0P%  auf 
BC  unter  gleichen  Winkeln  projicirt  in  JK  und  GH;  dieselben 
Strecken  sind  aber  zugleich  auch  die  Projectionen  von  CE  auf 
AB  und  von  AF  auf  BC  unter  gleichen  Winkeln.  Daher  ist 
schliesslich  OPx :  OP^  =  CExAF.  Andererseits  ist  in  dem  Dreieck 
CDE  nach  dem  oben  angeführten  Hilfssatz  DP4  =  CE.cotgCDE 
und  in  dem  Dreieck  ADF  ebenso  DP3  =  AF. cotg  ADF;  darauf 
folgt  DP4:DPB  =  CEiAF.  Aus  dieser  und  der  vorigen  Propor- 
tion aber  ergibt  sich 

OPx.OP%  =  DP4:DPS. 
Hieraus  folgt,  wie  zu  Anfang  bemerkt  wurde,  dass  PXP2  (|  p9p4.  — 
Da  sich  nun  ganz  eben  so  beweisen  lasst,  dass  PXP9  |j  PtPA  und 
auch  PgP+W         so  müssen  alle  vier  Punkte  auf  derselben  geraden 
Linie  liegen. 


Der  Lehrsatz  von  Herrn  Alessandro  Dorna  Aber  eio  Pa- 
rallelepipedum  findet  seineo  Beweis  in  einer  leicht  auf  der  Hand 
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liegenden  elementaren  Betrachtung  des  Durchschnitts  durch  zwei 
gegenüberliegende  parallele  Kanten.  In  Taf.  III-  Fig.  7.  sind  AB' 
und  A'B  Diagonalen  von  Parallelogrammen,  m  und  nV  ihre  Mitten. 


Der  andere  Lehrsatz  desselben  Mathematikers  über  das  Ver- 
hältnis*, in  welchem  sich  die  drei  durch  einen  Punkt  M  gehenden 
Transversalen  eines  Dreiecks  schneiden: 

AM  _  AE  AF 
DM  ~  CE  +  BF 

lässt  sich  auf  folgende  Art  leicht  geben. 

Betrachtet  man  BE  in  Taf  III.  Fig.  8.  als  eine  Transversale, 
welche  die  Seiten  des  Dreiecks  ACD  in  den  Punkten  E,  B  und 
M  schneidet,  so  gilt  bekanntlich  die  Gleichung: 

DM.  CB .  AE  =  AM  .DB  .CE, 

also: 

AM  _  CB  AE  CD  AE 

DM  ~  DB '  CE  -  (I  +  BIT  m  CE 

_  AE  CD.  AE 
~  CE^  BD  .  CE 

Ausserdem  gilt  bekanntlich  auch  wegen  der  drei  durch  M  gehen- 
den Transversalen  die  Gleichung: 

CD.AE.  BF  =  BD.CE.AF, 

d.  i.: 

CD.  AE .  AF 
BD.CE~~  BF 

Dieses  in  die  vorige  Gleichung  substituirt  gibt  das  Resultat: 

AM  AE  AF 
DM~CE  +  BF 


C.  * 

Heber  verschiedene  geometrische  Sätse. 

Von  Herrn  Oberlehrer  Dr.  Stamm  er  an  der  Realschule  in  Düsseldorf. 

I.  Der  in  Tbl.  XLV.  Nr.  IX.  S.  217.  aufgegebene  Satz  über 
die  Durchschnittspunkte  der  Hohen  der  vier  Dreiecke  eines  voll- 
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ständigen  Vierseits  lässt  sich  auf  ganz  elementarem  Wege  be- 
weisen. 

In  dem  vollständigen  Vierseit  ABCDEF  (Taf.  III.  Fig.  9.) 
betrachten  wir  zunächst  die  drei  Dreiecke  EBC,  ABF,  EAD, 
deren  Höhendurchschnittspunkte  iff,  N,  O  sind. 

Die  beiden  Paraellelen  Act,  Es,  von  den  Transversalen  BF, 
ZJ0  durchschnitten,  liefern  BK:  KM  =  BA:  AE.  Ebenso  ergeben 
die  Parallelen  Bß't  Es'  mit  den  Transversalen  EB,  FA  die  Pro 
portion : 

LA.AO  =  BAxAE. 

Daher  : 

LA.AO  =  BK.KM, 

woraus  folgt,  dass  iVOAf  eine  Gerade  ist,  wenn  man  2VZJ,  Aa, 
NO  als  Strahlen,  von  den  Parallelen  LO,  BM  durchschnitten, 
ansiebt.  Auf  derselben  Geraden  liegt  natürlich  auch  der  vierte 
Durchschnittspunkt. 

II.  Der  Satz  vom  Parallelepiped,  dass  nämlich,  wenn  A  nod 
A'  zwei  gegenüberliegende  Ecken  und  AB,  AC,  AD  und  ÄB', 
A'C,  A'D'  die  in  denselben  zusammenstossenden  Kanten  siod, 
die  Diagonale  AA'  von  den  Ebenen  BCD  und  &  C  D'  in  drei 
und  von  den  Schwerpunkten  der  beiden  abgeschnittenen  Tetraeder 
des  Parallelepipeds  in  vier  gleiche  Tbeile  getheilt  wird:  ergiebt 
sich  sogleich  aus  der  Betrachtung  der  Diagonalebene  ABA'B, 
welche  alle  genannten  Thcilpunkte  enthält. 

III.  Der  einfachste  Beweis  der  Umkehrung  des  P toi era ti- 
schen Lehrsatzes,  der  sich  ganz  an  den  gewöhnlichen  Beweift 
des  ursprünglichen  Satzes  anschliesst,  dürfte  der  folgende  sein. 

In  Taf.  III.  Fig.  10.  macht  man  jCCBE  =  ^ABD  (wie  beim 
directen  Satz)  und  Z.BCE  =  Z>BDA  (welche  im  Kreisviereck 
gleich  sind).    Daher  Dreieck  DCE  oc  Dreieck  ADB,  folglich: 

BC:  BE  =5  BD:  BA,  (1) 

BC:CE=  BD:  AD  (2) 

Schreibt  man  die  erste  dieser  Proportionen  BC: BD=  BE.BA 
ond  bedenkt,  dass  auch  ^DBC=  Z.ABE,  so  folgt,  dass  Drei- 
eck DBC  co  Dreieck  ABE,  mitbin  DC.BD  =  AE:AB.  Aus 
dieser  und  der  Proportion  (2)  folgt  weiter: 

DC.  AB\ BC*  AD  =  BD. {AE  +  CE) , 

welche  Gleichung,  mit  der  Annahme  verglichen,  lehrt,  dass  £  auf 
AC  liegt,  wodurch  der  Satz  bewiesen  ist. 
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IV.  Die  Transversalen  des  Tetraeders  und  Sätze 
über  die  Transversalen  im  Viereck. 

Ich  beseicbne  die  Ecken  des  Tetraeders  mit  A,  B,  C,  D, 
die  auf  den  gegenüberliegenden  Ebenen  beGndlichen  Fasspunkte 
Her  Transversalen  mit  et,  ß,  y,  d,  und  endlich  die  Theilpunkte  der 
Kanten  AB,  AC,  BCf  u.  s.  w.  mit  (ab),  (ac),  (bc),  u.  s.  w. 

Betrachtet  man  jede  der  vier  Ecktransversalen  als  gemeinschaft- 
liche l.'urcbschnittslinie  von  drei  Ebenen,  welche  durch  die  in 
der  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  gelegt  sind,  so  erkennt 
man  zunächst,  dass  die  Spuren  von  je  drei  zusammengehörigen 
Ebenen  auf  der  der  Ecke  gegenüberliegenden  Tetraedertläche  die 
drei  in  Einem  Punkte  sich  schneidenden  Eck  transversalen  des 
Dreiecks  sind.  Ein  System  von  vier  in  einem  Punkte  sich  schnei- 
denden Ecktransversalen  des  Tetraeders  erhält  man  demnach, 
wenn  man  durch  einen  Punkt  im  Räume  und  die  Kanten  des 
Tetraeders  die  sechs  Ebenen  legt.  Als  allgemeinste  Bedingung 
für  die  Transversalen  kann  man  daher  die  folgende  aufstellen: 

Die  vier  D urchsebnittspunkte  «,  ß,  y,  ö  der 
Ecktransversalen  des  Tetraeders  mit  den  ge- 
genüberliegenden Ebenen  müssen  so  beschaf- 
fen sein,  dass  die  in  diesen  Ebenen  durch  die 
Punkte  gezogenen  Ecktransversalen  der  Drei- 
ecke die  Kanten  des  Tetraeders  zu  je  zweien 
in  denselben  Punkten  (ab),  (ac)  u.  s.  w.  treffen. 

Durch  den  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  der  Te- 
traedertransversalen gehen  auch  die  drei  Geraden,  welche  die 
Theilpunkte  von  je  zwei  gegenüberliegenden  Kanten  verbinden. 
Von  den  sechs  Theilpunkten  sind  drei  willkürlich,  welche  aber 
weder  auf  den  Seiten  derselben  Fläche,  noch  auf  den  Kanten 
derselben  Ecke  liegen  dürfen.  Die  anderen  erhält  man  durch 
Construction  oder  mit  Hülfe  der  bekannten  Gleichung  för  die 
Transversalen  des  Dreiecks. 

Einen  besondern  Fall  bildet  das  Tetraeder,  in  welchem  die 
gegenüberliegenden  Kanten  senkrecht  auf  einander  stehen,  und 
welches  man  dadurch  erhält,  dass  man  die  vierte  Fläche  senk- 
recht auf  die  Durcbschnittsltnie  der  Ebenen  legt,  die  durch  die 
drei  Kanten  der  gegenüberliegenden  Ecke  senkrecht  auf  deren 
Seiten  gelegt  sind.  Der  schon  von  Heis  in  seiner  Stereometrie 
and  in  diesem  Archiv  (Tbeil  XXXI.  Seite  42.)  bewiesene  Satz, 
dass  die  Hohen  eines  solchen  Tetraeders  sich  in  Einem  Punkte 
schoeiden,  ist  ein  besonderer  Fall  des  obigen  allgemeinen  Satzes. 
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Es  folgt  aber  daraus  auch,  dass  in  diesem  Tetraeder  sieb  die 
Linien  der  kürzesten  Entfernungen  der  gegenüberliegenden  Kan- 
ten in  Einem  Punkte  schneiden. 

Betrachtet  man  die  Projektion  des  Tetraeders  als  eine  ebene 
Figur,  so  gelten  für  dieselbe  die  fiir's  Tetraeder  bewiesenen  pro- 
jektivlschen  Eigenschalten.  Die  Ecken  des  Tetraeders  sind  jeUt 
die  Ecken  eines  vollständigen  Vierecks  (nach  Steiner,  zum 
Unterschied  von  Vierseit),  die  Kanten  sind  die  sechs  Seiten 
des  Vierecks  u.  s.  w.  Die  Sätze  heissen  jetzt:  Zieht  man  in 
einem  der  vier  Dreiecke,  «  eiche  zu  Ecken  je  drei  der  Ecken  de» 
vollständigen  Vierseit»  haben,  zwei  beliebige  Et  ktransversalen  und 
in  einem  anderen  Ircieck  eine  Ecktransversale,  so  erhält  man  für 
alle  vier  Dreiecke  je  ein  System  von  drei  sich  in  Einem  Punkte 
schneidenden  Ecktransversalen  der  Art,  dass  jede  der  sechs 
Seiten  des  Vierecks  von  je  zwei  Transversalen  in  demselben 
Punkte  getroffen  wird  (auch  direkt  zu  beweisen).  Die  vier  Ge 
raden,  von  welchen  jede  den  Durchschnittspunkt  der  Transver 
salen  eines  Dreiecks  mit  dem  vierten  Eckpunkt  des  Vierecks 
verbindet,  schneiden  sich  in  Einem  Punkte.  Durch  denselben 
Punkt  gehen  auch  die  Geraden,  welche  die  Theilpunkte  von  je 
zwei  gegenüberliegenden  Seiten  des  Vierecks  verbinden. 

Ein  besonderer  Fall  des  letzten  Satzes  ist  der  bekannte  Lehr- 
satz, dass  sich  die  Verbindungslinien  der  Mitten  der  gegenüber- 
liegenden Seiten  eines  gewöhnlichen  Vierecks  und  der  Mitten 
der  Diagonalen  in  Einem  Punkte  schneiden. 

Vermöge  des  Prinzips  der  Dualität  erhält  man  fiirs  voll 
ständige  Vierseit  folgenden  Satz:  Nimmt  man  auf  zwei  Seiten 
eines  der  vier  Dreiecke,  welche  von  je  drei  Seiten  des  Vierseit? 
gebildet  werden,  zwei  beliebige  Punkte  an  und  legt  durch  die- 
selben eine  Gerade,  so  bestimmt  diese  auf  der  dritten  Seite  einen 
neuen  Punkt.  Die  Geraden,  welche  diese  Punkte  mit  den  Gegen- 
ecken  verbinden,  bestimmen  auf  den  anderen  gegenüberliegenden 
Seiten  neue  Punkte,  durch  welche  wieder,  wenn  noch  ein  Punkt 
beliebig  angenommen  worden,  drei  neue  Transversalen  bestimmt 
werden.  Auf  diese  Weise  erhält  man  vier  Dreieckstransversalen 
der  Art,  dass  jede  der  sechs  Ecken  des  Vierseits  mit  zwei  Theil 
punkten  auf  einer  Geraden  liegt.  Dann  liegen  die  vier  Punkte, 
von  welchen  jeder  der  Durchschnitt  einer  Vierecksseite  mit  der 
Transversale  des  nicht  zu  der  Seite  gehörigen  Dreiecks  ist,  » 
einer  Geraden,  auf  welcher  sich  auch  die  sechs  durch  die  Ecken 
gehenden  Geraden  zu  je  zwei  schneiden. 

Diese  Sfttie  sind  natürlich  nicht  die  allgemeinsten,  die  mth 
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über  da«  Viereck  und  das  Vierseit  aufstellen  lassen,  wie  schon 
ihre  Herlcitung  ergiebt,  insofern  der  Durchschnittspunkt  zweier 
Geraden  in  der  Ebene  nicht  nothwendig  die  Projektion  des 
Uarchschnittspunktes  im  Räume  der  projicirten  Geraden  ist. 


Benirrknn^  über  die  Berechnung  des  Flächeninhalts  geradliniger 

Figuren  durch  Trapez la. 

Von  dem  II  e  r  a  n«  g  e  l>  e  r. 

4 

Vielleicht  mögen  die  folgenden  einfachen  Bemerkungen  über 
die  bei  geodätischen  Rechnungen  so  oft  vorkommende  Berechnung 
des  FlScheninhalts  geradliniger  Figuren  durch  Trapezia  nicht  ganz 
ohne  Interesse  sein. 

In  Taf.  III.  Fig.  II.  seien  AA  nnd  BB'  auf  verschiedenen 
Seiten  von  AB  auf  dieser  Geraden  senkrecht,  und  hierauf  werde 
A'ff  gezogen.    Dann  ist: 

2(A  ACA  —  A  BCB')  =  AA .AC—  BB'.  BC; 

Aar  • 

AA.BB'  =  AC.BC 

oder: 

AA'.BC  =  BB'.AC, 

also: 

%\ACA9— &BCB')  =  AA'.AC  +  AA'.BC—BB'.AC—B&.BC 

=  AA.(AC\  BC)-  BB'.(AC  I  BC) 
=  (AA-BB){AC+BC), 

und  folglich : 

1)  .  .  .    2(&ACA-\BCB')  =  (AA—BB').AB, 
oder: 

2)  .  .  .  .  2(/\BCB'-±ACA)  =  (BB'-AA).AB. 
In  Taf.  III.  Fig.  12.  ist  oun,  wenn  durch  die  Figur 

aöcdefaßydt, 

deren  Flächeninhalt  wir  durch  F  bezeichnen  wollen,  die  beliebige 
Axe  MN  gelegt  ist,  und  von  den  Ecken  der  Figur  auf  dieselbe  wie 
gewöhnlich  Perpendikel  gefällt  worden  sind: 


j 
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2F=    (aa'+bb').n'b'  +  (aaf  +  ßß') .  «^ 

+  (66'  +  cc') .  b'c'  +  (#3'  +  y/) .  ßy 

+  (cc'  +  ddf) .  c'<T  +  (y/  +  <W') .  y'd' 

+         ee') .  dV  +  («'  +  f  t') .  d'f ' 

+  2  ( A  amo'  —  ^  omef')  +  2  ( A n» '  —  £  fnf), 
also  nach  1)  oder  2): 

3).  .  .  .2F  =    (aJ+bb^.a'b'  +{aa'+ ßß')  .a'ß' 

+  (66'+cc').6V  +(ftS'+J7')./3Y 
+  (cc' + dd'y.  c'd'  -f  (y/  +  W) .  /o" 
+  (*</'+ ec'MV  +  (W  +  te*) .  <J V 
+  (ee'  +  /7')eY' 

+  (ao#  -  ««') .  «v  +  («'— /jT) .  «y. 

Man  sieht  hieraus  deutlich,  wie  man  in  solchen  Fällen  tri« 
der  obige  zu  rechnen  hat;  auf  weitere  Erörterungen  über  vor- 
stehende Formel  und  Verallgemeinerungen  derselben  mittelst 
des  Positiven  und  Negativen  wollen  wir  uns  nicht  einlassen ,  da 
das  Obige  für  die  Praxis  vollständig  genügt. 


Zar  geometrischen  Constrnction  der  vierten  und  der  mittleren 

Proportionale. 

Von  Herrn  Dr.  K.  Weihrauch  in  Arentburg  anf  der  Intel  Oesel 

in  Livland. 

Die  gewöhnlichen  Losungen  der  Aufgabe,  zu  drei  gegebenen 
Linien  die  vierte,  zu  zwei  gegebenen  die  mittlere  Proportionale 
zu  finden,  für  erstere  durch  Auftragen  der  Linien  auf  die  Schen- 
kel eines  beliebigen  Winkels  und  Parallelenziehen,  für  letztere 
durch  Construction  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  stehen  in  keinem 
Zusammenhange.  In  didaktischer  Hinsicht  muss  es  angenehm 
sein,  eine  Lösung  angeben  zu  können,  die  beide  Fälle  umfasst. 

Sei  abc  (Taf.  III.  Fig.  13.)  ein  Dreieck,  in  dem  die  Hohe  6e 
gezogen  ist.   Ein  Beweis  des  Satzes,  dass  die  drei  Höhen  sich 
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in  einem  Punkte  schneiden ,  besteht  bekanntlich  darin ,  dass  die 

Grösse  der  Abschnitte  eo,  welche  durch  die  zweite  und  die  dritte 

Hube  ad  und  cf  auf  be  hervorgebracht  werden,  sich  beide  Male 

ae.ec 
=  ergibt. 

Sind  also  die  Linien  m,  n,  p  gegeben,  so  trage  man  an  einen 
Endpunkt  von  n  die  Linie  p  als  Verlängerung,  die  Linie  m  als 
Nonnale  auf  t>+n,  verbinde  die  Endpunkte  und  siehe  im  entstande- 
nen Dreieck  eine  zweite  Höhe;  der  untere  Abschnitt  x  auf  der 
ersten  Hohe  ist  dann  die  gesuchte  vierte  Proportionale  zu  m,  it,  p. 
(Taf.  III.  Fig.  14.  und  Fig.  15  ). 


Fallt  der  Punkt  ©  (Taf.  III.  Fig.  13.)  mit  6  zusammen,  wie 
es  beim  rechtwinkligen  Drajeck  geschieht,  so  wird  m  =  x;  der 
Ort  des  Scheitels  wird  durch  einen  Halbkreis  über  n+p  bestimmt, 
and  man  erfährt  die  Grosse  von  m  und  x  durch  eine  aus  dem  n 
and  p  gemeinsamen  Punkte  gezogene  Normale,  was  eine  der  be- 
uonteo  Constructionen  für  die  mittlere  Proportionale  ist.  Auch 
die  andere,  vermittelst  der  Kathete  und  des  anliegenden  Ab* 
»chnittes,  erlaubt  einen  ähnlichen  Zusammenhang  nachzuweisen, 
lo  Taf.  III.  Fig.  13.  ist  abiac  =  aeiaf,  was  für  die  vierte  Propor- 
tionale abermals  eine  leichte  Construction  an  die  Hand  gibt;  fallt  f 
mit  b  zusammen,  wie  beim  rechtwinkligen  Dreieck,  so  kommt  die 
:enanote  zweite  Lösung  zum  Vorschein. 


lieber  einen  Sati  von  der  lyperbel. 

Von  dem  Heransgeber. 

So  viel  ich  weiss,  hat  Briaochon  den  Satz  gefunden, 
das*  der  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  der 
drei  Hohen  eines  in  eine  gleichseitige  Hyperbel  be- 
schriebenen Dreiecks  jederzeit  ein  Punkt  derselben 
Hyperbel  ist  Analytisch  lasst  sich  dieser  Satz,  der  nach 
meiner  Meinung  zweckmässig  als  Uebung  in  der  Theorie  der 
Kegelschnitte  und  der  analytischen  Geometrie  benutzt  werden 
kann,  ohne  Schwierigkeit  auf  folgende  Art  beweisen,  wobei  es 
mir  nicht  darauf  ankommt,  wenn  die  folgende,  jedenfalls  weniger 
bekanote  Darstellung,  schon  anderwärts  gegeben  sein  sollte,  was 

Tkeil  XLVL  2  i 
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ich  nicht  weiss,  und  auch  in  diesem  Augenblicke  nicht  weiter 
untersuchen  mag. 

Wir  legen  die  beiden  auf  einander  senkrecht  stehenden 
Asymptoten  der  gleichseitigen  Hyperbel  als  Azen  eines  recht- 
winkligen Coordinatensystems  der  xy  zu  Grunde;  dann  ist,  wenn 
wir  die  sogenannte  Potenz  der  Hyperbel  durch  öa  bezeichnen, 
die  Gleichung  derselben: 

xy  =  ö* 


Ein  beliebiges  in  die  Hyperbel  beschriebenes  Dreieck  sei 
A0AXA%,  und  die  Coordinaten  seiner  Ecken  A0t  Alt*iz  seien  be- 
ziehungsweise x0,y0;  xXtyx;  ar2,       so  ist: 

x0y0  =  5«,   xx  yx  =  5»    x%yt  =  ö». 

Die  Gleichungen  der  Seiten  A0At  und  AXA2  sind: 

also  sind  die  Gleichungen  der  von  A0  auf  Ax  A%  und  von  Ax  aof 
A0d*  gefällten  Perpendikel: 


 X%t  V 


und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  müssen  x,  y  bestimmt  werden, 
um  den  HChendurcbschnitt  (xy)  zu  finden.   Nun  ist  aber  : 

Sfo  = 

und: 


5* 

G)2 

**  =  Ff 

=   t 

7o' 

also  nach  dem  Obigen: 


#0  "^a 


5» 
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and: 

Wir  haben  also  die  Gleichungen: 

XtX%  .  XnXm 

y-yo  =  -&~(*-*o)>  y-yi  =  -öaH*-*i) 

und  : 

aus  denen  man  durch  Subtractioo  die  Gleichungen: 


roiglich 


y*y_    ü  . 


^0^1       =  —  Ö4,   y0yx  y%y  =  —  5* 

erhält,  welche  Gleichungen  an  sich  bemerkenswert  sind.  Durch 
Maltiplication  ergiebt  sich: 

nach  dem  Obigen: 

to*v*<S*xy  =  ööxy  =  ö«, 


folglich : 


xy  =  Ii* 


so  das«  also  der  Punkt  Ory),  nämlich  der  gemeinschaftliche 
Durchscbnittspunkt  der  drei  Huben  des  in  die  Hyperbel  beschrie- 
benen Dreiecks  A0AxA%t  ein  Punkt  derselben  Hyperbel  ist, 
wie  behauptet  wurde. 
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Einige  Bemerkungen  über  das  von  de»,  von  den  Spitien  eines  Drei- 
ecks nach  den  flittelpnnkten  der  Gegenseiten  gesogenen  Transversales 

als  Seiten  gebildete  Dreieck. 

Von  dein  Herausgeber. 

Das  von  deo  Transversalen,  welche  die  Spitzen  A,  B,  C 
eines  Dreiecks  ABC  mit  den  Mittelpunkten  der  Gegenseiten 
o,  6,  c  verbinden,  die  beziehungsweise  durch  a,  ß,  y  bezeichnet 
werden  mögen,  gebildete  Dreieck  ist  schon  oft  betrachtet  wor- 
den, auch  von  mir  selbst  analytisch  und  rein  geometrisch  in 
meinen  Supplementen  zum  mathematischen  Wörter- 
buche. Tbl.  I.  S.  704.  Die  in  dem  trefflieben  Giornale  di 
Matematiche,  pubblicato  per  cura  del  Professore 
G.  Battaglini.  Anno  IV.  Settembre  e  Ottobre  1866. 
p.  293.  vorgelegte  „Questione:  Essendo  dato  un  triangolo 
ABC,  st  formi  colle  mediane  un  secondo  triangolo,  dimostrare: 
che  l'area  del  triangolo,  che  ha  per  lati  le  mediane,  ba  un  rap- 
porto  costante  col l'area  del  triangolo  ABC»  (Mogni). "  veran- 
lasste mich  zu  einigen  neuen  gelegentlichen  Betrachtungen  über 
diesen  Gegenstand,  von  denen  ich  nachstehend  das  Wesentliche 
mittheilen  werde,  weil  der  eine  oder  andere  Ausdruck  vielleicht 
nicht  ganz  ohne  Interesse  sein  dürfte,  oder  zu  Uebungen  für 
Schuler  benutzt  werden  könnte.  Alle  im  Folgenden  in  Anwen- 
dung gebrachten  Formeln  findet  man  in  meiner  Abhandlung  Thetl 
XXXVI.  Nr.  XVIII.,  auf  welche  daher  hier  ein  für  alle  Mal  ver- 
wiesen wird ;  auch  werden  hier  ganz  dieselben  Zeichen  gebraucht 
wie  dort  und  ganz  das  nämliche  Cnordinatensystem  zu  Grunde 
gelegt,  worüber  daher  hier  nichts  weiter  zu  sagen  ist. 

Die  Coordinaten  von  C  sind: 

2  R  cos  A  sin  B ,    2Ä  sin  AsinB; 

die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Seite  AB  oder  c  sind: 

RamC,  0; 

also  ist: 

y»  =  Ä1(2cos^sinÄ-8inC)*  +  4Ä»sin^«sinÄ«, 
woraus  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

A  +  B+C=\W> 

ist,  leicht  findet: 


Digitized  by  Google 


Wscelten.  341 

y*  =  Ä*(sin  C*  +  4 sin  ^  sin    cos  C). 
Also  ist  überhaupt: 

L«*r=  Ä*(6ini4«  +  4cosilsinÄ8inC)f 

1)  .  .  .      |  0*=  /2*(sin#*  +  4siD^co8ÄsinC), 

(  y«  =  Ä*(sinC*  +  48in^8inÄcosC). 
Bekanntlich  ist: 

cos  4  sin  #  sin  C  +  ein  yl  cos  2?  sin  C  -f  sin  .<4  sin/?  cos  C 
=  *(sin4*  +  sin#*  +  sinC*), 

also  nach  I): 

2)  .  .  .    a*  +  |5«+y*  =  3Ä«(8inJHsm^  +  sinC»), 

oder: 

3)  «»+0*+y* 

=  6/?2(cos /J  sintfsinC+sin^cos/fsin  C-f  sin  Aa\o  BcobC). 
Bekanntlich  ist: 

liso : 

o*  +  6a  +  ca 
sin  ^«  +  sin     +  sin  C»  =      4/gi  * 

folglich  nach  2): 

Aas  1)  erhält  man  mittelst  der  leicht  zu  beweisenden  Relation: 
sin  <LA  +  sin  W  +  sin  2C  =  4  sin  4  sin  B  sin  C 
ohne  Schwierigkeit: 
5)  a4*?4*/4 

=  sin  44  +  sin  B4  +  sin  C4  +  16sin  ^*sio  B*sin  C2 

+ 16  cos  ^»sio  B*sin  C* 
+  16sini4'co8£*sinC» 
+  lGsin^sin^cosC* ; 

weil  nun  nach  2) 
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ist,  so  ist: 

=  7  (sin  A* + sin  ß*  +  sin  C4)  +  2  sin  .4*  sin  £f*  (9    16  cos  C*) 

+  2 sin  ß*sin  C*(9— 10 cos  A*) 
+  2sin  C28in^*(9—  16cos  B*) 
— 32sin^*sinJ3*sinC« 

Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  aus  den  Transversalen  er,  ß%  y 
als  Seiten  construirten  Dreiecks  durch  At  so  ist  bekanntlich : 

16z/«  =  2a*  ß*  +  2/S*y*  +  2y*a*  —  a4— 04— y«, 

also: 

16^/2  =      +     +  y«)»-2(o*  +  /J4  +  f), 
folglich  nach  der  obigen  Gleichung: 

6) 

=  7(sin  A*  +  sin     +  sin  C4)  +  2sin  ^*sin^»(9- 16  cos  C*) 

+  2sin£»sinC*(9— 16  cosA*) 
+  2  sin  C»sin  4*  (9  - 16  cos  B*) 
-32sinJ»sin^sinC«. 

Setzt  man  aber  in  dieser  Formel 

cos  C»  =  1  —sin  C1 ,  cos  ^a  =  1  —sin  A*,  cos  =  1  —  sio  C* ; 
so  wird  dieselbe,  wie  man  sogleich  übersieht: 

7)  

=7(sin^Hsin£4+sin  C4-28in^*sinß«-2sini?«8inC»-28inC«siD^* 

+  64sin^»sinÄ*sinC*, 

also,  weil 

•'n^Ä2ß»    sini?=^,  8inC=~ 

ist: 

16zJ»  _ 7(qH6H c*-2a*P - 26«c» - 2cV)  a  A.  .  Ä  .  M  .  _ 
^T  —  +  64sin4*sini?*sUi  C* 

Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  gegebenen  Dreiecks  ABC  durch 
D,  so  ist  bekanntlich: 

16/)*  =  2a*6»  +  26*c*-r2c*a*— c4-^4-«* 
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Und  D  =  2Ä*sin^sin  Z?sin  C; 

also  ist  oach  obiger  Gleichung; 

folglich :  % 
oder: 

J  3 

8)  4J  =  3D,  ^  =  |J 

wie  bekannt 

Nach  4)  ist  also: 

g»  +  ft*  -f  y1 

^)  B-a*  +  6*  +  c»' 

Weil 

cos  A  =   •    sinß^^B,  8lnC-2B 

ist-  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

2(6» +  c*)  —  «» 
sin  i4*  +  4 cos  J sin  B sin  C  =  Jy^  » 

also  nach  I): 

2(6»+e«)-o»     ^     2(c«+fl«)-6>      T     2(o»+6»)  -  c\ 

a*  ==   j  »     P   —  4  9    *  "~  4 

wie  bekannt. 

Bezeichnet  man  die  den  Seiten  «,  0,  y  des  von  den  Trans- 
versalen gebildeten  Dreiecks  gegenüberstehenden  Winkel  dieses 
Dreiecks  durch  ü,  15,        so  ist: 

und  folglich  nach  10),  wie  man  leicht  findet: 

 5«*— (6«  +  c1)  

008  *  ~~  2  VTi(?+S*FÄ*»5(iH«  -  Ol' 

11)....  ^  cos B  -  2 ^ 2 (a,+Ä>)-ci j { 2 (0»+cs) - o» |' 

 5c1— +  6») 

C0§€     2  VTWiT^,)^Tt2(c»+a«)-6«r  ^ 


Digitized 


344  Miscetlen. 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  um  das  von  den  Trans- 
versalen gebildete  Dreieck  beschriebenen  Kreises  durch  B,  so  ist: 

aa  =  4H9sin  SP  =  R*(8inA*  +  4  cos  A  sin  j?  sin  C) , 
(P  =  4Ha sin  =  Ä*(sin  Ä»+ 4  sin ^ cos  B  sin  C) , 
y»  =  4B»sin     =  Ä*(sin  C*+4  sin    sin    cos  C) ; 

und  da  nun 

^  =  2Ha  sin  Jt  sin  £  sin  <£ , 
Z>  =  2ß9sin  A  sin  B  sin  C, 
4J  =  3D 

ist;  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

12) 

R  6  sin  A  sin  B  sin  C 


»        yT  j  (8i, 


(sin  ^H4  cos  A  sin    sin  C)  (sin ZP+4 sin ^  costf si n  C)  j 

X  (sin  C*  +  4sin  ^ sin  B  cos  C)  1 

o-der  nach  dem  Obigen: 

13) 

R  6o6c  

»      V 1 2(6«" +  c»)  -  o«  H  2 (c*  +  a«) -6* } {2 (a* +  6»)  — ~c*| " 

Weil  nun  nach  dem  Obigen: 

,  M     R  \T sin  A*  +  4  cos  ^  sin  tfsin  C 
sinÄ  =  ^  g  

Ä  V2(6«  +  c«)-q« 
=  H  4Ä  

ist,  so  ist  nach  13): 

3o6c 


sinil  = 


14)....  <s»n»  = 


sin£  = 


2/?^  |2(c2+o1)— 62}{2(aH64)-c*| ' 

2äV  |2(«H6»)— c*U2(6Hc*)-ä»l ' 
3o6e 


2R^  (2(6Hc*)— <**}  {2(c*+a*)-6*l ' 
oder,  weil  bekanntlich 


ist: 


AR~U 


Digitized  by  Google 


sinü  = 


15)....  <  sio»  = 


Mlscellen.  345 

 6D  

V"f2  (c*+S«)  -  6* }  1 2(a« + ^pPl ' 

 6/^  

6/) 


sin  (£  =  -  _  .  -      -  — 

V\  2(6*  +  c»)  -  a»)  |2(cH  «*)  -  J 

Nach  15)  und  11)  ist: 

12Z) 

tan&*  =  öS^(PTc*)' 

l6) ^tang^=g6a_(ca— a), 

_        12Z>  . 
tangt  —  5c*_  (a«  +  6«)% 

mit  wir  diese  Bemerkungeif  schliessen  wollen. 


Bemerkungen  für  elementaren  Berechnung  des  kreisomfangs 

Von  dem  Herausgeber. 

Der  nächste  Zweck  der  folgenden  Bemerkungen  ist :  eine  An- 
*endung  des  Binomialtheoreius  zu  zeigen,  die  vielleicht  bei'm 
Unterrichte  nützliche  Verwendung  finden  kann. 

Den  Halbmesser  des  Kreises  wollen  wir  durch  R  bezeichnen; 
die  Seite  und  den  Umfang  eines  In  den  Kreis  beschriebenen  regu- 
lären itecks  bezeichnen  wir  durch  su  und  uUt  und  die  Seite  und 
den  Umfang  eines  um  den  Kreis  beschriebenen  regulären  tiecks 
durch  Sn  und  17»;  der  sogenannte  kleine  Halbmesser  des  in  den 
kreis  beschriebenen  regulären  itecks  werde  durch  rn  bezeichnet. 

Aas  der  leicht  durch  sich  selbst  verständlichen  Figur  Taf.  VII. 
Fig.  6.  erhellet  sogleich  die  Richtigkeit  der  folgenden  Proportion : 

uod  weil  augenscheinlich  die  Dreiecke  CAE  und  AOB  einander 
ibolicb  sind,  so  ist: 

iS,-,S2n:iSa«=  Su-St*:Sim  =  R:rn; 
iUo  ist  wenn  man  dies  mit  der  vorhergehenden  Proportion  vergleicht : 
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Sn'Sn  =  «Sn —  Sin  ■ 

folglich : 

woraus  sich  die  Gleichung: 
ergiebt;  weil  nun  aber: 

ist,  so  ist: 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  DEF  und  ABD  folgt 
ferner : 

i&n:i«2«  =  Stn :  ton  = 

also: 

3)  2fs»*  =  *..&.; 

und  folglich  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher,  well         ^  «st. 

4)  u»o*  =  Un  ta». 

Setzen  wir  nun : 

5)  ^ö^.' 

so  ist: 

folglich  nach  2): 

Utn  =  Un(l+ qn), 

also  nach  4): 

so  dass  wir  jetzt  die  folgenden  Formeln  haben : 

6)  .   .   .   .    U*n  =  U«\f  \  +(jH,     U%»  =  U«(l+qu); 

oder  auch: 

7)  .  .  .  .  Utn^UnSHTq»,    C7*,  =  IH«  V  1  +  O«. 
In  ähnlicher  Bezeichnung  wie  oben  ist: 
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also  offenbar  nach  7): 

Wenn  man  nun  bei  der  annähernden  Berechnung  des  Kreis- 
umfan^s  von  den  Umfangen  u»  und  Un  der  inneren  und  äusseren 
regulären  necke  ausgeht,  so  kann  man  die  Rechnung  auf  ver- 
schiedene Arten  anordnen,  etwa  auf  folgende  Art: 

») 

_  Vn-Uu 
9n-  Vn  +  Un* 

W2w  =  ti«VTT9»,  tf*.  =  «,(!+?•); 

_  üln  —  U2n  Uln—Un 

i<4«  =  «1.^1+^,   l/4-=«*«(l  +  V«-); 

  t^  —  U4n       f/4«  —  Hg« 

~  6/4»  +  «4-       «4«  +  «*n  ' 

«is«  =  «m  VTfyä«,    #1««  =  «8,(1  +  gBn) ; 

U.  8.  W. 

Man  braucht  aber  bloss  den  Umfang  tt,  des  inneren  necks 
in  Grande  zu  legen,  weil  sich  daraus  üm  berechnen  lässt.  Es 
ist  nämlich  offenbar : 

Snsn=R:rn>  also  auch   Un  Un=Rir»; 

nun  ist  aber: 


folglich 
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also: 

10)  p.  = 

Vi-  "* 

und  nenn  man.  wie  es  bei  allen  diesen  Rechnungen  bekanntlich 
das  Vortheilbafteste  ist,  Ä=l  setzt: 

11)  .  .  .  ü.  =  -r  =   r  "' 

V^-Gö  V^' -£><»+£> 

Weil  die  halbe  Seite  eines  jeden  in  den  Kreis  beschriebenen 
regulären  Vielecks  offenbar  kleiner  als  der  Halbmesser  ist,  so  ist 

*•?<>•  £<«.  Gö'<" 

und  weil  non  nach  Vorstehendem: 

°— .{'-(£)"!"' 

ist,  so  kann  man  sich  bei  der  Berechnung  von  17«  aus  v«  zweck- 
mässig des  Binomialtheorems  bedienen,  wodurch  man  in  der  be 
kannten  Bezeichnung  der  Bioomialcoefficienten   den  folgenden 
Ausdruck  erhält: 

Vn  =  Un  1 1  -  (-*),  •  +  (-  tk •  -  < *  *)»  •  +   -  * 

Nun  ist  aber  bekanntlich: 

(-*).  =  H2  -+2.4' 

— — 1 .  —  ^ — 2  _  1.3.5 
(—^3  =  TO  ~  2.4.6* 

(—*>«  —  "1.2.3.4  +2.4.6.8' 

u.  s.  w. , 

also: 


12)  ...  ^  =  ^l+4  ^ny  +  o-(s)4 


.  1.3.5  /««V 
+  2.4.6  VW 


1.3.5.7  /SV 
+  2.4.6.8  V2fi/ 

+ 
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Wenn  man  die  vorstehende  convergirende  Reihe  bei  einem 
gewissen  Gliede  abbricht,  also  etwa: 


.3)  B.-*.i+».(g),+f!l-G04 


^  2.4.6  AW 

I 

1 

U.  8.  W. 


1.3.5.7  /HnV 

2.4.6.8*  VW 


1.3.5. 7.... (2*-l) 
+    2.4.6.8...:^  vw 


setzt,  so  kann  man  den  Fehler,  welchen  man  bei  der  Bestini. 
mang  von  Un  begeht,  auf  folgende  Art  beurtheilen.  Es  ist  offen- 
bar die  Summe  der  auf  das  letzte  Glied  der  eingeklammerten 
Reibe  folgeoden  Glieder: 

1.3.5...« (2* +  1)  A»Y*+2  1.3.5....(2*+3)  /«^\*ir+4 
2.4.6....(2A  +  2)  \2nJ       +  2.4.6.... (2A  +  4) * \2nJ  ,A 

1.3.5....(2&  +  5)  /wA 
+  2.4.6....(2A  +  6j  \2«/ 

+  

Hfi/    nw  +W 

folglich  kleiner  als : 

©"*•'■♦©'+©♦©♦-'■ 

»l*o,  wie  aus  der  elementaren  Lehre  von  den  geometrischen 
Reihen  bekannt  ist,  kleiner  als : 

OST 
-©*' 

und  der  Fehler,  welchen  man  begeht,  wenn  man  V%  mittelst 
der  Formel  13)  bestimmt,  ist  also  immer  kleiner  als: 

Un\tk+* 


© 

-©" 
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üass  dieser  Fehler  in's  Unendliche  abnimmt,  wenn  k  ins  Cn- 
endliche  wächst,  ist  klar,  weil  ^t;  natürlich  sind  u%  und 

^  hier  als  constante  Grossen  zu  betrachten,  indem  man  nor  k 

sich  verändern  Ifisst. 

Bei  der  Rechnung  nach  den  Formeln  9)  ist  vorzuglich  die 
Berechnung  der  Quadratwurzeln: 

VlToT,    Vl  +  02*,    Vl+04».    Vi  +  9»«.— 
lästig,  weshalb  man  sich  bei  dieser  Berechnung  auch  wieder 
zweckmässig  des  Binomialtheorems  bedienen  wird,  wie  wir  jetzt 
fär  die  erste  dieser  Quadratwurzeln  zeigen  wollen.    Weil  nach 
5)  offenbar  qn  <  1  ist,  so  ist  nach  dem  Binomialtheorem : 

VlT^  =  (1  +  q.)\  =  1  +  (4),  o. + Hh  *«*  +  (Da     + .... 

und  folglich ,  weil : 

={=+*> 

(i)t—    1<2    —  2.4' 

(1)8  -       17273  ~~-  + 2.4.6' 

m    ttt-i)a-g)(t-3)  _  138 

tth  —  172.3.4  ~  2.4.6.8' 


u.  s.  w. 


ist: 


14) 

  I  |0  1.3  5 

Vi  +  qn  =  1  +  \qn  -  ^  9«*  +  27^*'  "  £I£8?"4+ " " 

Die  einzelnen  Glieder  dieser  Reihe  berechnet  man  am  Besten 
nach  und  nach  mittelst  der  folgenden  Formeln: 

49«  =  1.2p, 

13     §      1     s  3?„ 

2.47S*"  =  0?"  TT' 

1.3.5     .       1.3     .  5y„ 
27476^8^  =  270*"  ~F* 

1.3.5.7      _       1.3.5  7^r« 
2.4.6. 8.1Ö*"  — 274X8?"  10' 

U.  8.  W. 
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Zur  Berechnung  von  um  aus  u*  hat  man  nun  nach  9)  die  fol- 
gende Formel: 

1  13  13  5 

Bleibt  man  nun  in  dieser  Formel  bei  einem  gewissen  Gliede 
stehen  und  setzt  demzufolge  etwa: 

1  13 

16)  ....«*  =  ««1 1  +  ty„  -  g-j  ^  +  2X6?»'  - 


•  •  •  < 


1.3....(2A-3)  t 
....  +  (-1)     .    2_4_2Ä  </- 


t 


so  kann  man  den  Fehler,  welchen  man  auf  diese  Weise  begeht, 
auf  folgende  .Art  beurtheilen. 

Man  setze  der  Kürze  wegen: 

17,...  ci  =  i,  a  =  1,a.4?M-  fr 

so  ist : 

s»  =  tl. {  1  +  C,  ©>-  C24r**+  Q  O»»  -  ...  +  (-  l)*-1  Ckqnk\ 

+(-l)»ii.{CH.i9»fc+1-  C*+*?»*+2+  Ok+4»V+« +  ....} 

=s  u,  1 1  +  A  qn  -  C*  v»»  +  Ca  9«*  -  •  -  •  +  (—  l)*"1  C*e«*  I 

\  +(C\+s^*+»-C*+47»*+4) 

+  (—  \)kUn< 


Weil  nach  17)  für  *  >  1 : 

CHi  =  C*. 

»st,  so  bilden  die  positiven  Grössen 

dt    Q>   Ca»    C4>  Cft, 

eben  so  wie  die  Potenzen  von  qn  eine  fortwährend  abnehmende 
Reihe,  und  die  Differenzen: 

C*+soV+*—  CH49V+4, 
C*+59i,H»-Cfc+€^M-«, 
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sind  folglich  offenbar  säranitlich  positiv;  also  ist  nach  dem  Obigen: 

Uin  >  Uu  { 1  +  C,  qu  —  C*  qn*  +  Ct  -...+(-  I)*"1  Ck  O«*  \ 

oder 

t/2.  <  «nl  1  I  Ci  9.  -  C^O»*  +  C,  yn»  - ....  +  (- 1)*-1  ft       } , 

jenachdem  Ar  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist. 
Folglich  ist  immer: 

ttn\  1  +  C,       C2?„*  +  q,?,8  - ....  +  (- 1)*-1  £  iisr  » 

«„{  I  +  d f.- Ci f  •»  +     y»8-  ...  +  (- 1)* a+i o„*+i  |  ^  u». ; 

jenachdem  k  J^g^de  ,st'  und  es  8ind  als0: 

II«  { 1  +  (\  qn~  C*qn*  +  C,  qn*  -       +  (- l)*-1  | , 

«»  U  +  Cx  qn-C*qn*+  Catfn»-....  +  (- 1)*  Cfc+i  J 

jederzeit  zwei  Gränzen,  zwischen  denen  t/s*»  liegt.  Der  absolute 
Werth  des  Unterschieds  dieser  beiden  Gra'nzen,  welchen  der  zo 
bestimmende  Fehler  offenbar  nie  übersteigen  kann,  ist: 

und  es  erhellet  aus  dem  Obigen  leicht»  dass  dieser  Fehler  in  s 
Unendliche  abnimmt,  wenn  man  k  ins  Unendliche  wachsen  Ifisst, 
wobei  man  noch  bemerken  kann,  dass  un  nie  grosser  als  2jz  ist. 

Nachdem  man  Un  nach  der  oben  gegebenen  Anleitung  be- 
stimmt hat,  kann  man  die  Formeln  9)  nun  auf  folgende  A>rt  dar- 
stellen : 

18) 

Vn-U. 

I  13  13  5 

**.  =  und  +         0y„«+  2.0^8- 2^i.ö9-4  + 

Ü2n  =  Un(\-^qn); 

U2n  —  Um 

I  13  13  5 

t74-  =  tia«(l  +  9«»); 
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/Iii  1  ■  .     13         i         1    3  5        4  .  * 

6?9«  =  «4.(1  +  ^4.); 

U.  8.  W. 

An»  der  ersten  der  beiden  Formeln 6)  erhält  man  nach  und  nach: 

Wim  =  Un>f  1  +</•, 
Ulm  =  US*  V" 1  +  92» 

=  ti.VTT^.VrIT^;, 

ua«  =  «in  Vi  +  94« 

=  «.  ♦/ 1  I  9».  >f V\+q\n , 

Ulfe  =  «8»  V  1  +98« 

u.    s.  w. 

also  allgemein: 
19)  «t*Ä  =  ti.VT+^Vl+9*,.V  I  +  94«  ..  Vl  +  V^ 
Ferner  ist  nach  4): 

ilso  nach  19): 

*.f(l  +  o„)  (1  +  9*,)  (I  +  94.) ....  (1  +  9Ä*-i.) 

=  u»  V  1  +9«.  \T \  +  o*„.  V 1  +  94«....  V  1+^k-a^.  17^, 

und  folglich: 

'20) 

C     =  *•  V  1  +  9».  V  I  +  9*, .  V  1  +  94«  ...  Vi  +  Vt*-v  0  +  V-«,) 
<*der : 

21) 
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daher  nach  19)  und  21): 

22)  *V.  =  V»  ^+V-V 

wie  es  nach  der  zweiten  der  Formeln  7)  sein  muss. 
Weil  natürlich 

V-  <  2"  <  ü*k» 

ist,  so  sind: 

«„         •  Vi  +  ^*n .  ^1+^; ....  yf\Ty^n  * 

uH  vt+7-  .  vi+^- .  vr+^; ....  vtt9^  •  vr 

zwei  Gräozen,  zwischen  denen  2n  liegt. 
Nach  5)  ist : 

1  *L 

Vn-Un_   ün 

also,  weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich: 

S»:f»=  üH:u»  =  R:r„ 

ist: 

1 

Ä      Ä  —  r„ 


und  fär  Ä  =  1 : 

M)  *  = 

woraus  zugleich  erhellet,  dass  immer  y»<l  ist 
Nach  8)  und  7)  ist: 

Hin — Un  ttnV^  1  f  «» 

^  ~~  w&.  +  Ui."~ttllVrl  + + 

also: 

 '"■"VTHFÜ+r 

oder:   
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uod  da  nun  offenbar : 

ist,  so  ist  immer: 

27)  o^jb  <  Jo«. 

Daher  ist  nach  und  nach: 

qin   <  Jon, 

^  .      ^  1 

016«  <  *79n  <f4?"' 
U.  8.  »V., 

also  allgemetn: 

28)  V«  <  j*9»> 

woraus  man  sieht,  dass,  wenn  k  in's  Unendliche  wächst,  o  h 
ins  Unendliche  abnimmt,  sich  also  1  +  o  *  oder  auch  1  +  , 

folglich  natürlich  auch  V"  1  +  q  *_i  ,  in's  Unendliche  der  Einheit 
als  Gränze  nähert. 

Diese  Bemerkungen  über  den  vorliegenden  Gegenstand  mögen 
für  jetzt  hinreichen. 


Einfacher  Beweis  der  Formel  c^cosj?  +  isinx. 

Vea  Herrn  Dr.  K   L.  Bauer,  Assistenten  der  Physik  am  Polytechnikum 

in  Carlsruhe. 

Von  den  bekannten  Beweisen  obiger  Formel  basirt  einer  auf 
der  Definition  der  Exponentialgrösse  e*,  auch  bei  komplexen  z, 

als  Grenzwerth  der  Potenz  (l  +  -)m  für  ohne  Ende  wachsende  m 

(SchlGniilch,  Hub.  Anal.  I.  258.  u. s.  w.) ;  ein  anderer,  weniger  zu 
empfehlender,  auf  der  imaginären  Substitution  xi  statt  x  in  der 
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für  reelle  x  entwickelten  Exponentialreihe  (Stern,  Algebr.  Anal. 
S.  179.  u.  8.  w.).  Ist  man  in  der  Wahl  der  Beweismittel  unbe- 
schränkt, 6o  dürfte  man  am  einfachsten  zum  Ziele  gelangen  wie  folgt. 

Jedenfalls  werden  wir 

1)  exi  =  u  +  iv 

setzen  können,  so  dass  u  und  v  reelle  Funktionen  von  x  bedeu- 
ten; diese  sind  zu  ermitteln.  Differenzirt  man  beiderseitig  in 
Bezut;  auf  x,  so  folgt: 

welche  Gleichung  sofort  in  die  beiden  anderen  zerfallt: 

du 

3>  s=»- 

Hieraus  ergibt  sich  weiter: 


du       dv  „ 


oder,   was  dasselbe  ist: 

tf(tt*-f  p«) 

dx 


0,    u«  -f  p2  -  Coost- 


Weil  nun  gemäss  1)  gleichzeitig  x  =  0t  t*=l,  c=0  zu  nehmen 
ist,  so  hat  man  bestimmter: 

4)  n*  +  v*=1. 

Nach  dieser  Beziehung  verwandelt  sich  Gleichung  3)  in  : 

dv  . 
r-  — =  dx ,    arcsin  v  =  x  -f  Const.» 
VI-c1 

und  mit  Benutzung  von  4) : 

o  =  sin  (x  -f  Const.) ,   u  ==  cos  (x  -f  Const). 


Die  Integrationskonstante  bestimmt  sich  wie  oben  durch  Specia- 
lisirung  von  x,  u,  t>  in  0,  1,  0;  wornach  die  Konstante  gleich- 
zeitig den  Bedingungen  zu  genügen  bat:  sin  Const.  =0,  cos  Const. 
=  1,  woraus  Const.  =2m»  folgt,  ein  ganzes,  positives  oder  nega- 
tives Vielfaches  der  Kreisperipherie.  Gleichung  1)  ist  also  zu 
schreiben  : 
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exi  =  cos  (.?  +  2mft)  -f  is\n(x  -f  2mn) 
=  cosa: -f  t  sin 

woraas  auch  leicht  e2*»*'  =  1 ,  also 
l1)  e*f-r*™rf  =  cosar +  tsinar 

folgt 

Man  konnte  dieses  Beweisverfahren  etwas  abändern,  indem 
man  die  logarithmische  Ableitung  von  Formel  1)  nähme.  Man 
wurde  dann  auf  die  Differentialgleichungen  geführt: 

du       de  ~ 

*>  «S-S- 

welche  beide  auch  aus  2)  und  3)  gefolgert  werden  können.  In 
der  Gestalt 

tf(K«  +  t,»)„  d(i) 

-=--«.  *-i+6). 

nod  sie  ohne  Weiteres  integrabel  und  fuhren  also  ebenfalls  zum  Ziel. 


Heber  die  in  Thl.  XLV.  Heft  2.  S.  219.  mitgetheilte  Surami- 
rongsformel  des  Herrn  Alessandro  Dorna  in  Turin. 

Von  Herrn  M.  Cartze,  Lehrer  am  Gymnasium  in  Thorn. 

Die  in  Tbl.  XLV.  Bft.  2.  S.  219.  mitgetheilte,  dem  trefflichen 
Giornale  di  Matemati che  di  Napoli  entnommene  Formel 
de«  Herrn  Alessandro  Dorna 

(1) 

iRC080V+(n-l)cos9  +  (n-2)co82a5+.;..+2cos(n--2)g)+l.cos(«--l)g) 

2sios£gp 

lasst  sieh  in  folgender  Weise  leicht  entwickeln.    Bekanntlich  ist: 

(2) 

cos  l(  p  -f  1 )  op .  si  n  Ipw 
coi^  +  cos2qp  +  cos3<p  -f ....  -f  cospqp  =   siniy  

Setzt  man  hierin  der  Reihe  nach : 

p  =  n  —  1 ,  n  —  2,  n — 3,....  3,  2,  1; 

so  erhält  man: 
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_                  A%               .  cos4«9).sin4(n— 
cos<p-frcos2o>-f  cos3qp+"-f  cos(w-i)qp+co8(n-l  )<p=  sTni<p  — ~~ _ ' 

«                       ,                      cosi(w— l)op.sini(n— 2)g> 
cosg> +cos2<3P+cos3<}p+.. + cos(n-2)<jp  =  ^r-j-  » 

^                       ,    rt*                cosi(w-2)<x>.sin£(n— 3)qp 
co6(p+co82<jp+cos3<jp4-..+co8(n-3)9)  =  —y^—  . 

Olli  £ (JD 

U.  8.  W.     U.  6.  W. 

_                                      cosi<p.sin  ,gr 
cosq)+cos2q>+cos3<p  =  ^ni? —  ' 

C06  £<p  .  8111  '9 

cosopH  cos2q?  =  rrrrr* — > 

coslgp.sin  4y 

cos*  -  8T^"~; 

und  hieraus  durch  beiderseitige  Addition: 

(«— l)co8<p+(w— 2)cos29)+(»i— 3)cos3g>+...-f2cos(w-2)9+l.cos(fi-I)9; 

j  co8iw<p.sini(fi— I)<jp  +  cosi(n-l)g?sini(n  — 2)9>-f   ^ 

(  ....  -f-  coslqpsin^qp  -f  cosfqp.sin  \q>  S 

sin  i<jp 

Verwandelt  man  jetzt  nach  der  Formel 

cos  a .  sin  ß  =  i  [sin  («  +  /?)  —  sin  (a  —  /3)] 

jedes  der  Producte  im  Zähler  des  Bruches  auf  der  rechten  Seite 
in  eine  Differenz  zweier  Sinusse,  so  erhält  man  nach  leichter 
Umformung: 

(n-l)cos  9+(n-2)cos2<p+(w-3)cos3gp+....-|-2cos  (n-2)p-|-l  .cos  (n— 1  )q 

.  2»-3     .   .  2n  —  1 
sin  \q>+  sin  ig?  -f  sin  %tp  +  ....+  sin  ■ — ^ — <p-fsm — ^ —  <p  ^ 

=  2s\uiy  — 

Der  Zähler  des  Bruches  lässt  sich  für  «=iy,  0  =  g>  und  m  =  » 
nach  der  Formel 

sin  «  +  sin  («  +  0)  +  sin  («  +  2/3)  +  ....  +  ein  («  +  (m—  1)  0) 

sin  («  +  j(m— 1)  ß) .  sin  jm/3 
sinü? 

zusammenziehen,  und  ist  dann: 

sinfägp  +  i(n  —  l)g?).siniu<p  s_in*|«9 
sin  $9  —  sin  !<p 
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O 

Fuhrt  man  diesen  Werth  des  Zählers  ein ,  setzt  —  ^  auf  die  linke 

Seite  und  beachtet,  dass  cosO(jp=l  ist,  so  ergibt  sieb  unmittel- 
bar die  Formel 

^  eosO<p  -f  (w— I)  cos  9  +  (it—2)cos2g>+... +2005(71-^)9-1-1.008(71— 1)9 

8in*\n<p 
äsln*^' 

*as  die  zu  beweisende  Gleichung  ist. 
Behandelt  man  die  bekannte  Formel: 

,«>x  ■  3  *  (i  1  •  q  1  .  •  sinj(n+l)9.sin£n9 
(3)  . . .  sin9+siD29+8in39-r-....-|-8in  19=  -t^-  7^—^— 

io  derselben  Weise  wie  Formel  (2)  unter  Beachtung  der  Glei- 
chungen : 

sin  a .  sin  ß  =  £  [cos  («  —  ß) — cos  (a  -f-  0)] , 

cos  a  +  cos(a  +  ß)  +  cos  («  +  20)  + ....  +  cos(a  -f  (n—  1)/S) 

—  co»[«-H(»-l)fl«fafrf* 
~~  sin  {ß 

+0  erhält  man  sehr  leicht  folgende,  vielleicht  eben  so  interessante 
Formel : 

(4) 

™-l)8in9+(ji~2)sin29+(n-3)sin39+...+2sin(7i--2)9+l.sio(n--l)9 

_  n8*in  9  —  sin  719 
4sin*i9 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Formel,  die  sich  nicht  gut  anders 
schreiben  lässt,  wurde  ich  die  Formel  (1)  auch  folgendermassen  zu 
schreiben  mir  erlauben: 

(5) 

j»—l)co«9+(n-2)cos29+(7i—3)cos39+...+2cos(7i— 2)9+1.008(71-1)9 

sin  *|ti9 — w  si  n  *  j  9 


Schreiben  des  Herrn  Gymnasial- Oberlehrers  Dr.  Meyer  in 
Bonzlau  (Schlesien)  an  den  Herausgeber. 

Io  Folge  Ihrer  im  dritten  Hefte  des  45.  Theils  Ihres  sehr 
zeseftritzteo  Archivs  Seite  348.  enthaltenen  Aufforderung  zur 
MUtheiluog  eines  directen  Beweises  der  Relationen: 
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1)  sin20o4^in40o  =  8in80o, 

2)  ^8iD20°.8in40o+8in20°.8in80o+8in40o.8in80w  =  fl 

3)  16sin  W^8in4(P.8in60^8in80°  =  3, 

erlaube  ich  mir,  Ihnen  nachfolgend  einen  solchen  Beweis  zur  ge 
fälligen  Mittheilung  für  das  Archiv  zu  übersenden: 

i  cm»  .    ■    in«     «  •  40°+ 20°  400-20° 

1)  .  .  .  sin 20° -Min 40°==  2 sin— cos  ^  

=  2sin30°.cos  10°  =  cos  10°  =  sin80° 

2)  .  .  .  sin80o.8in40°  +  sin80osin20°— 8in40°.sin20° 

=  cos  10°(sin40°+  sin20<>)  —  |Cos20ü4  icos60° 
=  cos  10°.2sin30o.co8l0°— i(2cos»10°—  1)  +  , 
=  cosa10°— cos210°  + 1  +  i  =  j. 

3)  I68in200*in40°.8in60°.si^ 

=  8sin  20° .  sin  60° .  cos  40°+ 8  sin  20°.  sin  30°.  sio  60» 
=  8  sin  20° .  sin  60° .  cos  40°  -f  4  sin  20° .  si  n  60° 
=  48inrW(sinÖ0°-8in20°)  +  4  sin  60°.  sin  20°  =  4sin*60ü  =  3.  j 

(Vergl.  8.  143.) 


Berichtigungen. 

Thl.  VII.  8.  105.  Z.  9.  statt  1  —  cosy»  setze  man  1  —  siny» 

—  —  S.  105.  Z.  6.  t.  u.  muss  es  statt 

 ji^T2-  1 8in  *c%  c°»  i(9  -  V)*  -  cos  IC*  Bin{(9  -  | 

heissen : 

-  Bm%*fy  l^K*  cos  4(9  -  y,)'  -  cos  1 sin  X9  _  „)• }  t . 

—  —  S.  106.  Z.  17.  von  unten  statt  Bx  =  —  2  (j  — cotJC  setze 

*.=-«(^-i)«*4c- 


»ruckfehler  in  Schrön's  siebenstelligen  Logarith- 
mentafeln« 

No.  18.    TaHL  S.  6.  Fusstabelle,  Spalte  3  zwischen  Zeile  1  mitD.  und  Zeile  2 

fehlt  in  einigen  Auflagen  das  Minuszeichen  (— ). 
No.  19.    Taf.H.  S.443.  Diff.  zwischen  log  taug  39°  58' 10*  und  SO*  stau  2*8 

lies  428. 
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Wurfbewegung  im  widerstehenden  Mittel  und  Con- 

struetion  der  Flugbahn« 

Von 

Herrn  Dr.  A.  M.  A>//, 

Lehrer  an  der  technischen  Schule  zu  Darmatadt. 

I   

9-  1 

Um  die  Bewegung  eine»  Körpers  im  lufterfällten  Räume  be- 
stimmen za  können,  ist  natürlich  vor  allem  nöthig,  das  Gesetz 
des  Luftwiderstandes  zu  kennen.  Newton»  der  sich  zuerst  ein- 
gebend mit  diesem  Gegenstand  befasste,  nahm  an,  dass  dieser 
Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional  sei. 
Da  übrigens  die  hieraus  entwickelten  Umstände  der  Bewegung 
keioe  gute  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung  zeigten,  so 
sachte  man  in  neuerer  Zeit  andere  Gesetze  zu  Grunde  zu  legen. 
Hutton,  der  ausgedehnte  Beobachtungen  über  den  Luftwider- 
stand machte,  stellte  eine  Formel  auf,  in  welcher  ausser  der 
zweiten  auch  die  erste  und  nullte  Potenz  der  Geschwindigkeit 
wkaru. 

In  einem  Schriftchen:  Theorie  des  Widerstands  der 
Luft  bei  der  Bewegung  der  Körper  entwickelt  Schmidt 
eine  andere  Formel,  worin  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  als 
Exponent  erscheint,  wodurch  Hutton's  Beobachtungen  sehr  ge- 
nau dargestellt  wurden.  Ausserdem  zeigt  Schmidt,  dass  für 
kleinere  Geschwindigkeiten  das  Newton 'sehe  Gesetz  sich  aus 
dieser  Formel  herleiten  lässt. 

Es  scheint  hiernach,  dass  insbesondere  für  so  grosse  Ge- 
schwindigkeiten ,  wie  sie  bei  den  Flinten-  und  Geschätzkugeln 
vorkommen,  das  von  Schmidt  aufgestellte  Gesetz  der  Wahrheit 
am  nächsten  kommt.  Aber  trotzdem  wollen  wir  das  einfachere 
Gesetz  von  Newton  hier  beibehalten,  und  diess  um  so  mehr, 
als  von  militärischen  Schriftstellern  nachgewiesen  wurde,  dass 

Thtü  XLVL  25 
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dadurch  die  Bewegung  der  aus  gezogenen  Rohren  geworfenen 
Geschosse  hinreichend  genau  dargestellt  werden  kann,  und  da*s 
die  Verschiedenheiten  der  coraplicirtesten  Luftwiderstandsgesetie 
nur  einen  geringen  Einfluss  auf  die  Rechnungsresultate  ausüben. 


§.  2. 

Nach  Newton  ist  der  Luftwiderstand  (wir  wollen  ihn  durcb 
P  bezeichnen)  gleich  dem  Gewicht  einer  Luftsäule,  dereo  Basis 
der  zur  Flugbahn  normale  grösste  Querschnitt  (F)  des  Körpers 
und  deren  Hohe  ein  gewisser  Theil  der  Geschwindigkeitshube 


(£)• 


o  j*    Wir  setzen  daher 

 » 

wo  y  da«  Gewicht  der  Cubikeinheit  Luft  und  l  den  Faktor  für 
den  Antheil  der  Geschwindigkeitshöhe  bedeutet. 


Die  der  (in  Gewichtseinheiten  ausgedrückten)  Kraft  P  eot 
sprechende  Beschleunigung  (G),  welche  sie  einer  Masse  vom 

p 

Gewichte  Q  ertheilt ,  ist  bekanntlich :  G  =  q  g,   Substituirt  ©au 

lyF 

obigen  Werth  von  P,  so  wird  G  =  v*.  Wir  schreiben  der 
Kürze  halber 

G  =  6t>»,  2) 

so  dass  also: 

Durch  Beobachtungen  fand  sich  im  Durchschnitt  A=0,23; 
setzt  man  ferner  ftir  den  Cubikmeter  Luft  y  =  1,3  KilogrM  so 
wird 

6  =  0,1495  ^.  4) 

1 

Manche  Schriftsteller  setzen      =  K;  danach  ist 

tf-  1  Q 


oder  mit  den  obigen  Zahlenwerthen : 


K  =  3,3440  £  6) 


K  ist  eine  lineare  Dimension. 
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}.  3. 

Sei  nun  ABDS  (Taf.  VIII.  Fig.  I.)  die  Flugbahn  eines  Ge- 
schosses, das  vom  Punkte  A  mit  der  Geschwindigkeit  Kanter 
dem  Neigungswinkel  a  zum  Horizont  ausgeht.  Nach  der  Zeit  t 
\*B  angelangt,  besitze  es  die  Geschwindigkeit  t>;  der  Tangenten- 
Dinkel  an  dieser  Stelle  sei  gleich  q>.  Bezeichnet  man  durch  X 
und  F  die  Beschleunigungen  parallel  zu  den  Coordinatenaxen, 
so  bestehen  die  Gleichungen: 

d*x      v  _  d*y 

Auf  den  Korper  wirken  im  Punkte  B  die  Beschleunigung  der 
Schwere  nach  abwärts  und  der  Luftwiderstand  G  in  der  Tan- 
geilte  der  Bahn.  Wird  Cr  parallel  zu  den  Axen  zerlegt,  so  hat 
man  die  Seitenkräfte  6rCosa>  und  Gsxutp  und  daher»  weil  diese 
Kräfte  die  Coordinaten  zu  verkleinern  streben: 

X=  -  Gcosqp,    Y  =  — Gsincp. 

Wird  für  G  sein  Werth  aus  2)  eingesetzt,  so  findet  sieht 


d*x         t  m 

=  —  6p*co8qp  » 

^  =—^— 6c*  sin  9. 

dt  dx     .  dy 

ist  P  =  ?r  €08  0.  =  ^-.  sinqp=  5, 


•  7) 


wodurch  die  Glei- 


chungen 7)  fibergehen  in 


Die  erste  Gleichung  8)  kann,  wie  folgt  geschrieben  werden: 


bdt. 

dx 
dt  ~ 

Wird  integrirt  und  bezeichnet  /  den  natürlichen  Logarithmen, 
ist: 

dx       ^         .       *     dx      *  — ** 
=  IC  —  bt.U,  oder  ^  =  O.e 
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dx 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  C  wird  ^  =  Pcosa  für 
i  =  0,  daher  C=  Fcos«. 

^  =  Vcosa.e    .  9) 

Nach  den  Gleichungen  8)  hat  man  ferner: 

d*x 

ds  _  dt1 

dt  "~  dx 
dt 

und 

rft  dy     a*y      dy  (Px  fPy 
9:=1-bdt  dt~~  dp  —  dx*  dt*~~  d(*' 

woraus  man  ableitet 
Setzt  man  nun 

i = p  «o> 

so  ist 

dp        \dxj   _  dxd?y  —  dyd*x 
dx ~~    rfar     ~~  d^1 

dpdx  =  Q  U) 

Aus  9)  und  11)  erhält  man  durch  Elimination  von  df: 

Eliminirt  mao  dx  vermittelst  der  Gleichung: 

ds  =  dxVl+p*, 

so  ist: 

Diese  Gleichung  ietegrirt  and  die  willkflhrliche  ConsUnte 
gleich  iL  gesetzt,  so  erhält  man: 

13) 

p  +  /(p  +  V1+p»)  +  yi&jss;  =  L 
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Zur  Abkürzung  schreiben  wir: 

p  VT+^TH  l(p  +  VTf^)  =  A(p)  14) 

Dadurch  geht  die  Gleichung  13)  über  in: 

rv&i  =  L-^  15> 

Zur  Bestimmung  von  L  hat  man  p  =  tga,  wenn  #  =  0: 

Aus  12)  und  15)  findet  sich: 
und  mit  Beachtung  von  10): 

Aus  den  Gleichungen  11)  und  17)  lisst  sich  die  folgende 

-  —  *B—.  19) 


Das  negative  Zeichen  wurde  gewählt,  weil  p  abnimmt,  wenn 
t  wächst. 

Um  auch  die  Geschwindigkeit  zu  bestimmen,  hat  mau : 

dt  "dxVF+p* 

folglich  nach  9): 

t>=  Fcoso.e-*-Vl  +  p*  20) 

oder  wenn  $  vermittelst  15)  eliminirt  wird: 

Die  hier  öfter  auftretende  Funktion  A(p)  wollen  wir  die 
Lamdafunktion  nennen.  In  Tafel  1.  sind  die  Werthe  derselben 
berechnet,  so  dase  man  für  jedes  p  das  zugehörige  A{p)  ein- 
fach daraus  entnehmen  kann. 


§.  4. 

Die  Gleichungen  17),  18)  und  19)  lassen  sich  nicht  integriren 
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man  muss  desshalb,  um  die  Coordinaten  der  Bahn,  so  wie  die 
Flugzeit  berechnen  zu  können,  zu  einer  Näherungsmethode  seioe 
Zuflucht  nehmen.  Wir  setzen  voraus,  die  Gleichung  der  Bahn 
lasse  sich  io  folgender  Form  darstellen; 

y  =  Ax  +  Bx*+Cx*  +  Dx*  +  Ex*+   .  .  .  .22) 

Die  successive  Differentiation  dieser  Gleichung  ergibt: 

dd~  =  A  +  Wx  +  ZCx*+iDx*  +  6Ex*  .  .  .  .23) 

^  =  *B  +  GCx  +  12Dx*  +  20JS*«  24) 

^  =  6C+24Ar  +  60£.r»  25) 

^  =MD+l20Ex  26) 

etc. 

Um  die  Werthe  der  Differential quotienten  abzuleiten,  so 
folgt  aus  10)  und  17): 


^  =  -6(L-^(p)),  27) 


d 


d*y 
dx* 


oder  : 


g  =  -2b*{L-J{p)  )Yl  +  />*  28) 

Io  ähnlicher  Weise  erhält  man: 

29) 

Aus  10)  und  23)  folgt  p  =  ^  +2Är  +  3Gr»  +  ....  Setzt 
x  =0,  so  wird  p  =  tga,  daher  A=t%a.  Ebenso  erhält  man 
durch  Gleichsetzung  von  24)  und  27),  von  25)  und  28)  etc.  die 
folgenden  Coeföcienten,  nämlich: 


 9_         r  bg        n  _  6/;*sina  t>*g 

"    2P*cosV  C  -  "~3F*cosV  "  ~  12  P*cos*<*    6  P*co 

Daher  Ut  jetzt  die  Gleichung  der  Flugbahn : 
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30) 

jf-ig«*    2F*cos*a       3F*cos»o*     6F*cos4«V°    2F*  JT  " 

j.  5. 

Mittelst  der  Gleichung  30)  konnte  man  jetzt  eine  Reibe  von 
Coordinaten  der  ballistischen  Curve,  namentlich  auch  die  Wurf- 
buhe, Wurfweite  u.  s.  w.  naherungsweise  berechnen.  Doch  wol- 
len wir  hier  ein  anderes  Verfahren  entwickeln,  das  uns  in  den 
Stand  setzen  wird,  ohne  Schwierigkeit  jeden  Grad  von  Annähe- 
rung zu  erreichen. 

Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  (Taf.  VIII.  Fig.  2.)  irgend 
ein  Bogenstflck  BC,  dessen  Lfinge  durch  o*  bezeichnet  werden 
mag.  Die  Tangenten winkel  in  den  Punkten  B  und  C  seien  gleich 
qp  und  V*   Nach  Gleichung  15)  ist 

U.AC=l(^f^)+l(L-A^) 


U(AC—AB)=l(L—Atgi>)—l(L- Atgip) 


1  /L-Al^\ 
a~26\L-Atg<p/ 


31) 


Wir  wollen  nun  versuchen,  aus  den  3  Grossen  <p,  y  und  o 
die  Coordinaten- Differenzen  von  B  und  C,  nämlich  £P=m  und 
PC=n  abzuleiten.  Zu  dem  Zweck  betrachten  wir  das  Bogen- 
stöck BMC  als  Parabel  und  nehmen  dafür  die  Gleichung: 

is^f»  32) 

auf  ein  neues  durch  den  Punkt  B  gelegtes  und  dem 
paralleles  Coordinatensystem  bezogen  ist    Man  findet 
aus  32): 

2^  =  ^  +  2tf|  33) 

Fflr  {  =  0  ist  ^|  =  tgo>  und  fQr  {  =  m  Ist  ^  =  ig*.  Da- 
durch finden  sich  die  Werthe  von  A  und  B  wie  folgt: 


34) 


Digitized 


368  Neil:    Wurßewegung  im  widerstehenden  Vitlel 

Daher  heisst  jetzt  die  Gleichung: 

„  =  eg,.i-*^!p  35) 

Für  £  =  m  wird  ij  as  n,  daher  erhalten  wir  die  Beziehung: 

n  =  !t^+iB*m  

Hiernach  lässt  sich  n  berechnen,  sobald  m  bekannt  ist.  Wir 
bestimmen  aber  den  Werth  von  m  vermittelst  der  Bedingung, 
dass  der  durch  B  und  C  gelegte  parabolische  Bogen  dem  Bogen 
BMC  der  ballistischen  Curve  gleich  wird.  Um  die  Parabel  so 
rektificiren,  ist 


de = rffVi+(gy=  di  vi+(^+2/?4)» . 

Zur  Abkürzung  setzen  wir  A  +  2£§  =  x,  folglich  : 

Die  Integration  ergibt: 

*  ta  jg(2V"nTH^+  VTf?)Hconst 
und  mit  Beachtung  von  14): 

Fflr  o  =  0  ist  {  =  0,  x  =  ^,  also: 

const.  =  -        ,    4^  =  ^(^) . 

Um  deo  ganzen  Bogen  BMC  zu  erhalten,  ist  zu  setzen 

2  =  J  +  2Äm  =  tgif/> 

und  weil  nach  34): 


4Ä  =  £(tg*-tgg>), 


so  findet  sich: 


Wird  in  diesen  Ausdruck  der  Werth  von  c  aus  31)  gesetzt, 
so  erhält  man: 
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=  \  (*g  <P  -  tg  H>) 


37) 

/(L~^f  (tg  ») )-  /  (L  -  v4(tg  y) ) 
^(tg<p)-^(tgif/) 


Werden  die  nach  36)  und  37)  erhaltenen  Werthe  von  m  und 
n  zu  den  Coordinateo  x,  y  des  Punktes  #  addirt,  so  erhält  man 
diejenigen  von  C.  Um  also  nach  dieser  Methode  die  Coordinaten 
de«  höchsten  Punktes  der  ballistischen  Curve  zu  erhalten»  wird 
man  den  Winkel  er  in  irgend  eine  Anzahl  gleicher  Theile  theilen, 
je  2  dieser  aufeinanderfolgenden  Werthe  an  die  Stelle  von  <p 
und  in  37)  und  36)  einführen,  wobei  der  letzte  Winkel  t//  gleich 
Null  zu  nehmen,  indem  die  Tangente  im  obersten  Punkte  hori- 
zontal ist.  Man  erhält  dadurch  zunächst  die  Coordinatenriifferenzen 
einer  Reihe  von  Punkten  und  dann  sehr  einfach  die  Coordinaten 


Diese  Coordinaten  wird  man  natürlich  um  so  genauer  erhalten, 
in  je  mehr  Theile  der  Winkel  a  zerlegt  wurde,  weil  sieb  die 
einzelnen  Parabelbögen  um  so  genauer  an  die  ballistische  Curve 
anscbliessen ,  je  kleiner  sie  sind. 


Die  nach  der  in  §.  5.  entwickelten  Methode  erhaltenen  Coor- 
dioaten  können  der  ballistischen  Curve  nicht  genau  entsprechen; 
denn  es  sind  eigentlich  die  Coordinaten  der  Berührungspunkte 
tiner  Reibe  von  Parabeln,  bei  welchen  die  Eigenschaft  stattfindet, 
dass  ein  solcher  Parabelbogen  dieselbe  Länge  hat,  wie  dasjenige 
Bogenstück  jener  Curve,  dessen  Anfang  und  Ende  mit  der  Pa- 
rabel gleiche  Tangentenwinkel  bat. 

Man  siebt  aber  leicht  ein,  dass  die  Metbode  ganz  genau  sein 
würde,  wenn  bei  beiden  Curven  für  jeden  Werth  des  Tangenten- 
winkels die  Krümmungshalbmesser  gleich  wären.  Wir  wollen  da- 
her deren  Werthe  miteinander  vergleichen. 

Wird  der  Krümmungshalbmesser  der  Parabel  durch  (Taf.  VIII. 
Fig.  2.)  und  der  der  ballistischen  Curve  durch  g  bezeichnet,  so  ist 
für  deo  Punkt  M,  für  welchen  der  Tangentenwinkel  gleich  ö  sein 


selbst. 


§.  6. 


mag : 


in  sec'fl 


38) 


tg9>  —  tgt^ 
sec3Ö 


•  •  39) 


9  ~b(L-M%6) 
Für  deo  Punkt  B  ist  daher: 
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m  sec  sy  sec*? 

Für  den  Punkt  C  ist  dagegen : 

wsec8i}j  sec  V  

»i  -  tY^tgtp '    Pl  ~  6(L  -^tg*)" 

Das«  diese  Werthe  von  R  und  g  nicht  übereinstimmen,  geht 
schon  daraus  hervor,  dass  bei  R  nur  im  Zähler  eine  Veränder- 
liche vorkommt,  während  bei  q  auch  der  Nenner  veränderlich  ist. 

Statt  der  Gleichung  32)  legen  wir  jetzt  die  folgende  zu 
Grunde: 

und  wollen  die  vier  Coefficienten  dadurch  bestimmen,  dass  wir 
ausser  den  früheren  Bedingungen  auch  noch  die  Krümmungen 
am  Anfang  und  Ende  des  Bogens  BC  in  Uebereinstimmung 
bringen. 

Bezeichnet  man  den  Krümmungshalbmesser  der  durch  40)  dar 
gestellten  Curve  durch  R,  so  ist  für  den  Punkt  M: 

n       .  sec>*  4D 

H~±2B  r  QCZ  +  VW?  4" 

Von  den  beiden  Zeichen  behalten  wir  das  untere  bei,  damit 
R  positiv  werde.  Denn  B  ist  jedenfalls  negativ,  da  tgö 
=  A  +  2ßi  +  3C£*  +  Wt*  und  A  =  tgo>,  der  Winkel  $  aber 
kleiner  als  <p. 

Zur  Bestimmung  von  At  B,  C,  D  haben  wir  folgende  Glei- 
chungen: 

tgg>  =  4, 

tg^  =  ^+2ßm+3Cm*+4Dm*, 

sec  *q>  sec  *<p 

6(L— Jtg  y)  —      2/T 9 

sec't/;   secfy  

6{L—  Atgy)  2Ä  +  6Cm  +  12Z)ro*' 

Die  Werthe  finden  sich,  wie  folgt: 

42) 

A  =  tg<p, 

*  =— y>(L-jftg<p), 

3maC  =  3(tgtf>— tgg>) — 4Bm + bm(L—Atgn>) , 
2m»Z>  =    tgtp  -  tgi//  +  Äm-  i6m(L— ->4tg^). 

Werden  diese  Werthe  in  die  folgende  Gleichung  eingesetzt: 
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n  =  Am+Bm*  +  Cm*+Dm\  43) 

40  erhält  man  schliesslich: 

»  =  i(tg9>-Mgi//)»i  +  7i!6(^tgg>  —  At%q)m*.  .  .44) 

Diese  Gleichung  lehrt,  den  Werth  von  n  zu  finden,  sobald 
m  bekannt  ist. 

Der  Werth  von  m  ist  wieder  aus  der  Bedingung  abzuleiten, 
das«  der  Bogen  BC  der  t'urve  40)  dieselbe  Länge  habe,  wie  der 
zwischen  den  gleichen  Tangentenwinkeln  g>  und  y  liegende  Bo- 
gen der  ballistischen  Curve.  Dazu  ist  die  Rektifikation  jener 
Corve  erforderlich;  allein  die  betreffende  Integration  lässt  sich 
oicbt  in  geschlossener  Form  durchführen. 

Wir  können  übrigens,  um  diese  Schwierigkeit  zu  umgehen, 
einen  von  Lambert  aufgestellten  Satz  zu  Hülfe  nehmen.  In 
dem  Bande  II.  der  Beiträge  zum  Gebrauch  der  Mathema- 
tik zeigt  dieser  Geometer,  dass  wenn  man  an  die  Endpunkte 
A,  B  (Taf.VIII.  Fig. 3.)  des  Bogens  irgend  einer  krummen  Linie 
die  Tangenten  AC,  BC  legt,  man  sehr  nahe  setzen  kann: 

t  =  l(AC+BC+2chordeAB)  45) 

Nun  ist: 

ABBinß        csinft  csinct 
A C  -  sin(«+0)  -  sin  (a  +  ft  *     "C  ~  sin(a  +0) ' 

folglich : 

_c  sin/?  -fsin a-r-28in(a  -f  ß)      c/     eosj(a— ß)\ 
*  -5  *  "         sin  («  +  ß)  ~~  3V  +  cösT(« Tß)J 

Da  der  Quotient  der  beiden  Cosinus  wenig  von  1  verschieden, 
»enn  a  and  ß  kleine  Winkel  sind,  so  schreiben  wir  jetzt: 

cVi    (\    C0»*(«—ftYl  _  c  (i  .  28inJo8lnJß\ 
9  =3LJ-Vl"c^sT^/3)>/J^3^+  «mUu  +  n)' 

Um  za  sehen,  mit  welcher  Annäherung  diese  Formel  die 
Länge  eines  Bogens  gibt,  wenden  wir  sie  auf  einen  Kreisbogen 
an;  Halbmesser  sei  gleich  1,  Winkel  am  Mittelpunkt  10°,  so  ist, 

da  hier  «  =  ß  =  5*  und  c  =  2sin5<>,  *=2sin5°(l+g  ^5^)- 
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log  »  =  9.8239087 

logsin*-2°30'  =  7.2793592 

Comp,  log  cos  5°  —  9.9983442 

7.1016121 

sin  »2°  30' 


log2  =  0.30K 

log  sin  5°  =  8.9402960 

log«  =  9.2418786         danach  t -    0.1745  3341 

Genauer  ist  *=  0J745J3293 
Fehler  =-Ö.Ö0Ö0O048 

Der  Fehler  ist  also  bei  einem  Winkel  am  Mittelpunkt  von  10" 

kleiner  als  2ÖÜÖÖÖÖ  deS  Halbmes8ers*    Bei  emem  Winkel  von 

5°  ist  der  Fehler  32mal  kleiner. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  man  mittelst  46)  einen  Bogen  wird 
sehr  genau  bestimmen  können ,  wenn  o  und  ß  kleine  Winkel  sind 
Zerlegen  wir  in  46)  den  Nenner,  so  erhalten  wir: 

,  =  c(1+fi^tgTäiw) *7> 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ist  nur  vom  Produkt  der  beiden 
Tangenten  abhängige   Wir  setzen  jetzt : 

^f^fe  =   48) 

und  erhalten  danach: 

*  =  c.5(tgv«tgiP)  •  -49; 

Die  Tafel  II.  enthält  für  log(tg£«tg  die  zugehörigen  Werthe 
von  logi^tg  iatgi/J)  auf  5  Decimalen. 

(Taf.  VIII.  Fig.  4.)    Bezeichnen  wir  jetzt  wieder  den 
BMC  durch  c  und  ^  CBP  durch  x,  so  ist  nach  49): 

^^c^^^*^"*^8^"^'    *  '  '  '50) 

und  diesen  Werth  demjenigen  der  Gleichung  31)  gleichgesetzt 
erhält  man : 

,    _  *  4tg1>\   cosx  
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Um  aber  hiernach  m  berechnen  zu  können,  rouss  der  Win- 
kel *  bekannt  sein.  Nach  der  Figur  ist  tg%  =  nnd  für  it  sei- 
neo  Werth  aus  44)  gesetzt: 

tgx  =  i(tg9  +  Igy)  +  TW^tg9>  -^tg«/)m. 

Da  hier  m  noch  im  letzten  Gliede  auftritt,  so  müsste  dessen 
Werth  bekannt  sein.  Beachten  wir  aber,  dass  dieses  Glied  gegen 
da«  erste  sehr  klein  ist,  indem  6  ein  kleiner  Bruch,  so  können 
wir  fiir  m  seinen  Näberungswerth  nach  37)  nehmen.   Dadurch  wird : 

tg*  =i(tg  V  +  Ig*)  +  T.(tg9>-tg^/(J^||J).  52) 

Um  die  hier  ?orkommenden  natürlichen  Logarithmen  in  Brigg- 
sehe  zu  verwandeln,  dividiren  wir  durch  Af=  0,4342945  und  haben 
endlich  zur  Bestimmung  von  m  und  n  die  Gleichungen: 

53) 

tg*  =  t(tg<p  +  tg*)  +  ^(tg^-tg^loR^-^l*). 

1    .     /L — Atgty\   cosx  

m  -  2Ü6 l0ß  U  -  ^tg9A  i|(tgi(9-x)tgi(x-*))  ' 

n  =  mtgx. 

Für  den  niedersteigenden  Ast  der  ballistischen  Curve  sind 
die  Tangentenwinkel  grosser  als  90°.  Wir  wollen  daher  unter- 
geben, wie  sich  die  Lamdafunktion  bei  negativen  Werthen  voo 
p  verhält.    Sei  p=z  —  p't  wo  also  p'  positiv,  so  ist,  weil 

A(p)  =  p  VT+p5  +  l{p  +  ^T  +  p*), 
*eno  p'  eingesetzt  wird: 

<(-p')=  -  P'  vnyH/(  vTry«-fi/)=-/^  VT*?*- 17^~, 

V  I  +p  *-p' 

A{-p')=-{P>  sf\+j?%+i{p>  +  v"r+75))=-^(P'). 

Hiernach  ist  also  allgemein: 

A(-p)=i-A(p)  54) 

Statt  der  stumpfen  Winkel  q>,  ^  und  x  (Taf.  VIII.  Fig.  5.)  wol- 
le» wir  übrigens  ihre  Supplemente  <plt  w  *t  einfuhren.   Da  nun 
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x  =  180  —  x, ,  q>  =  180  -  <px  und  ^  =  180  — tp, ,  so  gehen  die 
Gleichungen  53),  wenn  man  sie  auf  den  niedersteigenden  Ast 
bezieht,  in  die  folgenden  über: 

55) 

1  ,    /L  +  ^/tg^A 

tg«,  =  4(tg^i+tgVl)  - 12^*1  -  ^^{jb^igv, y 

 l   .    (L  +  ^tgi^,  \  cosx,  

m»  -  2m log  V  iT+  ^.tg  9l7  s  (tg  j -  x, )  tg  i (*,  - Vl )) ' 

n,  =  mitgx,. 

Man  kann  also  auch  für  den  niedersteigenden  Ast  die  Lage 
einer  Reihe  von  Punkten  bestimmen.  Derselbe  schneidet  den 
Horizont  des  Punktes  A  unter  einem  Winkel  e,  welchen  man  den 
Einfallswinkel  nennt.  Dieser  Winkel  muss  bestimmt  werden,  uro 
die  Wurfweite  AS=  W  berechnen  zu  können. 


§.  8. 

Um  zuerst  einen  genäherten  Werth  für  den  Einfallswinkel  e 
zu  erhalten,  benützen  wir  die  Gleichung  30),  nehmen  indess  an, 
der  Körper  beginne  seine  Bewegung  im  Punkte  D  (Taf.  VIII. 
Fig.  5.)  in  horizontaler  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  Vx%  so 
hat  man  nach  21),  da  hier  p  =  0: 


56) 


Die  Abscissen  zählen  wir  jetzt  auf  der  Linie  DE;  ausserdem 
wollen  wir  für  die  Ordinaten  die  Richtung  nach  abwärts  als  posi- 
tiv annehmen,  so  ist  in  30)  zu  setzen:  —  y  statt  y,  o  =  0  und 
F=  Vx\  dadurch  erhält  man: 

y  ==  %y^*x*  ^  $VSX*    6  pji**  +    »  •  •  •  •  57) 
man  leitet  daraus  ab: 

%  =  +  bx*  +  §6**»  +  ....).  • 

Setzt  man  die  WurfhOhe  QD=  H  und  QS  =  wl ,  so  findet  sich: 

tgc  =  bL(wx  +6»,*+  56*wi8  +  ....)• 
Zur  Berechnung  von  er,  dient  die  Gleichung: 

=  *V  + J0fV  + "3  ^i4  +  •••• 
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Durch  Umkehrung  dieser  Reih*  erhält  man : 

*l  "  \  ÄL~~3L  +  9  L  1  6L"~ 
Diesen  Werth  in  den  Ausdruck  für  tgt  eingesetzt,  findet  sich: 


Der  nach  dieser  Formel  erhaltene  Werth  von  s  kann  nicht  ganz 
genau  sein,  da  nur  einige  Glieder  der  Reibe  benützt  wurden. 
Wir  wolleu  daher  den  nach  58)  erhaltenen  Werth  durch  s'  be- 
zeichnen und  annehmen,  derselbe  entspreche  dem  Funkte  F  an- 
statt 5  (Taf.  VIII.  Fig.  1.).  Dann  lassen  sich  mittelst  der  Glei- 
chungen 55),  «renn  man  ff  als  letzten  Tangentenwinkel  nimmt, 
<lie  Coorditiaten  von  F,  nämlich  DE  und  EF  bestimmen,  und  setze: 

H-EF=t  59) 

Durch  den  Punkt  F  legen  wir  jetzt  eine  Parabel,  deren  Tan- 
gentenwinkel  gleich  «'  und  deren  Krümmungshalbmesser  in  F 

S€C  'f' 

gleich  ist  f^jT^tgt7)*    D'"  GleicbuDS  die,er  Pa,'Bbe,  '8,: 

*enn  nämlich  FG  die  Abscissenaxe  ist  und  die  positive  Richtung 
der  Ordinaten  nach  abwärts  geht.  Werden  A  und  B  den  gedach- 
ten Bedingungen  gemäss  bestimmt,  so  findet  sich: 

t^tgf'.J  +  WL+^tge'H*.  60) 

Für  wird  jj  =  f,  und  daher: 

£=(tg*'  +  i6(L  +  ^tgt')»)<», 

 t  

ö,""tg«'+i6(L  +  ^tg£')«>* 

Ein  Näherungswerth  für  w  ist  r — j,  da  im  zweiten  Gliede  des 

tg  f 

Kenners  der  kleine  Faktor  6  vorkommt.  Wir  können  daher  setzen : 

Q)  =  — p.   61) 

tgc'  +  46(L  +  ^tg«')^7 

Aua  der  Gleichung  60)  erhält 


■Jstgt'  +  ÄOi-MtgOt. 
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Setzt  man  darin  {=w,  so  wird       =  tgf ,  daher: 

ige  =  tg*'  +  6(L  +  ^tgO»  6*) 

Endlich  hat  man  noch: 

wx  =  DE  +  w  63) 

Bestimmung  der  Flugzeit. 

Die  Differentialgleichung  19),  welche  die  Beziehung  zwischen 
dt  und  dp  angibt,  kann  nicht  integrirt  werden.  Doch  läset  sich 
leicht  ein  genäherter  Werth  für  die  Zeit  r  aufstellen,  welche  ver- 
fliegst, wenn  p  sich  um  eine  gewisse  Grosse  ändert.  Denn  setzt 
(Taf.  VIII.  Fig.  2.)  man  den  Bogen  BC=  <s  und  die  Geschwindig- 
keit in  B=zvn  in  C=t>„,  so  ist  nach  31)  und  21): 


_   1;  /L-^tgl/A 

Vi 


I 

r'      cosqp  yf  L—Atgq>    ■ ^ 


Vi 


costyXf  L — -*tg^ 

Nimmt  man  an,  die  Bewegung  von  B  nach  Csei  eine  gleich- 
mässig  verzögerte,  was  um  so  weniger  von  der  Wahrheit  abvrei- 

chen  wird,  je  kleiner  der  Bogen  BC,  so  hat  man  0  =  '  2  "t,  also 

2<y 

x  =  ^~r —  65) 

t  Um  fBr  t  einen  genaueren  Werth  abzuleiten,  betrachten  wir 
die  Zeit  t  als  Abscisse,  die  Geschwindigkeit  v  als  Ordinate  einer 
Curve,  deren  Gleichung  daher  durch  v=f\t)  dargestellt  wird. 

vdt,  so  stellt  o  die 

v 

Fläche  BCED  (Taf.  VIII.  Fig.  6.)  dieser  Curve  vor.  Es  ist  daher 
aus  der  bekannten  Fläche  a  und  den  begrenzenden  Ordinaten  vit 
t>„  die  Abscissendifferenz  x  zu  bestimmen. 
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Cm  einen  bequemen  Ausdruck  für  diese  Fläche  zn  erhalten, 
verleben  wir  nach  DJ  die  Abscissenaxe  eines  Coordinatensystems 
ond  nehmen  fflr  das  Curvenstück  DE  (Taf.  VIII.  Fig.  6.)  folgende 
Gieicbuogen  an: 

y  =  Ax  +  Bx*  +  Cx*t  \ 

Fflr  x  =  0  wird  fa.~*E>>  für  jr  =  t  wird  y  =  v,  ^=tgö,  daher 
haben  wir  cor  Bestimmung  von  A,  B9  C  folgende  Gleichungen  i 

v  =  Ar  +  #?ra  +  Cr". 

Hieran«  findet  sich: 

A  =  W,  ) 
ßt«  =  3v  —  Ttgö— 2rtgf,  >   67) 

Or»  =  T(tgf+tg0)^-2v,  ' 
Flache  DJE=f\dx  =  fT(Ax+Bx*+Cx*)dx 

O  0 

Werden  die  Werthe  von  A,  Bt  C  eingesetzt,  so  ergibt  sieb: 

Hiebe  £U£=lrv  +  1«IT»(tg{~tg6)=  V-^'t  -  A*(tg0- tgö, 

Fliehe  BCED=BCJD-DJE=v,t-ult-v„)r+  rWtgÖ-tgö, 

tfssifa  +  v^T+AOgft— tgOt«  08) 

Cid  die  Winkel  £  und  0  zn  bestimmen,  suchen  wir  den  Werth 
Diflerentialquotienten  Nach  21)   ist  p>  =  f '^^^Z 

beiderseits  die  Logarithmen  nnd  differeotiirt,  so 


iod  erhält  mit  Zuziehung  der  Gleichung  19): 

dt~  gWiW  L~ AP* 

I  X«U  XLVL  v. 
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Dieser  Ausdruck  ist  die  Tangente  des  Neigungswinkels  der 
Berührenden  mit  der  Abscissenaxe  für  die  Curve  v  =  /TO.  Das 
negative  Zeichen  sagt,  dass  dieser  Winkel  ein  stumpfer  ist.  Die 
Winkel  £  und  6  sind  die  Supplemente  der  stumpfen  Winkel  für 
diejenigen  Punkte,  wo  p  =  tg<p  und  p  =  tg^/  ist.  Wir  haben 
daher : 

tgt  =  g(siny+^_^tgy)   und   tgfl  =  <y(sin^-f  L    ^  tg 

Mit  Beachtung  der  Gleichungen  64)  erhält  man: 

fgj  =  gs\v\<p +  bv*   und   tgö  =  #sin  if;  +  6p„*, 

«gÖ  — tgf  =i7(sinV;-sin9)+Ä(r^— O.    .  .  .  70) 

Wird  dieser  Werth  in  68)  eingesetzt,  so  erhalt  man  zur  Bestim- 
mung von  t  die  Gleichung: 

a  =  } (r , -f  v „) t  -f  A** (sin ^  —  sin <p)  -f  6 («>,  * — »  »)]. 

Im  aufsteigenden  Ast  der  ballistischen  Curve  ist  a>>^  und  t>,>rv 
dessbalb  schreiben  wir: 

a  =  i  (ü;  +  t>Ä)  t  -  Ar*    (sin  (p  -  sin  1//)  +  6  (r,* -  e„*)] . 
2g        t*     (sin  y  —  sin  tfr)  -f  6  (p,*  —  vf) 

Da  das  zweite  Glied,  in  welchem  x*  vorkommt,  eine  ziemlich 
kleine  Grösse  ist,  so  können  wir  daselbst  für  x  den  Nfiberuogs- 
werth  65)  setzen  und  erhalten: 

2*  .7 Jff   V  rjL/  .  ,     siny— sint/; 


Uebersichtlicbe  Zusammenstellung  der  Formeln  zur 
Berechnung  der  Wurfhobe,  Wurfweite  und  Flugzeit 

$.  10. 

Um  die  Formeln  53)  för  die  Rechnung  etwas  bequemer  ein- 
zurichten, führen  wir  die  Hulfsgrusse  «  ein,  und  setzen: 

dadurch  wird : 

ig*  =  i(tg9  +  tg^)  -f  l(tgo>-tg*)i« 
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 3m cos x 

*  "  6-^[tgi(9  -  *)tgi(*-^3" 

Ausserdem  setzen  wir  Oberall  statt  6  die  Constante  k  des  Luft- 
widerstandes, welche  zu  b  in  der  Beziehung  steht,  dass  *=<g* 
(Siehe  §.  2.) 

Je  nach  der  Grösse  des  Elevationswinkels  a  unterscheiden 
mr  mehrere  Fälle. 

Ist  nicht  grösser  als  15°,  so  fast  sich  die  Worfböhe  H 
tehon  durch  eine  einmalige  Anwendung  der  Formeln  63)  mit  hin- 
reichender Genauigkeit  bestimmen ;  man  setzt  dann  <p=a  und  ^=0. 

Man  berechnet  zunächst  k9  p  und  L  wie  folgt: 

P  =  *g«.  , 

L  -  F»co.'a  +  AP- 
Kenn  Meter  und  Kilogramm  tu  Gründe  gelegt  werden,  so  ist: 

P 

i  =  3.3445,   g  =  9.81. 
•4p  entnimmt  man  ans  Tafel  I. 

A.    Aufsteigender  Aat.    (Taf.  VIII.  Fig.  7.) 

log  u  =  9.58406  +  log  (log  L^  Ap) , 

tg*  =  fc>(l  +  tt), 

r  «cosx 

w-6**[tgi*tgl(«-*)r 

U  =  tctg*. 

Mio  gebt  mit  [log tg vx  +  log tg \ (o— x)]  in  die  mit  A.  bezeich- 
ne Spalte  der  Tafel  II.  ein,  so  ist  das  zugehörige  B.  gleich 

■ 

B.   N i edentei gender  Alt. 
log*  =  9.58406  +  log(log^±^)( 


26» 
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K  =  Mg*r» 

log  a,  =  9.58406  +  log  (log  , 
tg«t  =  ft» 

tfgCOSXg 

01  ~  6Ä^[tgi(ot-x1)tgi(^~«)r 

l 

tge  =  p4(l+2Ja>), 
wi  =  "i  +  ö»  +  00  > 

C.  Flugzeit. 

Zeit  v.  4  bis  D—t,    Bogen  <4Z)=  0,    Geschwiodigk.  in  D  =  P4 
„  „  D  „  E  =r|f      „     DE—olt  „         „     =  F, 

„  £J  „  C  =Tt,      „     EC  =  0%,  tf         „  C  =  Pr 

(T|  =  DAM,  ,  '  J  —  .  /  v    .     r  ~  ' 


log^  =  0.36222, 
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2a 

T  = 


F  +  Ft       \F  +  V\)   L    2*    +  F+F,_r 
2d,       .  /    2o*    \%  rVt—y»     «y (sine— sin a)nj 


j.  11. 

Liegt  zwischen  15°  and  30°,  so  wende  min  folgeode 
Formeln  an  (Taf.  VIII.  Fig.8.): 

*  =  I.g  =  3.3445f . 

p  =  tg«. 
Fi  =tg«,, 

F*co82a  r 

A.    Aufsteigender  Ast. 

log»  =  9.58406  +  log  (log  X^g") • 
<R»  =  i(/>+Pi)  +  i(p— Fi)*» 

ttCOSX 


^tg4(«-*)tgi(*-«i)r 

A  =  atgx; 
log«!  =  9.58406  flog  (log  j^^), 

tf?*i  =  iFiO+«i)» 

-^^[tgiK-^tgK]' 

*i  =  fitgXf 
w  =  a  -f  C| , 
H  =  A  +  Ag. 

B.   Niedersteigender  Ast 

logt*,  =  9.58406+  log  (log  ^^). 
tg«.  =  *F»<l-««m). 
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*~n^<«i--%)tgi«1r 

log  u,  =  9.58406  +  log  flog 

*g*s  =  i(p+Pi)-i(p-pi)«i> 

 iia  cos  *,  ' 

=  Mg**; 
log«4  =  9.58406  +  log(log^i^) . 

tg«4=^4» 

fl,  tl4CQ8«4 

*«=  «4*8*4. 

t=Ä-(A,+A,  +  A«). 

1 

 7' 

/>4 

tg«=P4(l+2^co), 

«>1  =  «2  +  «3  +  «4  +  »  » 

C.  Flugzeit 


Zeit  v.     bis  /> 

=*, 

Bogen 

^D=o\ 

Geschwindigk.  iu  D 

M  „  D  „  E 

»» 

DE=:alt 

»»           »  E 

»     n  E    „  F 

»» 

EF  =o*2, 

9t             $>  F 

»f  »»  F  ii  c 

>» 

FC?  =cj8, 

»#              »  Cr 

t»      G  „  C 

=  T4> 

»» 

CrC  =  04, 

»»             »>  c? 
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0  =Uu*  Vip  Vfyi 

tf,=6*«,,  1     co«»!  Vi— AP\  Pa""cos«VX-f^P 

«,=6*11,,  1    *  coseVi+^tg« 

-  1  Li      fl*+*t**\    r  - 
•«-Af^^L+^/iy     ^       COS«!  Vi+^li' 


_2ö 
F 


2o_       /  2g    VrF—  p,  .  g(8io<»— 8inCln 
+  t>i    *VF  +  r,/  L~2*~  +       F+f,- J' 

-  -i+.fJLV  pi~F,  gsjnj»,-] 
'""ti+Fi     •U+rJ  L    2A    +t?,+  FlJ' 

T>"  F!+rf  +>UiW  L  2*  ♦Tr^U' 

 .  ,  /  2<y3  y  rt^—Pj     g  (sin  «-sin  «Ol 

^~*2+*S         \P»+03/    L     2Ä       +  P4  +  P,  J' 

_  2<t4  /  2o4  y  re8-  F2  ,7  (sin  t  -  8in«n 
t4~"  P1+F.  +  0  WFj  L  2*     +    p,+  F,  J 


§.  12. 

Betrügt  (Taf.  VIII.  Fig.  9.)  der  Elevationswinkel  a  zwischen 
J0°  und  45°,  so  wird  man  ihn,  um  sichere  Resultate  zu  erhalten, 
io  drei  gleiche  Theile  theilen,  wo  sich  dann  folgende  Vorschrif- 
ten för  die  Rechnung  ergeben : 

*  =  fy?  =  3  3448F' 

er,  =1«,      o,j  =  i«, 
p  =  tg«,    p^tgerj,    ^«  =  tgo2, 

A.    Aufzeigender  Att. 

log«  =  9.5840T)  +  log(|0g^=^). 
tgx=r  i(p+f>,)  +i(p-p,)M. 

UC08X 


6*. 
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h  =  atgx; 
log«,  =  9.58406  +  logflog 

-   H|  CQ8   

1  ""ÖÄ•^ltgi(«,-«1)tgK*I-«^], 

*i  =  Mg*t; 
logu,  =  9.58406  +  log  (log  L^Ap)> 

tg*t  =  to(l  +  «i), 
a.  =  6*   «««coa«» 

=  Ostgx^, 

B.    Niedersteigender  Ast 

logt*  =  9.58406  +  log(log^^k), 
tg^  =lpi(l-«»), 

3-OÄ-*[tgi(«,-*,)  tg**,]' 

=  Mg*s; 

logti4  =  9.58406  +  logflog  J^^h 

*g*4  =  ~        —  Pt)w4, 
 U4COSX4 

Ä4  =  a4tgx4; 
log«Ä  =  9.58406  +  log  (log 

tg*6  =  i(P+Pl)  — f?i)tf4, 

Ä9=ra6tgx5; 
*g«e=l>«. 
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log«6  =  9.58406  +  log  (log^t^6), 

tg*  =  Up*  +f>)  -  -P)«e. 
_  ft/  ti«  cos*»  

f=ir-(A,-M4-M,  +  A«), 
X+^g 

m  _ 

CO  =   r-  i 

tgi=P«(H2Jco), 

«>l  =  *3  +  «4  +  «ft  +  ff6  +  «» 

FF»  w-f  W|. 

C.   Flngseit    (Tat  Vm.  Kg.  9.) 
Zeit  v.  A  bis  Z)  =t,   Bogen  AD=o,   Geschwindigk.  in  D  =  v*. 

„  tf  ^»  »»  ^  ==Tt»  »»  =  <*i>  »t  »» ^  =  Fi- 

„  »  ^  »»  Crsr^,  „  FG  „ 

*•  r,  G  „  Üf=f4,  „  CrÜT  =04,  „  „J5f=1?4. 

•»  99  O  n  J  =  Tft,  •»  =  ö6»  m  „  •/ 

„     9»  J  »  C  =*# »     f»    «/C  =00,  „  »,  C  =  Fr 


*   cosatyf  Lr-  Ap9'     *    cosa  L\~Ap 


_     2"     ■■/  8tf   V  »1  .  g («ine— 8tpa,)-| 

2g|    ,  ,  /  2tf,  V  r»|—  »■  .  g(«ing|  -»tp«,)-! 
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 äff«       /  2<r4  y  r r,  -  n4    « (»in  gt  -  gio  a,)1 

j.  13. 

Nach  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  gegebenen 
Vorschriften  sollen  nun  einige  Beispiele  gerechnet  werden. 

Ein  Vierundzwanzigpfiinder,  dessen  Gewicht  27  Kilogramm 
und  Durchmesser  0,152  Meter  beträgt,  werde  mit  einer  Anfangs- 
geschwindigkeit vou  300  Meter  unter  einem  Elevationswinkel  von 
15  Grad  abgeschossen;  man  soll  die  Wurfhohe,  Wurfweite  und 
Flugzeit  berecbneu. 

Hier  können  die  Formeln  des  §.  10.  angewandt  werden.  Die 
Rechnung  fuhren  wir  mit  fünfstelligen  Logarithmen*)  aus,  da 
solche  hinreichend  genaue  Resultate  gewähren. 


F=i*.0*.152,   Q  =  27, 

logJ*  =  9.89509 
2log0.152  =  8.36368 
log  F=  8.25877 


F  =  300,   a  =  15°,  ^  =  9.81. 

log  3.3445  =  0.52433 
-f  log  Q=  1.43136 
+  Compl.  log  F=  1.74123 
log*  =  3.69692. 


Eine  Anschauung  der  Formeln  zeigt,  dass  im  Laufe  der 
Rechnung  die  Logarithmen  von  2A,  4k  und  6A  nothwendig  sind; 
wir  wollen  sie  daher  sogleich  bestimmen: 


•)  Der  Verfasser  erlaubt  «Ich  hier  aof  seine  bei  Oiehl  in  Darm- 
•tadt  1866  erschienene  fünfstellige  Logarithmen tafel  aufmerksam  tu 
machen ,  welche  für  die  Interpolationsrechnungen  sehr  bequem  einge- 
richtet ist  und  auch  die  Logarithmen  für  Summe  und  Differens  enthält, 
ohne  welche  viele  der  hier  vorkommenden  Formeln  nicht  bequem  be- 
rechnet werden  könnten. 
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§.  14. 

In  §.  13.  erhielten  wir  für  einen  unter  einem  Elevatiooswinkel 
von  15  Grad  mit  der  Geschwindigkeit  von  300  Meter  abgeschos- 
senen Vierundzwanzigpfänder  folgende  Resultate: 

Abscisse  des  höchsten  Punktes   1880.56  Meter. 

Ordinate  „       „  „     (Wnrfhöhe)       268.02  „ 

Wurfweite   3650.23  „ 

Läoge  des  aufsteigenden  Zweiges  der  Flugbahn  1905.00 

„      „  niedersteigenden  „      „       „  1698.86  „ 

Zeit  zum  Zurücklegen  des  ersteren   7.1545  Sekuod. 

„     „  „  „   letzteren    ....  7.6021 

Einfallwinkel   18°  47' 57*. 


Um  die  Genauigkeit  dieser  Resultate  beurtheilen  zu  können, 
wollen  wir  die  Wurfhöhe  und  Wurfweite  auch  nach  den  Vor- 
schriften des  §.11.  berechnen. 

Hier  haben  natürlich  a,  p,  k  und  L  die  gleichen  Wert  he 
wie  früher : 

«l  =  7°30\  log  tg  ei  =9.11943,  Pl  =0.13165,   Apx  =0.2640. 

Für  den  aufsteigenden  Ast  ist: 

L-APl  =sl.4411,  *  =  11°26'0",  *,=3°52'I7\ 

a  =  1045.87  A  =  211.520 

<h  es  834JS6  ä,  =  56.484 

u>  =7880.53  H  =  268.004 

Diese  Werthe  unterscheiden  sich  von  den  obigen  nur  um  einige 
Centimeter. 

Für  den  niedersteigenden  Ast  hat  man: 

L^Apl  =  1.9691,  3040*34",  *,  =  11*13'0" 

und  findet  ferner: 

714.40  =  45.898 

o,  =  644.80  Ä,  =  127.869 

at+at  =  1359.20  =  173.767 

\ogp4  =  9.53148,  p4  =  0.34000,  «4  =  18°  46' 42",  =0.692*». 

L  +  AP4  =  2.3980,    *4  =  160  53'  15",   a4  =  308.82,    ^  =  93.752, 
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4, +  =267.5 19.   £=0.485,    o>  =  1.43,   *,+0s+*i4  =  1668.02, 

tp,  =  1669.46,    W  =  3649.98,   $  =  18°47'  44". 

Hier  zeigt  »ich  eine  stärkere  Differenz;  denn  die  Wurfweite 
fand  sich  nach  der  früheren  Rechnung  einen  Viertelsmeter  gros- 
ser. Würde  daher  eine  sehr  grosse  Genauigkeit  verlangt,  so 
mußten  hei  einem  Elevationswinkel,  der  nicht  beträchtlich  kleiner 
ist  als  15°,  wenigstens  fär  den  niedersteigenden  Ast  die  etwas 
umständlicheren  Formeln  des  §.  11.  angewandt  werden. 

5.  15. 

Zur  Anwendung  der  Formeln  des  j.  12.  wollen  wir  die  Flug- 
bahn des  Vierundzwanzigpfunders  bei  der  gleichen  Geschwindig- 
keit von  300  Meter  und  dem  Elevationswinkel  von  45  Grad  be- 
stimmen. 

Hier  ist: 

«  =45°,  p  =1.00000,  Ap  =2.2956, 

a,  =30,  p,=  0.57735 ,  APl  =  1.2160. 

=  15 ,  pt  =  0.26795 ,  APt  =  0.5423, 

g  =  9.81 ,     log*  =  3.69692,     L  =  4.4653. 

Man  erhält  die  folgenden  Werthe: 

I.    Aufsteigender  Ast. 

I<k>«  =8.82807      x  =38<>  45' 40"      a  =1562.74  h  =1254.73 

log«,  =8.49697      «,=23  8  48       ^=  859  70  A,  =  367.5^ 

log«,  =  8.33403      %,=  7  47  35       o*=  636.53  /i2=  87.12 

w=3058.97  7/=  1709.38 

2.   Niedersteigender  Ast. 
^■,  =  8.28111   %,=  7°29'12"      o3=  563.93  AB  =  74.11 

lo?n4  =  8.32300  «4=22  45  10       «4  =  577.61  A4 =242.25 

Ug  «4 =8.46229   xft=3l   2  42       aa=  679.82  Äft=531^99 

F«a=  182136  Ä3+A4+AÄ  =  848  35 

^  =  1.47807   *Ä=55«55'  8"  ^„=3.8202 
log«.  =8.53012   %6=50°54'38"      ««^637.16  ht  =784.32 

c,  +  «4  +  «*  +     =  245S.52   Ä,  -f  A4  -f  h5  -f  Ä6  =  1632.67   f  =  76.71 

logJ=6.44965  »=51.15  tol  =2509.67  TF=5368.64  e=56°40/ 13". 

Sollten  diese  Resultate  geprüft  werden,  so  konnte  man  den 
Winkel  a  in  vier  gleiche  Theile  tbeilen  und  o,  =  $cr,  at  =  fr, 

Tk«a  XL  VI.  2* 
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«a  =  i«  machen.  Die  zu  dieser  Rechnung  nothwend igen  Formeln 
lassen  sich  ganz  analog  denen  des  §.  12.  anschreiben. 


§.  16. 

Vermittelst  der  in  den  letzten  Paragraphen  erhaltenen  Zah- 
lenwerthe  lassen  sich  die  entsprechenden  ballistischen  Corven 
leicht  graphisch  darstellen.  Denn  man  kennt  von  mehreren  Punk- 
ten  die  Coordinaten,  den  Tangentenwinkel  und  kann  ausserdem 
den  Krümmungshalbmesser  für  diese  Punkte  nach  der  Formel 
2£sec 8Ö 

Q  =  £,_^t  ß  "m  *o  leichter  berechnen,  als  der  Logarithmus 

des  Nenners  schon  im  Laufe  der  Rechnung  vorgekommen  ist.  Man 
setzt  der  Reihe  nach  6  =  a,  alf  «2,  also  tg<9=/>.  pl9  pt* 

2k 

Im  höchsten  Punkte  ist  0  =  0,  also  q—  ^-  Beim  niederstei- 
genden Ast  erhält  man,  wenn  die  Tangentenwinkel  wie  in  §.  7. 

2£sec*0 

genommen  werden :   o  =  27+37tgö# 

Für  die  Curve  mit  dem  Elevationswinkel  von  15°  ist  nach  §.  14. : 


Abscissc. 

0.00 
1045.87 

1880.53 

2594.93 
3239.73 
3548.55 
3549.98 


Ordinate. 

0.00 
211.52 

268.00 

222.11 
94.24 
0  49 
0.00 


Tangentenwinkel.  Krümmungs- 
halbmesser. 


15«  0'  0" 
7  30  0 

0  0  0 

7  30  0 
15  0  0 
18  46  42 
18  47  44 


9498  Meter  \  Aufsteigen 

7087  „    J   der  Ast. 

5837  „  Höchst.  Punkt 

5186  „  \ 

4914  „    /  Niederste! 

4890  „  [gender  Ast. 
4897 


»» 


Für  die  andere  Curve  mit  dem  Elevationswinkel  von  45°  ist 
nach  §.  15.: 


Abscisse. 

Ordinate. 

Tangentenwinkcl. 

Krümmungs- 

halbmesser. 

0.00 

0.00 

4  45»  0'  0" 

12974  Meter 

1562.74 

1254.73 

30  0  0 

4716  „ 

2422.44 

(  1622.26 

15  0  0 

2815  „ 

3058.98 

1709.38 

0  0  0 

2229   „  H 

3622.90 

1635.27 

15  0  0 

2205  „ 

4200.51 

1393.02 

30  0  0 

2697  „ 

4880.33 

861.03 

45  0  0 

4164  „ 

5517.49 

76.71 

55  55  8 

6827  „ 

5568.64 

0.00 

56  40  13 

7110  „ 

Aufsteigen- 
der Ast. 

Höchst.  Punkt 


Niederstei- 
gender Ast 
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Aus  den  Wertheo  der  Krümmungshalbmesser  ist  ersichtlich, 
das«  die  stärkste  Krümmung  nicht  im  höchsten  Punkte,  sondern 
an  einer  anderen  Stelle  im  niedersteigenden  Aste  stattfindet.  In 
der  analytischen  Geometrie  nennt  man  in  der  Hegel  denjenigen 
Punkt  einer  Curve,  für  welchen  der  Krümmungshalbmesser  den 
kleinsten  Werth  hat,  den  Scheitel  derselben.  Uro  den  Ort  die- 
ses Scheitels  zu  bestimmen,  wollen  wir  zunächst  den  Tangenten« 
winke)  Tür  diese  Stelle  suchen.  Dazu  dient,  wie  sich  durch  eine 
leichte  Rechnung  findet,  die  folgende  Gleichung: 

4sec0 

3V„,2ö'"^t8Ö==Z" 
Da  diese  transcendente  Gleichung  keine  direkte  Auflosung  zu- 
läßt, so  kann  man  fär  6  einen  Näherungswert  6'  aus  dem  hier 
(Agenden  Täfelchen  entnehmen  und  den  genaueren  Werth  von  0 
mittelst  der  folgenden  Formel  berechnen: 

sin  2$' 

6  =     +  f 1 "  *  008  B' sin  W  {L + A !*  W  • 

log  .j^pp  =  5.01 340 ,   log  *  =  9.87506. 

Die  Correktion  ist  dann  in  Sekunden  ausgedrückt. 

Fürdie  erste  Curve  war  £=1.7051;  dafür  Ö'  =  I8°1I'  u.  0=18°  8'  2"; 
„  „zweite   „     „  £=4.4653;    „   0'=  8  13      6=  8  13  42. 

Da  man  jetzt  den  Tangentenwinkel  kennt,  so  lassen  sieb  nach 
lern  Früheren  auch  leicht  die  Coordinaten  des  Scheitels  berechnen. 


Täfelcheo  zur  Bestimmung  des  Scheitels   der  ballt 

«tischen  Curve. 


• 


Diff.  r 


Diff.  1 


5°  o*  : 

7.53 

-0  l 

7.05 

40 

6.62 

6  0 

6.24 

20 

5  90 

40 

5.50 

7  0 

5.31 

20 

5.0.'. 

40 

4.82 

»  0 

4.00 

20 

4.40 

40 

4 

9  0 

_4.05 

90 

3.89 

40 

3.74 

to  0 

3.60 

'2.40 
2.15 
l.W 
1.70 
1.55 

1  40 

1.30 
1 .65 

1.10 
1.00 

0.90 

0.85 

0.80 
0.75 

0.70 


70^ 

II 

12 

13 

14 

15" 
16 
17 
18 

19_ 
20" 

21 

22 
23 
24 

25~ 


3.60 
3.23 
2.92 
2.66 
2.42 

2  22 
204 
1.87 
1.73 
I  59 

1.46 
1.35 
1.24 
1.14 
1.04 


0.96 


0.62 
0.52 
0.43 
0.40 

0.33 

0  ;jo 

0  28 
0  23 
0.23 
0.22 

0.18 
0.1H 
0.17 
0.17 
0.13 


27  • 
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A    n    b    a   n  g. 
§.  17. 

Die  dieser  Abhandlung  beigegebene  Tafel  I.  kann  noch  auf  ' 
andere  Weise  gebraucht  werden.    Sie  gibt  nämlich  für  jeden 
Werth  der  Zahl  p  den  zugehörigen  Werth  von  A{p)>  welches 
die  folgende  Funktion  von  p  ist: 

A(p)  =  p  ^r+p¥+  log  nat  (p  +  V  1  +/>«). 

Nun  ist: 

fdx VThr» = Coost. + i[x V1+i*+/(*+ V  1+**)] = Const.  +  W).  \ 
folglich : 

Durch  die  Tafel  I.  kann  man  daher  sehr  leicht  den  Werth  die 
ses  bestimmten  Integrals  finden. 

§.  18. 

Durch  die  Tafel  I.  lässt  sich  ferner  die  Parabel  sehr  leicht 
rektificiren.  Sei  der  Abstand  des  Brennpunkts  B  (Taf.  VIII. Fig.  10.) 
vom  Scheitel  A  gleich  q,  so  heisst  die  Gleichung  dieser  Curve: 

Die  Constante  ist  gleich  0,  wenn  die  Bugen  vom  Scheitel  au.« 
gezählt  werden. 

- = «-  (Vf> 

Setat  man  den  Leitstrahl  BC=r,  den  Winkel  ABC=zv9  so  W 

2?  ,  Z1QAO        ^  2?  COS  P 
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» 


JT      _         2cQ8g    1  —  C080   JO 

q       ~"1 -f  cos©"""  1  +  cose""^  2 
daher : 

§  19. 

Die  Tafel  I.  kann  endlich  auch  noch  dazu  benutzt  werden ,  um 
eine  Curve,  deren  Gleichung  y=f{x)  gegeben  ist,  näherungs- 
zu  rektificiren. 


Sei  OMN  (Taf.  VIII.  Fig.  11.)  irgend  ein  kleinerer  Theil  der- 
selben, so  legen  wir  durch  O  zwei  neue  Coordinatenaxen,  paral- 
lel den  vorigen,  und  berechnen  den  Bogen  so,  als  geborte  er 
einer  Parabel  an,  welche  durch  die  drei  Punkte  O,  M%  N  geht, 
und  deren  Gleichung  i;=a{-f  Ot*  sei.  Die  Constanten  a,  6  wer- 
den so  bestimmt,  dass  die  Parabel  durch  die  Punkte  M(6,  p) 

4u — v      .        v— 2u 
wod  Pf  (26,  v)  geht;  diess  gibt  a=— ^j-  und  6=  ^fr  « 

Zur  Rektifikation  des  Parabelbogens  dient  die  Gleichung: 

dt  =  d {  Vl  +  (a  +  26{j». 

Setzt  man  a+26|  =  x,  also  d£  =  ^ ,  so  wird: 

,  =  Const  +  lV4l6f1'  +  ^  '(*  +  VTH»)  =  Const.  +  ^  ^(i). 

Für  {=0  ist  x  =  a  und  für  |  =  26t  ist  z  =  a  +  4M;  wird  das 
Integral  innerhalb  dieser  Grenzen  genommen,  so  findet  sieb: 

46t  =  ^(a  +  4od)— ^(a). 

Nun  ist: 

Soll  nun  eine  Curve  ABCDE....XYZ  (Taf.  V1IL  Fig.  12.). 
deren  begrenzende  Abscissen  ar0  und  xm  sind,  rektificirt  werden, 

#o  setze  man  — — —  =  ö\  wo  n  eine  gerade  Zahl  sein  niuss, 
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dann  ist  xx  =  x0  -f  6,  xt  =  xx  -f  rr*  =  xn-\  •+  o\  Mao  be- 
rechnet jetzt  für  diese  sSmmtlichen  Abscisseu'  die  zugehörigen 
Ordinaten  yn,  yJt  yt,  ....  yn  mittelst  der  Gleichung  der  Curve  und 
bilde  die  ersten  und  zweiten  Differenzen  nach  dem  folgenden  Schema : 


A'y* 


*0 

4 

Vi 

xt 

*y% 

y* 

4y* 

3^4 

<*y* 

Ayn-\ 

*n  yn 

Beim  Bogen  ABC  ist 

f*  =  yi  ~yo  =  4y0    und    v=yt—g0=z  Jy0+  4ylt 
v— 2f*  =  z/'y0,   3v  — 4*1  =  2^  —  <4'y0,   4ft— v  =  2<fy0  — zf'y0. 

Analog  findet  man  diese  Wertbe  beim  Bogen  CDE,  indem  mar. 
jeden  Index  um  2  vergrossert.  Setzt  man  ABC=st,  CDE=tA9..„ 
X YZ = Im ,  so  ist: 

arc  AB  CDE ....  X  YZ  s    +       ....  + 


.    i.  20. 

Zur  Anwendung  des  Vorhergehenden  wollen  wir  einen  eilt 
ptischen  Quadranten  rektificiren. 
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Sind  die  Halbaxen  der  Ellipse  (Taf.  VUL  Fig.  13.)  gleich  10 
und  5,  80  beisst  ihre  auf  den  Scheitel  bezogene  Gleichung : 

=  i  ('20a:  -  x*). 

Anstatt  jedoch  diese  Gleichung  anzuwenden,  wollen  wir  zuerst 
auf  Etwas  aufmerksam  machen,  wodurch  gleich  eine  grossere 
Genauigkeit  erzielt  werden  kann. 

Die  Krümmung  der  Ellipse  ist  im  Punkte  A  am  stärksten 
und  nimmt  gegen  B  ab,  während  die  Krümmungen  der  zu  Grunde 
liegenden  Parabelbogen  mit  wachsenden  Abscissen  zunehmen. 
Denn  der  Krümmungshalbmesser  der  Parabel  hat  zum  Ausdruck 
Csec'Ö,  wo  C  eine  Constante  und  6  den  Neigungswinkel  der 
Tangente  zur  Abscissenaxe  bedeutet. 

Nun  wird  aber  ein  durch  drei  Punkte  eines  elliptischen  Bo- 
sens gelegter  Parabelbogen  sich  genauer  an  jenen  anschliessen, 
wenn  bei  beiden  Curven  die  Krümmungen  gleichzeitig  ab-  oder 
gleichzeitig  zunehmen,  als  wenn  bei  der  einen  eine  Abnahme 
and  bei  der  anderen  eine  Zunahme  stattfindet. 

Wir  transformiren  daher  die  Gleichung  der  Ellipse  (Tat.  VIII. 
Fig.  14.)  in  der  Weise,  dass  wir  die  kleine  Axe  zur  Abscissen- 
ixe  machen,  wodurch  wir  erhalten: 

y  =  2  V*(I0-*). 

Was  das  Intervall  9  betrifft,  so  wird  man  naturlich  die  gesuchte 
Bugenlänge  um  so  genauer  erhalten,  je  kleiner  d  angenommen 
«•ird.  Andererseits  würde  man  aber,  wenn  man  n  sehr  gross 
nehmen  wollte,  eine  unverhältnissroässig  langwierige  Rechnung 
mxzufuhren  haben. 


Wir  setzen  n  =  10;  da  nun  a*a  =  5,  x0  —  Q,  so  wird  5=4* 
Sodann  erhalten  wir  die  folgende  Tabelle: 


•l-l 

10-* 

x(10-j:) 

V 

logü/'y 

OjOO 
10.5 

2!l.O 
31.5 
42.0 
52.5 
6L3.0 
7|3  5 
8!4.0 
94.5 
105.0 

100 

9.5 
90 
8.5 
8.0 
7.5 
7.0 
6.5 
6.0 
5.5 
5.0 

0.00 
4.75 
9.00 
1*2.75 
1600 
18.75 
21.00 
22.75 
24.00 
24.75 
25.00 

0.00000 
4.35890 

4.35890 
1.64110 
1.14143 
0.85857 
0.66025 
0.50490 
0.37424 
0.25857 
0.15191 
0.05013 

—2.71780 
-0.49967 
-0.28286 
—0.19832 
-0.15535 
-0.1:3066 
—0.11567 
-0.10666 

—0.10178 

0.43422. 
9.45157« 
9.19131. 
9.06323. 
9.00766» 

600000 
7.14143 
800000 
866025 
9.16615 
9.53939 
9.79796 
9.94987 
10.00000 
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Es  bat  also  nur  der  Fehler  von  s2  einen  beträchtlichen  Wertb, 
was  eine8theils  davon  herrührt,  dass  dieser  Bogen  zu  gross  ist, 
als  dass  die  Parabel  sich  sehr  nahe  an  denselben  anschliessen 
kuoote;  anderntheils  aber  davon,  dass  für  ar  =  0  der  elliptische 
Bogen  mit  der  Abscissenaxe  einen  rechten  Winkel  bildet,  wäh- 
rend die  Parabel  (deren  Gleichung  y  —  ax  -f-  b x*)  keine  zur  Ab- 
sci«senaxe  senkrechte  Tangente  haben  kann. 

Es  Ifisst  sich  dessbalb  der  Bogen  durch  die  Parabel  nicht 
so  genau  bestimmen  nie  die  übrigen  Bogen,  und  wollen  wir  diess 
nun  auf  einem  anderen  Wege  versuchen. 


j.  21. 

Ein  Mittel  zu  einer  genaueren  Berechnung  des  Bogens  *4 
bietet  uns  der  in  j.  6.  angeführte  Satz  und  können  wir  die  danach 
abgeleitete  Gleichung  49)  benutzen.  Doch  wollen  wir  den  Bogen 
in  zwei  Theile  zerlegen,  da  er  zu  gross  ist,  um  auf  einmal  mit 
genügender  Genauigkeit  erhalten  zu  werden.  Damit  übrigens  die 
beiden  Theile  AB  =  cx  (Taf.  VIII.  Fig.  15.)  und  BC=c%  nicht 
in  ungleich  ausfallen,  setzen  wir  xt  =  ix2.    Es  ist  daher: 

x,  =  0/25  n  _    y,  =  i  V39  =  3. 1225 

^-^=0.75    *l  3/2—^1=2.8775 

x,=  1.00  y,  =  60 

Bezeichnen  wir  die  Tangentenwinkel  in  den  Punkten  A9  B,  C 
durch  q>0,  q>l9  <pt  und  die  Sehnenwinkel  BAD  durch  x0,  CBF 
durch  nlf  so  ist: 

Setzt  man  Sehne  AB  =  clt  BC=c%,  so  ist: 

_  vi  _y%—y\ 

1      sin*,/    ^  sinx, 
Nach  Formel  49)  hat  man: 

*i  =ci  .^[tgi(9o-»o)tg««o-9>i)].  [tglfo  -«iJtg««,-^] 

log  19= 1.27875  logy,  =  0.49450  log^  =0.49450 

log  yi  =0.49450  logart  =9.39794  log  sin  %<, =9.99861 

logtg9l  =0.78425  »ogtgKo=:  1.09656  logc,  =0.49589 

^=80°  40*  2"  «oe&WB'Sl" 
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Von  p  =  0  bt  =  5  bis  p  =  100  sind  die 
Intervalle  de<ten  Differenzen  interpolirt 
werden.  Sra  ngegeben,  die  in  folgender 
Weise  gebrn^ 

Sei 


Bei*, 


9.I0M  =  648.5616. 


Die  Wertbe  von  p  werden  in 
der  Anwendupsse  sich  folgende  Formel 
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17.3,303.3343  34.6562225 
17.4306.8100  34.8580226 


17.5  310.3058 

17.6  313.8214 
317.3571 
320.9127 


553550220 
35.257*220 
35.456*220 
35.6562221 


324.4883  35  856^214 
-—1)221 


50  2505.1052 

51  2606.1250 

52  2709.1444 

53  2814.1635 
54;  2921.1822 

55j  3030.2005 
56i  3141.2185 
3254.2362 
3369.2536 
3486.2707 


57 
58 
59 

60 
61 
62 
63 
64 


65 
66 
67 
68 
69 


3605.2875 
3726.3041 
3849.3203 
3974.3363 
4101.3521 


4230.3676 
4361.3828 
4494.3979 
4629.4127 
4766.4273 


70  4905.4417 

71  5046.4559 

72  5189.4698 

73  5334.4836 

74  5481.4972 


100.0 1\>9 
102.0195 
104.0192 
106.0188 
108.0184 

110.0181 
112.0178 
114.0175 
116.0172 
118.0169 

120.0167 
122.0163 
124.0161 
126.0159 
128.0156 


130.0152 
132.0152 
134.0149 
136.0147 
138.0145 


75 
76 
77 
78 
79 

80 


5630.5107 
5781.5239 
5934.5370!  154.01 30 


140.0143 
142.0139 
144.0139 
146.0136 
148.0136 

150.Ö132 
152.0132 


6089.5499 
6246.5626 

6405.5752 


156.0127 
158.0127 

160.0124 
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XXI. 

Eine  stereometrische  Schulaufgabe,  welche  zu  einer 
leichten  Inhaltsbestimmung  eines  Ellipsoides  fuhrt. 

Von 

Herrn  Hermann  Marius, 
Oberlehrer  an  der  KAnigUädtischen  ReaUchule  in  Berlin. 


Es  sei  (Taf.  IX.  Fig.  1.)  MPAA'P'  ein  Quadrant  eines  gra- 
den  Kreiscylinders.  Man  lege  durch  PM  in  beliebiger  Richtung 
den  Schnitt  PBM,  trage  in  den  Kreisquadranten  PA  eine  Sehne 
CD  ein,  lege  durch  ihre  Endpunkte,  sowie  durch  ihren  Halbi- 
ruogspunkt  L  Ebenen  parallel  der  Grundfläche  MAB,  so  sind  die 
entstehenden  Durchscbnittsdreiecke  dem  rechtwinkeligen  Grund- 
dreiecke MAB  ähnlich,  weshalb: 

LO:LJ=AB:AM  =  *:r, 

also: 


Ebenso  folgt: 

CD:k  =  LM:LJ  =  <t:LJ, 

mithin : 

cd=Tjm 

und  deshalb  ist  der  Inhalt  des  bei  C  und  D  rechtwinkeligen 
Trapezes  CD  FE  : 

t  =  LO.CD=  -  $.k* 

T 

Tragt  man  nun  die  Sehne  CD  mehrmals  hinter  einander  in 
den  Bogen  PA  ein,  so  ist  die  Summe  alier  solcher  Trapeze: 
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2t  =  *s.2k, 

und  wenn  auf  PM 

2k  =  h 

ist, 

J)  Zt  =  ±sh. 

T 

Ganz  ebenso  ergiebt  sich  filr  die  durch  ihren  BerOhrungspookt 
halbirte  Tangente  C'Z^,  dass  das  äussere  Trapez  CD' FE' 

T=s.k' 

ist,  dass  also  die  Summe  solcher  berührenden  Trapeze,  deren 
Breite  stets  =.CD'  ist, 

2)  ZT  =  s  2k>  =  sh 

wird. 

Je  schmaler  die  Trapeze  werden,  desto  mehr  geben  beide 
Summen  über  in  einen  Streifen  des  Cylindermantels : 

3)  Z  =  jä, 

und  dieser  Ausdruck  lehrt,  dass  alle  Zonen  von  der  Hobe  A, 
mögen  sie  nahe  bei  P  oder  bei  AB  sein,  immer  von  gleicher 
Grosse  sind. 

Summirt  man  alle  Zonen ,  bis  die  Hohe  h  gleich  PM  —  r 
geworden,  so  findet  man  die  dreieckige  Figur  PAB 

4)  Ac  =  *r, 

d.  h.  das  cylindrisch  gebogene  Dreieck  PAB  ist  doppelt  so  gross, 
als  das  Grunddreieck  MAB, 

Die  Inbaltszahlen  dieser  von  einem  Ellipsen-  und  einem  Kreis- 
bogen begrenzten  Flächenstucke  sind  frei  von  it. 

Macht  man  sowohl  die  inneren  als  auch  die  äusseren  Tra- 
peze zu  Grundflächen  von  Pyramiden  mit  der  Spitze  M,  so  haben 
erstere  alle  die  Hobe  o,  diese  die  Höhe  r,  und  deshalb  sind  die 
Summen  der  Pyramiden: 

2p  =  \q*-sh   und   2P  =  lr.sh, 

welche,  wenn  man  alle  den  Raum  PBMA  ausfüllenden  Pyr» 
miden  addirt,  beide  für  die  zwischen  ihnen  liegende  Grosse  des 
Cylinderstficks  PBMA  liefern: 
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5)  Pe  =  \T .  ST  =  , 

d.h.  das  vierseitige  Cylinderstück  ist  doppelt  so  gross,  als  ein 
Tetraeder  von  gleicher  Grandfläche  (MAß)  und  Hohe  (PM). 

Legt  man  durch  PM  einen  zweiten  Schnitt  jenseit 
PB,  so  folgt  aus  Formel  4)  durch  Subtraction  von  PAB'  und 
PABt  dass 

PBB'  =  BBf.r=z(2^  MBB' \ 

und  weno  man  den  Schnitt  durch  den  über  den  Quadranten  PAM 
erweiterten  Cylinder  diesseit  PA  führt,  so  hat  man  zwei  solche 
Cylinderdreiecke  zu  addiren.  Daher  gilt  auch  von  einem  Cylin- 
derdreieck,  worin  zwei  Seiten  Ellipsenquadranten  sind, 
dass  es  das  Doppelte  des  zugehörigen  G  runddreicks 
ist,  und  dass  der  zwischen  beiden  liegende  Körper  das  Dop- 
pelte eines  Tetraeders  von  derselben  Grundfläche  und 
Hube  ist. 

Beschreibt  man  nun  um  den  Grundkreis  einer  Halbkugel 
(Taf.IX.Fig.il  )  ein  beliebiges  Polygon  BBnB'....  und  legt  durch 
seine  Seiten  Cylinderflächen,  welche  die  Kugel  in  einem  Meri- 
dianquadranten (PA,  PA',...  )  berühren,  so  entsteht  eine  Cylin- 
derpyramide,  deren  Mantel  doppelt  so  gross  wie  ihre  Grundfläche 
i«t;  (nach  Formel  4)): 

6)  M  =  r£s  =  m, 

wenn  tc  den  Umfang  des  Polygons  bedeutet.  Für  jede  Zone  die- 
ses Mantels  gilt  (nach  Formel  3)) : 

7)  Z  =  h2s  =  hu; 

and  somit  haben  alle  diese  Körper  die  Eigenschaft  der  Kugel, 
dass  auf  ihren  Mänteln  die  Zonen  von  gleicher  Hohe  gleich  sind. 

Das  Volumen  der  Cylinderpyramiden  ist  das  Doppelte  der 
Pyramide  auf  derselben  Grundfläche  und  mit  derselben  Hohe. 
Eine  Halbkugel  gebort  auch  zu  diesen  Körpern. 

Zieht  man  in  der  erweiterten  Ebene  des  Aequators  einer  Kugel 
ton  beliebig  gelegenen  Punkten  je  zwei  Tangenten  an  denselben, 
Bö  dass  eine  sternförmige  Figur  entsteht,  so  ist  auch  diese  (Taf.  IX. 
Fig.  III.)  Grundfläche  einer  Cylinderpyramide,  von  welcher  alles 
Gesagte  auch  gilt. 

Da  die  Ecken  (At  C,  E,  Cr,..  .)  des  Sternes  eine  ganz  belie- 
hne Lage  haben,  so  kann  man  sie  auf  irgend  einer  Curve,  z.  B. 
^uf  einem  Kreise  oder  einer  Ellipse  annehmen,  die  mit  dem 
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Aequator  der  Kugel  coocentrisch  sind.  Dann  entsteht  (Taf.  IX. 
Fig.  IV.)  als  Cylinder-Doppelpyramide  ein  geripptes  Ellipsoid, 
dessen  Oberfläche  das  Vierfache  des  zackigen  Aequatoriatschnit- 
tes  ist. 

Macht  man  die  Construction  fiir  sehr  viele  Punkte  jener  Ellipse, 
und  verlängert  man  jede  Tangente  über  diese  Ausgangspunkte 
bis  zum  Durchschnitt  mit  der  nächsten,  so  entsteht  ein  zweiter 
Stern,  der  mit  seinen  Spitzen  über  die  Ellipse  hervorragt.  Je 
mehr  Zacken  diese  Sterne  haben,  desto  kleiner  wird  der  Unter- 
schied ihrer  Inhalte;  wächst  die  Anzahl  der  Spitzen  bis  in's  ün 
endliche,  so  nähern  sich  beide  dem  Inhalte  der  Ellipse  und  die 
Volumina  der  zugehörigen  gerippten  EJHpsoide,  von  denen  da* 
eine  kleiner,  das  andere  grosser  ist  als  das  Ellipsoid  mit  glatter 
Oberfläche,  haben  das  Volumen  des  Ellipsoides  zur  Grenze,  so 
dass  sich  für  dieses,  wenn  die  gegebene  Kugel  den  Radios  c,  und 
die  um  sie  gelegte  Ellipse  den  Inhalt  nah  hat,  ergiebt: 

* 


Ueber  die  Zerlegung  einer  ganzen  rationalen  Funktion 

in  Faktoren. 

Von 

Herrn  Professor  C.  A*  Bretschneider 

am  Gymnasium  7U  Gotha. 


Die  im  Archiv  in  diesem  Theile  S.  32.  enthaltene  Mittbeilnns 
des  Herrn  Franz  Muller  in  Prag  hat  mir  eine  schon  vor  Jahren 
gemachte  Bemerkung  in  das  Gedächtniss  zurückgerufen,  welche 
auf  elementarem  Wege  erkennen  lässt,  ob  eine  ganze  rationale 
Funktion 
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Fx  =  ii0  x* + ax  x»~l  +  a%x*~2  + ....  +  a«-i  x  +  an 
einen  Faktor  von  der  Form 


besitzt  oder  nicht.    Bildet  man  nämlich  die  Hölfsfunktionen : 

fxx  =  an*9  +apxn-P  +a2Px*-2P  +  ... 

ftx  =  o,  j-»-1  +  ap+\xn-v-x  +  aap+i  j:»-2?-1  -f  .... 

f%x  =  oaj:"-2  +  fl^|.2ar*-P-*-f-a2Ji^«j:»-2r-a  +  .... 


/^r  =  ap_i.r*-P+l  +  <i2j,_i  x"-^*1  -f-  a3p-\x"-3p+l  +  .... 

und  sucht  den  grossen  gemeinschaftlichen  Theiler  dieser  p 
Funktionen,  so  ist  letzterer  der  gesuchte  Faktor  q>(xP).  Oer  Be- 
weis dieser  Behauptung  ist  höchst  einfach.    Setzt  man 


wo  t|/  von  der  Form 

vx  =  boJ^-r"*  6,  ar—rw-i  +  btxn-Pm-'t  +  ....  +  6»-pm+i  x  +  o»_pfW 

«t,  und  entwickelt  das  Product  <p(xP)  tyx,  so  erhält  man  jeden 
I  oefficienten  a  ausgedruckt  durch  die  Coefficienten  b  und  c,  und 
die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Ausdrücke  für  die  Funktio- 
nen fx  liefert  sofort: 


io  welchen  Ausdrücken  die  tyx  gaoze  rationale  Funktionen  von 
der  Form: 

x  =  a,  x"-P™  -f  ft  x»-P("»-i)  +  ^  «■-»(—»>  -f  .... 


«>*  =  apX«-<p-i)-p»  +/Jpx"-(p-i)-p(*-»)  +yj>x»-(P-I)-P<"»-«)  + 


ind  die  Coefficienten  al}af,....ap;  ßltßf,....ßp;  y,,y„ ....y,;  u.  s.  w.  be- 
«iebuogs  weise  mit  den  Coefficienten  60>&„  —  ^p-i*  fy,  Vm> 
S*  *tp^i#  ....äfcp-i  u.  s.  w.  identisch  sind,  daher  denn  selbstver- 
ständlich 


Fx  =  <p  (xr) .  tyx , 


=  ^(xP).^^, 
ff*  =  <p(xP).tJvr, 
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yx  =  Vi^  +  VV*  +  tyBx  +  ....  +  typX 
sein  muss.    Ist  also  z.  B.  gegeben: 

Fx  =  &r9+ 2a:»-  10r7  —  lOx*  +  x*  +  8a*  -  2a:«  +  10a:*— ar  +  2 , 

und  man  will  untersuchen,  ob  Fx  einen  Faktor  \on  der  Form 
c0  +  e1a:*+cta*  +  ....  besitzt,  so  bilde  man  die  Hülfsfunktioneo: 

fxx  =  3a:9-  \0x7  +  x5— 2a:«  — x, 

fe  =  2j*—iar«  +  &rH  10.T*  +  2, 

und  ermittele,  ob  sie  einen  gemeinschaftlichen  Theiler  besitzen. 
Die  Division  liefert  für  denselben  den  Werth  (a*— 3a:*—  I),  so 
dass  man 

Fx  =  (x*  -  3a:*—  1)  (3a:*  -f  2a* -  x*  -  4**  f  a: — 2) 

erhält.   Hätte  man  zu  versuchen,  ob  die  Funktion 

Fx = 3a?11— 5*10— 2a:»-8i«+  14*r-12*»+  18a*+24a:«— 3a:*+ar+18 

einen  Faktor  der  Form  c0  +  c,  x*  +  caa:0  4-         besitze ,  so  bilde 

man  die  drei  Hülfsfunktionen: 

fxx—  3au—  8a:8—  12a-6— 3**, 
f2x=-5x™  +  14a7  +  18a:4  +  3a:, 
/Ja- =— 2a:»  +  Qx*  +  24a:«  +  18, 

und  ermittete,  ob  sie  sämmtlich  einen  und  denselben  gemein- 
schaftlichen Faktor  besitzen.  Man  findet  den  Werth  (x6~ 3x«  —  3) 
als  Faktor,  der  sowohl  fxx  und  fec,  als  auch  fxx  und  fax  gemein 
ist,  und  erhält  somit: 

Fx  =  (a:8— 3*«-3)(3x8-5a*-2a:»  +  a:*  — x—  6). 

Ebenso  würde  sich  für 

Fx  =  2a:»—  ix9 — 8a:7  +  15a:8  —  I  Ox*  +  22a*  -f  3*» + 24**  —  1 5* — 45 

durch  successive  Zerlegung  in  zwei  uod  sodann  in  drei  Hülfs- 
funktionen der  Werth 

Fx  =  (**— 5)  (2a:«  — 3)  (a*  -  2a:8  +  x*  -  a:  -  3) 

ergeben. 

Ist  es  auch  mit  Hülfe  der  höheren  Algebra  immer  möglich, 

zu  ermitteln,  ob  eine  Gleichung  eine  Wurzel  von  der  Form  Vm 
besitzt,  so  dürfte  doch  das  hier  angegebene  Verfahren  bei  seiner 
ganz  elementaren  Natur  immerhin  nicht  ohne  Werth  und  wenig- 
stens beim  Unterrichte  in  den  Elementen  der  Algebra  recht  brauch 
bar  sein. 
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XXIII. 

Die  Gleichungen  der  regulären  Vielecke  und  Zerle- 
gung derselben  in  Gleichungen  niederer  Grade. 

Von 

Herrn  Professor  IV.  Schoenborn 
in  Krotoscliin. 


C.  A.  Kletke  hat  in  seiner  Schrift:  De  polygonorum 
fegularium  aequationi bus.  Breslau  1833,  so  weit  dem 
Verfasser  bekannt,  zuerst  auf  elementar  geometrischem  Wege 
die  Gleichungen  für  die  Seiten  der  regulären  Vielecke  entwickelt. 
Die  Gleichungen  für  das  reguläre  10-,  14-,  18-, ....  34-Eck  werden 
4.  a.  O.  p.  2—  7  dadurch  gefunden,  dass  man  in  dem  Bestimmungs- 
Dreiecke  des  betreffenden  Vieleckes  den  Basis-Winkel  in  eine 
gewisse  Anzahl  gleicher  Theile  theilt,  deren  jeder  dem  Winkel 
an  der  Spitze  des  Dreiecks  gleich  ist.  Ein  ähnliches  Verfahren 
^folgte  der  Verfasser  dieser  Abhandlung  in  deren  erstem  Theile 

}.  9.,  indem  er  die  Gleichungen  suchte,  die  zwischen  den 
Seiten  eines  Dreiecks  statt  haben,  in  welchem  ein  Winkel  das 
«fache  eines  andern  Winkels  ist;  dadurch  gelangte  er  zu  den 
Sitzen  in  §.  4.,  5.,  aus  ihnen  folgen  als  besondere  Fälle  die  Sätze 
ober  die  Gleichungen,  deren  Wurzeln  die  Seite  und  Diagonalen 
der  regulären  Vielecke  geben.  —  Der  zweite  Theil  der  Abhand- 
lung von  §.  10.  ab  betrifft  die  Zerlegung  der  gefundenen  Gleichun- 
sen in  Gleichungen  niederer  Grade.  Der  eine  hierzu  angewendete 
Satz,  dass  nämlich  die  Gleichung  des  regulären  2(4n  +  1)-Ecks 

rieh  nicht  ändert,  wenn  man  statt  der  Seite  x  den  Werth  +  2 
einsetzt,  läset  sich  sehr  leicht  erweisen,  wenn  man  auf  die  Glei- 

COOJ|g     x  —  \ — =^  »uröckgeht;  deswegen  ist  in  §.  10.,  11.  auf 

diese  Gleichung  zurückgegangen  worden.  Beweist  man  den  Satz 
auf  eine  andere  Art  direct,  so  bedarf  es  der  Zuhilfenahme  dieser 
Gleichung  nicht. 

Th«il  XLVI.  29 
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§.  1. 

Die  Grössen 

0\t     ttt  »     ^3  »  ••••  "ji  

^1 »      ^2»      ^3>  **•• 

seien  in  der  Art  von  einander  abhängig,  dass  zwischen  ihnen  dir 
Gleichungen 

CD 

.C.tx  ,    _C<3  C.l— 1 

12  =  -— >  I3  —  ~     »  f4  —  •   

0|  rt3 


**=  —  — .    «8  =  — — .   04  =  —^—,....  ab- 


gelten; man  kann  dann  jedes  t,  jedes  a  als  bestimmt  ansehen, 
so  wie  tx ,  «i ,  c  gegeben  sind.  Ist  ferner  <?n>  tn  oder  eine  Function 
beider  Grössen  durch  at,  i\,  c  ausgedrückt,  so  wird  man 
(n+i  oder  die  entsprechende  Function  beider  Grössen  erhalten, 
so  wie  in  dem  betreffenden  Ausdrucke  alt  tt  mit  o*, vertauscht 
wird.  Bezeichnet  man  die  Function  tn— an  mit  F«,  so  ergeben 
die  Gleichungen  in  (1): 

Fi  =  <i  —  «i » 

r  -  =  -f-  — —  •  —  » 

3  «i  «1     «i— «1 

o,     +  ax  •(fl1a-^la)(nl*-^-cl^l)-c».<I(f1+c)• 
Die  Werthe  F6,  F<,  zeigen  ein  Gesetz,  das  sieb,  wenn  man 

annimmt,  wie  folgt  ausdrücken  Ifisst: 
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Auch  F4  ist  nach  diesem  Gesetze  gebildet,  da  es  ja  auch 

ax  r?i   "       —  tt2)c  —  c2.(i.\ 

ift. 

Nimmt  man  an,   die  Gleichung  (2)  sei  recht  für  alle  Werthe 
von  n,  von  n  =  4  bis  n  =  n,  und  versteht  unter  5„>  #n  das,  was 
aas  Zn,  Nn  wird,  wenn  man  darin  a.z,  t.z  an  die  Stelle  von  alt  tx 
etzt,  so  ist : 

(3) 

n    _k*—<l9%  .  C2./a  ^.Hn-g-f  cg.5»->   fr2—  fli* 

M*i2-fr2)  +  a1*-/1a'[(o1»-/|2)*-c*^l^]XIn-2-c3. 4.0,«— t 

*l  Cl     ("i2-  fr2)2  -  O.  Ii»  g~ 


Nach  der  Annahme  ist: 

folglich : 


fr 2  -  Ol*  .       -fr  — «1*  ,  C*  .  ^  Sn-2 

=  1-  — ~ —  '  TO — 1  =      «  *" 


_at*-tl*    Zn-1_    fr  . 

Zt»—*        Oi .  c  /V«— i     öj  .  c  ' 
setzt  man  diesen  Werth  in  (3)  ein ,  so  ergiebt  sich : 

—  ax*    c*.fr  tt .  Nn-i  +  c2 .  Zn-i  

d.h.  eine  Gleichung,  die  sich  aus  (2)  ergibt,  wenn  man  darin 
n-f  1  statt  n  setzt.  Die  Gleichung  (2)  gilt  also  für  alle  Werthe 
von  n,  die  =  oder  >  4  sind. 

Führt  man  das  Zeichen  Vn=^  ein,  so  kann  man  statt  (2) 
auch  setzen : 

k*  -  "ia  .  c*-fr         fr  +  c«.  V«-a 


«i  oi   '  Oi2—  fr2  —  c».«iV«-« 

oi         +  ai2-/,2  —  ca.fr.  V«-V 


uigin 
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da  nun  auch 

ist,  so  ergiebt  sich: 

r  „  ~  x»  » 

fra—  ß|2  —  c2 

oder,  wenn  man  das  Zeichen  Ä/=  einführt : 

ai 

c* 

'«-2 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  (4)  erhalt  man: 


FB  =  iü-v?-.  (4) 


c* 


oder  es  lässt  sich  Fn  als  Kettenbruch  darstellen,  dessen  einzelne 
Glieder  subtractiv  sonst  aber  sind,  'dessen  Endglied  aber 

oder  j?r  ist,  je  nachdem  n  eine  ungerade  oder  gerade  Zahl  ist. 

^3  t1 


§.  2. 

_  Z. 

Versucht  man  F„  als  Quotienten  darzustellen,  setzt  F«=  Y 

(wobei  also  Z«,  iV„  eine  andere  Bedeutung  haben  als  bisher),  so 
ist  wegen  Gleichung  (4): 

(fr*  —  fl!*  -  ra) .  Zn-%  -  qt  .c*.  /V«-s 

d.  h.  man  findet: 

Soll  also  Fn  als  Quotient  gefunden  werden,  so  braucht  man  nnr 
den  Dividendus  desselben  zu  suchen,  der  Divisor  ist  gleich  dem 
Produkte  aus  ax  in  den  zu  F„-a  gehörigen  Dividendus.  Aus  deo 
Gleichungen  in  (1)  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen: 

Z,=    fr»—  a,»-rfrc, 

Z4=-«l4  +  r1*(2a1»-fc*)-a1«  +  <lc.[-<i2+(ai,  +  c*)], 
ZÄ  =  -fr«  +  fr*(3a,«  +  2c»)  -  fr»(3a,«  +  2^»*»+  c*)  +  a,« 

+  fr  c .  [-  fr  4  +  fr  a(2ai  * + 2c»)  -     *  +  </,  »c»  -r  c*)  J, 
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Z„  =-  /,«  +  <,«(4a,2  i  3c2)  — ^(öa,4  -f  öfl^c*  +  3c4) 
+  *i*(4«, •  +  3at*c*  +  2a12c4  +  c«)  —  at8 
+      [—  !,•  +  <V(3«i2  +  3c«)  -  <l*(3a14  +  4fll2c2  +  3c4) 

+  (fliÄ  +  «i4ct.+  «|V  +  c«)]> 

ZI0=  /i8(5fll*  +  4c2)  — /^(lOai4  +  12ai2c2  +  6c4) 

+  f,4(10a,«  +  J2n,4f  *  +  «fl,2^4  +  4c6) 
-/l*(5fll«  +  4al«c*  +  3«,4c4  f  2al*c«  +  c«)  +  Oj10 
t+  f,c[-  *,8  +  46(4at*  +  4c2)  -  /i4(6a,4  +  $ax*c*  +  6c4) 
1^^4ri1H6oi4c^6al«c4f4c«)-(c7IHfliflc,+ai4c4+iil*rHc8)]. 

Nach  Analogie  dieser  Gleichung  kann  man  bilden: 

(6) 

/^=£m(-\ )«fi .  fjin-im  fWm .  fll2*  +        )w-i .  (n-m)i  .fli2"-,c2 

+  (ti  —  2)m_i.(ti  — m  +  I)1.0ilm-4.c4+.... 
+  (n— f)m_t.(n  — m  |  s  —  lViij2"»-2*.^ 
+  (n  -  s — 1  )m-.-i .  (w  —  rn  +  #  Vn .  a,  *»-*-2 .  c*+* 
-f  ....  +  (n-l)m.cM 

f  f,.c.i»(-  1)"  .^«-^[(n-lU-i.ai*—* 

+  (n-2)m-2  (n  — m  +  l)i . fll2m-4.c» 
+  (»  —  3)«-, . (n  —  m  I-  2)2.  o^2"«-8 .  c4  +  . . . . 
f  (n  — *)«_..(«— m  f  i—l ).-!.«, 2"»-**.c**-2 
+  (n  -  i  -  1)«— i  .  (n  -  m  +  $).  .  a,2»-2-1 .  c2' 

i  ....  +  (>!  —  1)m-i.C2,B-*]. 

In  dicner  Gleichung  bezeichnet  n,  den  Binomial-Ooefücienten 

n 

(»0  i»t  =1,  n_.=0);  das  Zeichen  I«  bedeutet,  man  «olle  in 

41 

dem  folgenden  Ausdrucke  dem  rn  der  Reihe  nach  die  Werthe 
0,l,2,3,.  ..?i  ertheilen  und  die  so  erhaltenen  Grössen  addiren. 
Man  findet  alsbald,  dass  die  Gleichung  (6)  richtig  sei  für  tt  =  2, 
3,  4,  5.  Vermöge  der  Gleichung  (5)  kann  man  aber  Z««fi  be- 
stimmen»  so  wie  Z?«  und  Zin-*  gegeben  sind.  Fahrt  man  die 
Rechnung  aus,  so  erhält  man  für  Z«B+a  einen  Werth,  der  sich 
aas  Gleichung  (6)  dadurch  ergiebt,  dass  man  darin  n  + 1  statt 
R  setzt.  Die  Rechnung  ist  ohne  Schwierigkeit;  durch  wiederholte 
Anwendung  der  Gleichung  (n  +  g)k  -r  (»  -f  f?)k-i  =  +  #  +  0*  l°8- 
»en  sich  die  Glieder,  die  in  gleiche  Potenzen  von  ax ,  fj ,  c  mul- 
tiplicirt  sind,  addiren.  Man  erhält  z.  B.  als  das  Glied,  welches 
in  (,2"-2*,.nl2",-2*4-2.c2*  multiplicirt  ist,  abgesehen  vom  Factor 
(—  V)T  die  Grösse: 

r 
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(n  —  s)m-$-\i  .(n  —  m  +*  —  2),  +  (n  —  *)ro_t.(n  — m -f  j— 1). 

+  (n  —  f  + 1         .  (»  —  in  f  *  — 2).-i  —  (n  —  s)m-, .  (n — m  +  «  -  2)_i 

=  (w  —  i . (w  -  m  -I-  i  —  2).  +  (n  —  s)m-..(n—m  + 1 -  1). 

+  (w— *)m-#fi.(n--TO  +  *  — 2),_i 

=  (n  —s)m-*+i  (n  —  m  +  *  —  1),  +  (n— s)m-i .  (n  —  m  + 1  —  1). 

=  (n— i  +  («— »»  +  *—!)•» 

d.  h.  eine  Grosse,  die  man  aus  dem  entsprechenden  Gliede  rn  (6) 
erhält,  wenn  man  in  diesem  m  +  1  und  n-\-\  statt  vi  und  n  setzt. 
Die  Gleichung  (6)  lässt  sich  aber  auch  einfacher  schreiben: 

(7) 

0  O 

n  m 

-fc.f1.^m|(-l)"'7J2''-2'n.2:-  [(» -s)„l-.t.(!f-m+j-l),-i.irl **-*•€*•-*]!. 
1  1 

Entwickelt  man  die  Werthe  von  Z,  deren  Zeiger  eine  ungerade 
Zahl  ist,  aus  den  Gleichungeu  in  (1),  so  erhält  man: 

Z8  =  ~V  +  *,(a,2  i  c«)  4  a,  [/,2-a,2], 

=  -  *i Ä  +  'i 1  (2c,  *  +  2c2)  -  M«i 4  +  <*i  2c2  -f  c«) 

+  ai  fr4-*i2(2«.*+**)i  V] 

Z7  =  —  f,'  +  f,5^;,2  +  3c1)-/, 3        +  4a,  2c2  +  3c4) 

-f  f,  (a,«  +  a,*c2  +  a,2c*  i  c*i 
+  *,4(3a,2  +  2c2)  +  *,2(3a,«  f  2a,«c*+c*)— 4*]. 

Z„  =  -  U  9  +  *,r  (4a,2  +  4c2)  -  *,  5(6«,4  +  9a,  2c2  +  6c*) 

+/,  8(4a,  H6a,4c2+6/i12c4+4c«)  -  tx  (a,  H  a,  8cHfli4c*+fl,V+c«) 
+  «i  Kö~ *,6(4a,H  3c2)  +  f,4(6a,*  +  6a,  2c2  +  3c*) 

—  f , 2  (4a,  H  3aj«c2+2a,  2c*-fc«)  +  a,aJ 

Beachtet  man,  dass  z.  B.  in  Z9  die  ungeraden  Potenzen  von  U 
in  dieselben  Factorcn  multiplicirt  sind  wie  in  Z,0,  wenn  man^  im 
letztern  Ausdrucke  vom  Factor  c  absieht,  dass  aber  die  geraden 
Potenzen  von  f, ,  abgesehen  vom  Vorzeichen  und  dem  Factor  ait 
dieselben  Factoren  haben  wie  die  geraden  Potenzen  von  f,  io  Zt< 
so  ergibt  sich  als  allgemein  giltig  die  Gleichung: 
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(8) 

Zta+1=i*{ (_])m+i.fl tn-2*+i .  j?« [ (n-s)m-$.(n-tn+t)9.al*'*-*c*)  I 

+  o, £m { (—1)»". 4*1-*»» .  £.  [(»— . (w— m+ j— 1). . a,*"-2* . c*]|. 

o  o 

Uebrigens  ISsst  sich  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (8)  direct  et- 
Heiseti,  wenn  man  den  hei  Gleichuug  (7)  angedeuteten  Beweis 
auch  hier  durchfuhrt. 

Hätte  mau  die  Werthe  von  Zn  nach  Poteuzen  von  a,  geord 
net,  so  wurde  man  statt  der  Gleichungen  (7),  (8)  erhalten; 

9) 

o  o 

+T.,[(-l)'»+..(m-l),.(B-,-l),_lp,.<1t— *^i.c«.+i])!, 
(10) 

0  0 

+  (-1)"+»  .  lm{  fl|*n-2m .       [(-I)"*«.  m. .  (n— >)„-„, .  ^  .  c2.]  j# 

o  0 

l>ie  Gleichungen  (7)  — (10)  nehmen  eine  viel  einfachere  Form  an, 
wenn  zwei  der  Grossen  tt ,  a, ,  c  einander  gleich  werden.  Sind 
P.  9  absolute  ganze  Zahlen,  so  ist: 

(I  +*)-!■  =  f  .[(-l)*.(p  +  i-l)..^J; 

o 

(I  +  *)-»  =  1  <x  [  (- 1)*.  (q  +  *-!)„ .  x°] ; 

o 

(1  +*)-<P+*>  =  2m[(-Vm.(p+q+ m— l),».*'"]. 
^Iglich  ist: 

[(p  +i  -  1). .  (q  +  m  ~i  - 1)«-.]  =  (p  +  q  +  m-l)m  (A) 

o 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  ;>=w— m,  9  =  11 — m-f  1,  so  geht 
über  In: 

£.  [(n-nt  +  i-lMn -*)„,-.]  =  (2n-ro)w.  (B) 

o 
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Setzt  man  in  (A)  ein  p  =  y  =  »  — m  +  1,  so  ergibt  «ich: 

5  •  [  (n — m  +  *). .  (n  —  s)m-t]  =  (2n  —  m  +  1)«.  (C) 

o 

Aus  (A)  folgt: 


oder 

2.[(p+i-2)M.(9  +  m-i-l)«]  =  (p+?  +  m-Vi. 
und  macht  man  hierin  p  =  y=n~m  +  l,  so  folgt: 

2 .  [(n — m  +  ,  _ .  (n  _  ,)„,_,]  =  (2„  -  m)^!.  (D) 

4 

Wegen  der  Gleichungen  (B),  (C),  (D)  gehen  die  Gleichungen  (7) 
und  (8)  in  dem  Falle,  wo  a%  =  c  ist,  über  in; 

dl) 

=  [(—  1  )m+l .  (9„  _  W)m .  tl  2a-2* .  ^  «*.) 

1 

(12)  i 
Zu+i  =  .  (2n  -m  +  !)„.<,»—»«•+' .  o,»»] 

+       [(—  1)».  (2n  —  m)m .  .  ojÄM-»]. 

o 

Sind  p ,  q  absolute  ganze  Zahlen ,   q  >  p,  so  ist : 

(I -*)p  =  !•[(-])•.  (1—*)-«  =  +  !)«,.*•]; 

o  o 

(1— =  ^»[(o~/?  +  m  — l)m.x«], 

folglich : 

m 


£•[(-1)'  p.  .fo  +  m— f— 1)«-.]  =  (?-j>  +  »-1)«.  (E) 
Für  p  =  m  —  1,  o  =  n  -  m  +  1  geht  (E)  über  in: 

I  -  [(-  1)- .  (m  - 1). .  (w  -  5)m_.]  =  (u  -  m  -f  ])m .  (F) 

o 
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Setzt  man  in  (E)  p  =  m,  q  s=  n  -  m  +  p  ein,  so  ergiebt  sich  : 

!«[(-  l)Mn..(n  =  (»— »0«  (G) 

Aus  (E)  folgt  : 

m-l 

£'[(—         (g  +  m— 2)m_._i]  =  (7 -p  +  m— 2)m_i, 

o 

||nd  diese  Gleichung  geht  fär  p=m  — 1,  0  =  n  — m-fp  Aber  in: 
^'[(-IMm -!).(* -i-l)— .-1]  =  (n-m)«-i.  (H) 


Di  man  in  (9),  (10)  (n  — *)m_.  statt  (n— *)«_»,  (n— *— 

statt  (n— #—!)»_«  setzen  kann,  so  gehen  beide  Gleichungen 

wegen  (F),  (G),  (H)  in  dem  Falle,  dass  tt  =  c  ist,  über  in: 

(13) 


(14) 

Zi*+i  =  (—!)". !»[(— Üm.(»— m  +  l)w.  al2n-2rn+l.tl*m\ 

o 

4.  (—  1      .  1™  [(—  1  )>• .  (n — m)m .  fli?l,-2m  •  *  1 2m 

0 

Beide  Gleichungen  nehmen,  weil  jetzt  einzeloe  der  Coefficienten 
0  werden,  eine  noch  einfachere  Gestalt  an,  man  vei gleiche 
darüber  §.  6. 

Anmerkung.  Zu  ähnlichen  Gleichungen  wie  in  (7)  —  (10) 
gelangt  man,  wenn  man  statt  von  den  Gleichungen  in  (1)  von 
folgenden  Gleichungen  ausgeht: 

Für  den  Zweck  dieser  Abhandlung  genügen  die  Gleichungen, 
die  in  §.  1.  und  §.  2.  entwickelt  sind.  Sollen  aus  den  in  der  An- 
merkung erwähnten  Gleichungen  die  folgenden  Sätze  Aber  regu- 
läre? Vielecke  hergeleitet  werden,  so  kommt  es  darauf  an,  den 
Nenner  von  U  durch  ax ,  tt ,  c  auszudrücken. 


f 
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J.  3. 

Im  Dreiecke  ABC,  dessen  Seite  AB  mit  c  bezeichtiet  wird, 
ziehe  man  durch  A  eine  beliebige  Transversale  ACX ,  lege  an  A(\ 
in  A  den  Winkel  ABCz=lCxA(\  an,  so  dass  CtACt  und  ABC 
auf  derselben  Seite  von  ACX  liegen,  an  AC*  lege  man  wieder 
denselben  Winkel  =  C*i4Cs  an,  an  ACt  wieder  und  so  fort, 

mache  also   ABC  =  C%AC*  =  C*ACt  =  (\ACA- C4ACb  =  

bezeichne  die  Strecken  der  Transversalen  von  A  bis  zum  Schnitt 
punkte  in  BC  mit  t  uud  dem  zugehörigen  Zeiger,  setze  also 
ACt  =  t\ ,  AC<i  =  1%,  AC\  =  t9 ,  AC4  =  f4  =         bezeichne  fer- 
ner Z?Q  mit  alt  BC^  mit  a2,  ÄC,  mit  «3  ,  so  ist: 


C?  Cio 

folglich : 

-  ^_      —        .         1  —      —        .         »  —      —       .  U.S.".. 

0|     c         tt         a%     c         t2         at  c 


oder  es  ist: 


lA  —    _     , .... 


"•=— sr-'  "»-— °* -  ST- 

Dass  die  entsprechenden  Gleichungen  fflr  fA,  o5(  f0 ,  o6,  

gelten,  wenn  ACbf  AC6,....  innerhalb  des  Winkels  CAB  liegen, 
bedarf  keines  Beweises;  es  frägt  sich,  in  wie  fern  die  Gleichun- 
gen noch  gelten,  wenn  die  Transversalen  ausserhalb  des  Winkel* 
liegen.    Nach  der  Figur  ist  ACt  die  erste  ausserhalb  liegende 
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Transversale.   Es  ist  ^C6A(^co\CbAB,  folglich  ^=^=£^?. 

Soll  diese  Gleichung  den  früheren  entsprechen,  so  muss  C6Cq 
=  "5— o6  sein;  also  muss  a6  =  BC6  als  negativ  aufgefasst  wer- 
den. Dass  a6  negativ  ist,  folgt  auch  daraus,  das«  C6  auf  einer 
Seile  von  B  liegt,  die  der  Seite  entgegengesetzt  ist,  auf  der 
(\,  C2,  C^,  C4,  Cft  liegen.  Die  nächste  Transversale,  die  man 
erhält,  wenn  man  an  AC6  den  Winkel  Q/4y7  =  ABC  anlegt,  muss 
über  A  verlfingert  werden,  damit  sie  BC  schneide.     Es  ist 

±C<AC,co&C6AB9  folglich  ^  =  £  =  ^-^,  mithin  ist  ne- 

gativ,  wie  jede  Transversale,  die  erst  in  der  Verlängerung  üher 
A  die  /?C  schneidet ;  ar  ist  positiv,  denn  Cr  liegt  mit  Cx  auf 
derselben  Seite  von  B.  Legt  man  an  Ay7  den  Winkel  y7Ay8 
=  ABC,  so  ist  w  ieder  &C7ACsco  &C7ABt  und  folgt  ebenso, 
dass  fg  negativ  sei.  Durch  Wiederholung  dieser  Schlüsse  über- 
zeugt man  sich,  dass  jedes  «,  dessen  Endpunkt  mit  dem  End- 
puubte  von  a,  auf  derselben  Seite  von  B  liegt,  als  positiv,  jedes 
«dagegen,  dessen  Endpunkt  auf  der  anderen  Seite  von  B  liegt, 
alj<  negativ  anzusehen  Ist;  ebenso,  dass  jede  Transversale,  die 
erst  in  der  Verlängerung  über  A  die  Seite  BC  schneidet,  nega- 
tiv zu  nehmen  sei.   Somit  erhält  man  folgenden  Satz: 

Zieht  man  in  einem  Dreiecke  ABC  durch  eine  Ecke  A 
eine  beliebige  Transversale  ACif  legt  an  diese  auf  der 
Seite,  wo  der  Winkel  ABC  liegt,  in  A  einen  Winkel  an 
—  ABC,  an  den  neuen  Schenkel  wieder  denselben  Win- 
kel und  so  fort,  bezeichnet  die  Strecken  dieser  Geraden 
von  A  bis  zu  den  Schnittpunkten  mit  BC  der  Reihe 
nach  mit  tlt  t2i%  1$ tn, welche  Grossen  als  posi- 
tiv oder  negativ  zu  betrachten  sind,  je  nachdem  der  zu- 
gehörige Schenkel  selbst  oder  erst  seine  Verlängerung 
über  A  die  Linie  BC  schneidet,  bezeichnet  die  Entfer- 
nungen der  Schnittpunkte  der  verschiedenen  Transversa- 
len mit  BC  von  B  respeclive  mit  alf  a2,  cr8, ant .... 
welche  Grössen  als  positiv  oder  negativ  zu  betrachten 
sind,  je  nachdem  die  Schnittpunkte  mit  C,  auf  derselben 
oder  auf  verschiedenen  Seiten  von  B  liegen,  versteht 
unter  c  die  Seite  AB,  so  finden  zwischen  diesen  Grös- 
sen die  folgenden  Gleichungen  statt: 

(15) 

h-~aT'  '«-"^T' •  • '»-'s^r  

°1—     ~      >  aB —     ~      »  fl4= — ~      , ...  flu—  -  •••• 

üi  fljj  O3  flu— 1 
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Statt  den  Winkel  ABC  an  ACt  selbst  anzulegen,  kann  er 
aoch  an  die  Verlängerung  von  AC\  über  A  und  wiederholt  wei. 
ter  angelegt  werden,  naturlich  in  derselben  Richtung  wie  vorher. 
(Also  jetzt  läge  y\Ay%  und  ABC  auf  verschiedenen  Seiten  von 
ACX).  In  der  Sache  und  den  Gleichungen  ändeit  sich  Nichts 
weiter,  als  das»  schon  tx  als  negativ  zu  betrachten  ist. 

Anmerkung.  Hätte  man  ABC  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  von  ACX  wiederholt  angelegt,  so  hätte  man  erhalten: 

A  (\AC%  cv>  A  C2AB,   A  CtAC^  cv> \CtAB  u.  s.  w.f 

und  wäre  zu  den  Gleichungen  : 

—  ql  •  *l  *c        *          Cfl » 1% « C  flu— i .  tn—l .  C 

r*  —  c*^*,*'     *  "~  ~c*—i? **  ~  "c*— 7,-1« 

ax.c%  a^.c%  «w-i.c* 

a*  —  c*— "a  "~  c*-«,« °n  ~~c*  —  ** 

gelangt. 


Die  Gleichungen  in  (15)  stimmen  mit  den  Gleichungen  in  (I) 
überein;  es  werden  also  auch  für  die  Grossen  in  (15)  alle  die 
Gleichungen  gelten,  die  wir  in  §.  1.2.  ermittelf ,  insbesondere  die 
Gleichungen  (7)  —  (14).  —  In  den  nun  folgenden  Anwendungen  der 
vorhergebenden  Sätze  wird  die  erste  Transversale  nicht  mehr 
beliebig  gezogen,  wir  nehmen  als  erste  Transversale  entweder  die 
Seite  AC  oder  deren  Verlängerung  über  A,  so  dass  im  Allge- 
meinen tx  in  o,  o,  in  a  ubergehen  wird.  In  dem  Falle,  wo  die 
erste  Transversale  in  der  Verlängerung  von  AC  liegt,  ist  nach 
dem  vorher  Gesagten  ix ,  d.  h.  h  negativ  zu  nehmen.  Ist  in  einem 
Dreiecke  ABC  der  Winkel  BAC=  n.ABC,  wobei  n  eine  ganze 
Zahl  ist,  und  man  wendet  auf  diesen  Winkel  das  Verfahren  in 
§.3.  an,  so  wird  t„  =  a„,  d.h.  F«  =  0.  F„  aber  wird  =0,  so 
wie  ZR=0  ist.  Setzt  man  also  in  den  Gleichungen  (7) — (10) 
Z„  =  0,  so  drückt  die  dadurch  erhaltene  Gleichung  aus,  in  wel- 
cher Abhängigkeit  sich  die  Seiten  eines  Dreiecks  von  einander 
befinden,  in  dem  der  Gegenwinkel  von  a  das  w fache  des  Gegen- 
winkels von  b  ist.  Allein  dieselbe  Gleichung  gilt  auch  für  die 
Seiten  eines  Dreiecks,  in  dem  zwischen  a,  ß  den  Gegenwinkeln 
von  o,  b  die  Gleichung 

«  +  4rn .  R  =  n .  ß 
gilt,  wenn  nur  m,  n  absolute  ganze  Zahlen  sind    Denn  beschreibt 
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man  in  der  vorigen  Figur  um  A  und  B  Kreise  mit  gleichem  Ra- 
dius, trägt  von  y  aus,  dem  Punkte,  in  dem  die  Peripherie  AC 
trifft,  einen  Bogen  yy, ,  der  den  Winkel  ABC  misst,  wiederholt 
auf,  so  kann  man  bei  dem  Auftragen  des  Bogens  mehrmals  die 
Kreieperipherie  zurückgelegt  haben,  es  ist,  so  wie  ynÖ  (6  ist  der 
Punkt,  in  dem  AB  die  Peripherie  trifft)  =  yy,  wird,  A  ACnB 
gleichschenklig;  also  ACn~CnB  und  Fn  wie  Z„  =  0.  Somit 
erhält  man  folgenden  Satz; 

Sind  a,  ß  zwei  Winkel  eines  Dreiecks,  für  welche  die 
Gleichung  o  -f  4m.  II  =  n.ß  gilt,  worin  m,  n  absolute 
ganze  Zahlen  sind,  m  auch  0  sein  kanrr,  so  drückt  die 
Gleichung  Z„=0  [(7)-(IÖ)]  die  Abhängigkeit  aus,  die 
zwischen  den  Seiten  a,  6,  c  dieses  Dreiecks  statt  findet, 
wenn  man  in  der  Gleichung  f,  mit  b,  a,  mit  a  vertauscht. 


Den  Winkel  ABC  kann  man  auch  statt  an  AC  an  die  Ver- 
längerung von  AC  wiederholt  anlegen;  ist 

o-f2ß  =  w./3,  so  wird  f»=afl,  also  Z»  =  0 

Aber  auch,  wenn  durch  das  itmalige  Anlegen  des  Winkels  ß  oder 
iurcb  das  Auftragen  des  ihn  messenden  Bogens  die  um  A  con- 
strnirte  Kreisperipberie  niederholt  durchlaufen  ist,  es  wird,  Wenn 

a  +  2R  +  4mR  =  n.ß  ist,  *.=  a«,  also  Z„  =  0  sein. 

Demnach  ergiebt  sich  noch  folgender  Satz: 

Sind  o,  ß  zwei  Winkel  eii.es  Dreiecks,  für  welche  die 
Gleichung  a  +  2(2m  +  l)ß  =  n.ß  gilt,  worin  m,  ra  abso- 
lute ganze  Zahlen  sind,  m  aber  auch  0  sein  kann,  so 
drückt  die  Gleichung  Z«  =  0  [(7)  -(10)]  die  Abhängig- 
keit aus,  die  zwischen  den  Seiten  «,  6,  c  dieses  Drei- 
ecks statt  findet,  wenn  man  in  der  Gleichung  f,  mit  -6, 
o,  mit  a  vertauscht. 


Zählt  man  die  Seite  eines  regulären  n-Ecks  mit  zu  seinen 
Diagonalen,  so  hat  das  Vieleck,  je  nachdem  n  gerade  oder  un- 
gerade ist,  in  oder  i(n  — 1)  an  Grosse  verschiedene  Diagonalen, 
Heren  kleinste  die  Seite  selbst  ist.  Denkt  man  um  das  Vieleck 
tioen  Kreis  beschrieben,  so  kann  man  die  Diagonalen  als  Seh* 


§.  5. 


§.  6. 
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nen  betrachten,  die  zu  Bogen  gehören  =-,  der  Kreis- 

peripherie;  man  bezeichne  die  Sehnen  respective  mit  xx ,  x2,  .r3,..., 
so  dass  xm  die  Sehne  ist,  deren  kleinerer  zu  ihr  gehuriger  Bogen 

=  ™  der  Kreisperipherie  ist.    Ist  m  >  ^,  so  ist  statt  xm  stets 

j-»—m  zu  setzen.  Die  pte  Diagonale  eines  regulären  it-Ecks  ist 
also  xP;  die  Diagonalen  sind  gerade  oder  ungerade,  je  nachdem 
die  Zeiger  gerade  oder  ungerade  sind. 

Verbindet  man  drei  Ecken  eines  regulSren  n-Ecks  dorch 
Gerade,  und  ist  xm  eine  Seite  des  dadurch  entstandenen  Drei- 

ecks,  so  ist  der  Gegenwinkel  der  Seite  =  —  R  oder  =  — — ™-R. 

n  n 

Sind  xmi  xpt  xr  die  Seiten  eines  solchen  Dreiecks,  was  nur 
geschehen  kann,  wenn  entweder  m+p  +  r  =  n  oder  etwa  m—p-\- r 
ist,  so  lassen  sich  die  Winkel  des  Dreiecks  bestimmen;  so  wie 
zwischen  zweien  derselben  eine  der  in  den  {{.  4.,  5.  erwähnten 
Gleichungen  statt  findet  (offenbar  hat  man  dabei  nur  unbestimmte 
Gleichungen  ersten  Grades  zwischen  m,  p,  r  und  (i,  v  zu  beach- 
ten, wenn  man  p,  v  statt  der  Grossen  m,  n  in  den  §§  4.  und  5 
setzt),  so  hat  man  in  der  Gleichung  Zv  =  0  eine  Gleichuog  zwi- 
schen diesen  drei  Diagonalen  des  Vieleck«.  Die  Untersuchung 
über  solche  Dreiecke  lassen  wir  aber  hier  bei  Seite  und  betrach- 
ten im  Folgenden  nur  gleichschenklige  Dreiecke,  deren  Basis  eine 
der  Diagonalen  des  Vielecks,  deren  gleiche  Seiten  Radien  des 
um  das  Vieleck  beschriebenen  Kreises  sind.  Da  aber  in  diesen 
Fällen  nur  die  Gleichungen  (11)  — (14)  zur  Anwendung  kommen, 
die  besonders  im  Falle,  dass  Z*  =  0  gesetzt  wird,  eine  einfachere 
Gestalt  annehmen,  so  wollen  wir  diese  zuerst  suchen. 

Wird  in  (11)  Z2«  =  0  gesetzt,  so  lässt  sich  die  Gleichung, 
wenn  man  b,  a  statt  tx ,  ax  setzt,  wie  folgt  schreiben: 

(16) 

Zi„  =  !•»[(- l)».(2n— in)«,. o1".*1«-*"] 

o 

-  Im  [(-])» .  (2n  -  m)«-! .  a*»-i .  b*«-**+l]  =  0. 
i 

Statt  (12)  erhält  man: 

(17) 

Za«+i  =  2m[(—  l)*.(2n— ro+  l)».a2n>.  6*n-*«f»] 

o 

-!*[(- 1)»» .  (2« — m)m .  a*"*1 .  6*»-*»]  =  0. 

o 
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Was  die  Gleichungen  (13)  und  (14)  betrifft,  so  lassen  sich  in 
ihnen  die  Grenzen,  zwischen  denen  sich  m  bewegen  kann,  enger 
ziehen.  Es  wird  (n  —  m)m  =  0,  so  wie  n  <  2m  wird ;  ist  also 
n  =  2v,  so  kann  m  in  der  Gleichung  (13)  nur  die  Werthe  0,  1, 
2,3,.... v  annehmen;  ist  n  =  2v  +  l,  so  ist  v-fl  der  Grenz- 
werth, den  m  nicht  (ibersteigen  kann.  Beachtet  man  noch  den 
allen  Gliedern  gemeinsamen  Factor,  mit  dem  man  zu  dividiren 
hat,  weil  der  Ausdruck  =0  ist,  so  geht  (13),  je  nachdem  n  ge- 
rade oder  ungerade  ist,  über  in: 

(18) 

2,  „  =  Zm  t  (- 1)» .  [(-2n  -  m  + 1)»  +  (2n  -  m)„_i] .  n*«-*».  6*»  I = 0, 

O 

(19) 

'iwi=  km\(-  1 )- .  ((2n  -  m)M  +  (2n-m  - 1  )„_,] .  «««-»"•.  6*»  |  =  0. 

Aof  gleiche  Weise  erhält  man  aus  (14)  die  Gleichung: 

(20) 

Z*,+i  s'Ä'lf-l)-. (»+ 1  -mVa— . 6«-] 

o 

*(»+») 

—  £m  [(-!)«•.(„— m)m,  an-2» .  0««+l]  =  o. 


§.  7. 

Es  sei  B  Mittelpunkt  eines  Kreises  mit  dem  Radius  r,  in 
^mselben  sei  xp  die  pte  Diagonale  eines  regulären  n-Ecks  =^C, 
ntn  ziehe  ßif,  BC,  so  entsteht  ein  Dreieck  ABC,  in  dem 

fi^R,    a  =  y  =  Ä  ist ;  soll  f3r  dieses  Dreieck  der  Satz 

n  ?i 

'°  {.4.  Anwendung  finden,  so  muss  sich  m,  $  ganzzahlig  so  be- 
stimmen lassen,  dass 

4m+^  =  ^i  oder  4m+I=2^±i) 

itt  Dazu  ist  also  erforderlich,  dass  n  eine  gerade  Zahl  =r  2v 
«ei;  ist  dieses  der  Fall,  so  erhält  man  als  Bedingungsgleichung: 

(4m -f  1).v=/?.(2i  +  1)  (A) 

Ist  also  v  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  die  Gleichung  (A)  er- 
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lullt,  wenn  man  ^ — ,  p=4ro-|-l  (ro  kann  jede  ganze  Zahl 

sein)  setzt;  Z,_i  =  0  wäre  also  die  Gleichung,  die  zwischeo  xv 

s 

d.h.  eioer  (4m-fl)ten  Diagonale  des  regulären  2v-Ecks  und  dem 
Radius  des  umschriebenen  Kreises  gilt.  Ist  v  eine  Primzahl, 
so  giebt  es  für  s  keinen  kleinern  Werth  als  den  genannten,  durch 
den  die  Gleichung  (A)  zu  erfüllen  wäre;  ist  v  ungerade,  aber 
keine  Primzahl,  so  wird  es  für  einzelne  Werthe  von  p  (aber  der 
Werth  p  =  1  gehurt  nie  dazu)  möglich  sein,  der  Gleichung  (A) 
auch  durch  kleinere  Werthe  von  *  zu  genfigen.  —  Hieraus  ergiebt 
**ich  folgender  Satz: 

Setzt  man  in  der  Gleichung  Zn  =  0  ((16),  (17))  r  an 
die  Stelle  von  6,  o,  so  giebt  die  so  erhaltene  Gleichung 
die  Abhängigkeit  an,  die  stattfindet  zwischen  jeder 
(4m  +  l)ten  Diagonale  (also  auch  der  Seite)  x  des  regu- 
lären 2(2« +  1)- Ecks  und  dem  Radius  r  des  umschrie- 
benen Kreises. 

Soll  auf  dasselbe  Dreieck  ABC  der  Satz  in  §.  5.  angewendet 
w erden,  so  ist  zu  untersuchen,  ob  sich  m,  %  ganzzahlig  so  be- 
stimmen lassen,  dass  durch  diese  Werthe  der  Gleichung 

2(2m  +  I)4^  =  ^ 

genügt  wird.    Damit  dieses  der  Fall  sei,  muss  n  gerade  =2v 
sein,  dann  erhält  man  die  Gleichung: 

(4m+3).v  =  p.(25  +  l)  (B) 

v—  1 

Ist  also  v  eioe  ungerade  Zahl,  so  ist  (B)  erfüllt  durch  #=  — » 

p  =  4m  +  3  (ro  kann  jede  ganze  Zahl  sein).  Beachtet  man  das 
über  Gleichung  (A)  Gesagte  und  §.  5. ,  so  ergiebt  sich  folgender 
Satz:  I 

Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  (16),  (17)  b  mit  — x. 
a  mit  r,  so  giebt  die  so  erhaltene  Gleichung  Z«  =  0 
die  Abhängigkeit  an,  die  statt  findet  zwischen  jeder 
(4m-f3)ten  Diagonale  x  des  regulären  2(2»  +  1)-Ecb 
und  dem  Radius  r  des  umschriebenen  Kreises. 

Die  beiden  letzten  Sätze  lassen  sich  offenbar  zu  folgendem  Satte 
vereinigen : 

Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  (16),  (17)  b  mit  x, 
a  mit  r,  sucht  die  Wurzeln  der  so  erhaltenen  Gleichung 
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Z»=0,  00  finden  sieb  anter  den  positiven  Warze! n  die 
s&mmtlichen  (4m+I)ten  Diagonalen  des  regulären  2(2n+l)- 
£cks,  unter  den  negativen  Wurzeln  aber  befinden  sieb, 
wenn  man  dieselben  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen 
versiebt,  sämmtlicbe  (4m |3)te  Diagonalen  dieses  Vielecks. 

Ein  reguläres  2(2n  +  1)-Eck  hat«  wenn  man  vom  Durchines- 
ter  des  Kreises  als  Diagonale  absieht  (bei  diesem  als  Basis  er- 
bitt  man  kein  Dreieck,  kann  also  die  Sitze  aus  j.  4.  und  g.  5. 
nicht  anwenden),  2«  an  Grösse  verschiedene  Diagonalen,  davon 
haben  11  gerade  Zeiger,  die  andern  11  ungerade  Zeiger.  Die  Glei- 
chung 2»=0  [(16),  (17)]  ist  in  Bezug  auf  x  vom  Grade  «;  da 
sieh  noter  den  Wurzeln  der  Gleichung  alle  Diagonalen  mit  unge- 
radem Zeiger  finden  müssen,  so  sind  alle  Wurzeln  der  Gleichung 
reell.  Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Sucht  man  die  Wurzeln  der  Gleichungen : 


(21) 

^  =  0=  V2(«M-l)=        [(- D- •  (2» - m).  .r*»  ] 


o 

■ 


-  £m[(-  i)m,  (2n  -  mU-i . r*— *  .*••-•-+*], 
1 

Z*f 1 =0=V2f*+s)=    1-  [(—  l)m .  (2ii — m  + 1)».  r*-.**-*»*!] 

0 

^Ä[(-l)«.(2n-m)«.r^^^^-], 

so  sind  dieselben  s&mmtlich  reell ;  ordnet  man  die  posi 
tiveo  Wurzeln  der  absoluten  Grösse  nach,  so  erhält  man 
dadurch  die  1,5,  9, ....  (4m  +  l)te  Diagonale  des  regu- 
lären 2(4n  +  l)-  [resp.  2(4n +3)]-Ecks;  giebt  man  den 
negativen  Wurzeln  das  Vorzeichen  -f ,  ordiiet  sie  dann 
ebenfalls  der  Grosse  nach,  so  erhält  man  dadurch  die 
Werthe  für  die  3,  7,  11, ... .  (4m  +  3)te  Diagonale  des 
selben  Vielecks. 

Gleichungen  der  regulären  2(2«  +  1)- Ecke. 

6- Eck:  jp— r  =  0, 

10-Eck:  x*  +  xt-t*  =  0, 

14-Eck:  ar»— *«r— 2ar«-f  r"  =  0, 

18-Eck:  ^  +  2*i*  +  r«  =  0, 

22-Eck:  jr*— *^-4*V4^«r*  +  3*r«  -r»=rO, 
rh.il  xtwi.  * 
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26-Eck :   x*  -f  x*r—5x*r*—4x*r*  -f  6**r*  -f  3.rrö- r*  =  0, 

30-Eck :   x7-x*r— öarV^+SarV8  +  lOorM— OrV»—- lrr«+f»  =0, 

34-Eck:   ar'  +  ^r— 7a:«r*--6x*r»  +  15^r* 

+  10rsra  —  10x*r«  —  4:rr7  +  r»  =  0, 

38-Eck :       — *8r  -  Hx7r* + 7*«r8  -,  21x*r« — 1 5 x V 

—  20*V*  +  IOrV  +  5xr»-r9  =  0, 

42-Eck:   a;™-**9!—  9**r*— &r7r»+2&r«r* 

+2Lr*r»  -  35^r«-20r5r7  +  15*M  +  5xr»-rM  =  0. 

U.     6.  W. 


Die  Frage,  in  welchen  Fällen  für  einzelne  Diagonalen  eiues 
regulären  2(2n  +  1)-Ecks  einfachere  Gleichungen  gelten  als  die 
in  §.  7.  gefundenen,  tritt  in  dem  Falle  auf,  wo  2n  +  l  keine  Prim- 
zahl ist.  Ist  2n-f-l=m.*,  wo  rn  wie  s  ungerade  Zahlen  sind, 
die  zunächst  keinen  genieinsamen  Factor  haben  mögen,  so  wer 
den  sich  sämmtliche  Diagonalen  des  2m-  wie  des  2*- Ecks  als 
Diagonalen  des  2(2w  -f  ))-Ecks,  also  auch  die  ungeraden  Diago- 
nalen der  ersten  Vielecke  als  ungerade  Diagonalen  des  2(2n-|-l)- 
Ecks  finden.  In  dem  Falle  nun,  dass  m,  *  beides  Zahlen  von 
der  Form  4ft  -f- 1  sind,  ist  die  #te  Diagonale  des  2(2w  +  1)-Ecks 
die  Seite,  also  erste  Diagonale  des  2m -Ecks;  ebenso  ist  jede 
(4v±l).*te  Diagonale  des  2(2?t  +  I)-Ecks  die  (4v±l)te  Diago- 
oale  des  2m -Ecks.  Beachtet  man,  dass  die  Gleichung  (21)  alle 
ungeraden  Diagonalen  des  betreffenden  Vielecks  als  Wurzeln 
enthält,  sonst  keine  andern,  so  ergiebt  sich  aus  den  vorstehen- 
den Betrachtungen  und  ähnlichen  für  den  Fall,  dass  entweder  tn 
oder  s  oder  beide  von  der  Form  4ju-f  3  sind,  folgender  Satz,  zu 
dessen  Verständniss  noch  zu  beachten  ist,  dass  unter  umgewan- 
delter Gleichung  eines  Vielecks  die  Gleichung  verstanden  wird, 
die  man  aus  der  Gleichung  des  Vielecks  dadurch  erhält,  dass 
man  darin  — x  statt  x  setzt: 

Ist  2w-f-l  =  m.*  (es  haben  m,  *  keinen  Factor  gemein) 
und  es  sind  tn  und  s  beide  von  der  Form  4p  -f  ] ,  su 
enthält  die  Gleichung  des  regulären  2(2n  +  l)-Ecks  (21) 
als  Factor  sowohl  die  Gleichung  des  2m-,  wie  de«  2j 
Ecks;  sind  m  und  s  beide  von  der  Form  4ft-f  3,  so  ent- 
hält die  Gleichung  des  2(2n-f-l)-Ecks  die  umgewandelte 
Gleichung  des  2m-,  wie  des  2* -Ecks  als  Factor;  ist 
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m  von  der  Form  4ft-f~l,  *  von  der  Form  4ft  +  3,  so 
enthält  die  Gleichung  des  2(2n  +  l)-Ecks  als  Factor  die 
Gleichung  des  2s -Ecks  und  die  umgewandelte  Gleichung 
des  2ip-Ecks. 

Im  Wesentlichen  ändert  sich  die  Sache  nicht,  wenn  m  und 
i  einen  Factor  gemeinsam  haben;  ist  z.B.  2n -f- 1  =-fi*.m.*,  so 
ist  immer  noch  jede  (4v±\)p..mte  Diagonale  des  2(2n-f-  1)-Ecks 
die  (4vil)te  Diagonale  des  2p.  s- Ecks;  es  wird  sich  also  in  der 
Gleichung  des  2(2n-fl)-Ecks  entweder  die  wirkliche  oder  die 
umgewandelte  Gleichung  des  2p.  *- Ecks,  wie  die  des  2p. in* 
Keks  als  Factor  finden,  nur  darf  man  daraus  nicht  schliessen, 
das«  das  Produkt  beider  Gleichungen  sich  als  Factor  in  der 
Gleichung  des  2(2n  +  1)-Ecks  finden  werde. 

Beispiele.  Wir  setzen  den  Radius  =1.  In  der  Gleichung 
des  18-Ecks  ist  die  umgewandelte  des  6- Ecks  enthalten,  sie  Ist: 

=  (ar  +  l)(*»-3*+l)  =  0. 

lo  der  Gleichung  des  30-Ecks  findet  sich  die  des  6-  und  die  um- 
gewandelte des  10  Ecks;  sie  ist: 

=  (x — 1 )  (x* — x — 1 )  (x4  +  x • — 4*« — \x  -f  1 )  r=  0. 

In  der  Gleichung  des  42- Ecks  findet  sieb  die  umgewandelte  des 
6*  und  des  14 -Ecks;  sie  ist: 

=  (*+l)  -2*- 1)  (x*-x*-&r*+$x*+&r*-8x-l)=0. 

lo  der  Gleichung  des  50- Eck  findet  sich  die  des  10-Ecks;  es  ist: 
T»  +  xn  _  1 1  ^10  _  ]  qx9  +  45X«  +  3(^7  __84^e-  56x*  +  70r4 + 35*» 

-  21x*  -  6.*  +  1  =  0 
=  (x* + x  —  1) .  (*lü  -  10x» + 35x« + *•  -  50x« — 5x»  +  25x* -f 5a:— 1 ). 

In  der  Gleichung  des  70 -Ecks  ist  die  Gleichung  des  14-  und  die 
umgewandelte  des  10-Ecks  enthalten;  es  ist: 

xi7— arM—  16x"  +  15*"+  105x15— 9lxw— 364x"+286x10+715x<» 
-4***»— 792x7  +  462*«  +  462x»— 210x*— 120x*  +  36x*  +  9x- 1 

=  0=  (x* — x  —  I)  (x*  -  x2  -  2x  +  1) 
><(xtt+x"-12x10-llxH54x«+4aT7-lI3x«-71jr-+ll(^ 

+  46**— 40x»-8*  +  l). 

In  der  Gleichung  des  DO- Ecks  finden  sich  die  Gl 
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i 

10-  und  18- Ecks,  die  umgewandelten  des  6-  und  30-Eeks;  soll 
aber  die  Gleichung  den  90- Ecks  als  Produkt  dargestellt  werden, 
so  ergiebt  sieb: 

*m +*«-21**>— 20*"+  \W*+tlUP—  mx"-mx"-tmte" 
-f  2380*"-  618K*»--4368*» + 8008*10 + 5005*»- 6435**  -  3432*' 
+  3003a;«  + 1 287**  -  7 1 5*«  - 220*»  +  66**  -f  1 1  *  - 1 
=  (*  + 1)  (*»  +*—  1)  (*»— 3*  + 1)  (**—*»— 4**+4*+l) 
X  (*"  - 12*10  -  *• + 54*« + 9*r  - 112*«  -27*»  + 106** + 31*» 

-36**-12*  +  l)=U, 

U.  8.  W. 

Ist  in  der  Gleichung  eines  2(4n-|-l)-Ecks  die  Gleichung  eine« 
2(4m-f  1)-Ecks  al6  Factor  enthalten,  so  ist  der  Quotient,  den 
man  erhält,  wenn  man  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite  divi- 
dirt,  nach  den  allgemeinen  Gleichungen  in  (21): 

**<«—)  -  2(n -  m) .  **<— — i)  - ....  =0 ; 

ist  in  der  Gleichung  eines  2(4n+l)-Ecks  die  umgewandelte  eine* 
2(4m  +  3)-Ecks  enthalten,  so  ist  der  Quotient: 

^(„-m)-i  _  [2(n-m)-l]  .*«(■—>-«  +  ....  =  0; 

in  beiden  Fällen  also  ist  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes,  der 
gleich  der  negativen  Summe  aller  Wurzeln  der  Gleichung  ist,  =0; 
mithin  ist  in  solchen  Vielecken  stets  die  Summe  einer  Anzahl 
von  ungeraden  Diagonalen  gleich  der  Summe  einer  andern  An- 
zahl von  Diagonalen.  Die  Sache  verhält  sich  ebenso,  wenn  sieb 
in  der  Gleichung  eines  2(4»  +  3) -Ecks  die  Gleichung  eines 
2 (4m  -f-  3) -Ecks  oder  die  umgewandelte  eines  2 (4m  -f  1)-Ecks  als 
Factor  findet.  Mithin  ist  im  regulären  18- Eck:  *a  +*§  =  *7i 
im  regulären  30- Eck :    ^  -f  *9  +  *i3  =  *r  +  *M  ;  u.  s.  w. 

i 

i 

§.9.  ! 

i 
i 

Es  sei  A  Mittelpunkt  eines  Kreises,  BC=x,  sei  in  ihm  die 
pte  Diagonale  eines  regulären  «-Ecks;  zieht  man  AB,  AC,  so  ist. 

soll  auf  dieses  Dreieck  der  Satz  in  §.  4.  angewendet  werden,  so 
müssen  sich  m,  s  ganzzahlig  so  bestimmen  lassen,  dass 
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4p  =  ,Jn-^)  

n  n  v  7 

«ei.  Ist  nun  n  zunächst  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  (A)  nur  los- 
bar,  wenn  t  durch  4  theilbar  ist.   Man  setse  also  1=4*  und  erhält: 

p(2<F+l)  =  (tf-m).il,  (B) 

eine  Gleichung,  die  jedenfalls  erfüllt  ist,  wenn  man  G  =  i(n  —  1), 
P~o  —  tu  setzt ;  somit  kann  p  jede  ganse  Zahl  =  oder  <  o 
sein.  Die  Gleichung  Z4<,  =  0  (18)  wäre  also  Gleichung  für  die 
Seite  und  Diagonalen  des  regulären  (2a  +  ])-Ecks;  da  die  grosste 
diagonale  eines  solchen  Vielecks  xa  ist,  so  enthält  Z4a=0  unter 
•einen  Wurzeln  alle  Diagonalen  des  regulären  (2<J  + 1)-Ecks. 
Haben  p  und  it  einen  gemeinsamen  Factor,  so  wird  sich  för  ge- 
wisse Werthe  foo  p  (aber  der  Werth  p=l  gehört  nicht  dazu) 
allerdings  ein  kleinerer  Werth  von  t  finden  lassen,  der  der  Glei- 
chung (A)  genflgt   Somit  erhält  man  den  Satz: 

Sucht  man  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

Z4W  =  t/Sn+l 

=  km  |  (- 1)«  [(2»-m  fl)„  +  <2»-ift  )„-i] .  .  r** }  =  0, 

so  finden  sich  unter  denselben  die  Werthe  aller  Diago- 
nalen, also  auch  der  Seite  des  regulären  (2« +  1)- Ecks. 


Gleichungen  der  regulären  (2n  +  l)-Ecke;  Radius  =1. 

3-Eck:  3  =  0, 

5-fcck:  *«-6x»  +  5  =  0, 

7-Eck:  x*-7x*  +  lix*-7  =zQ, 

9-Eck:         9*« +  27**— 3Or»  +  9  =  0, 
M-Eck:  *™-lI*«  +  44x«— 77**  +  55\r»-ll  =0, 
ll-Eck:  ^"-13ar>0  +Ö5or«-  15Ö*H  182a^-9la:*  +  13  =r  0, 
15-Eck :  x14-  15*w  +  90l*»tf-27fe'  +  45Or6-378x«+140*a-15  =  0, 
J7-Eck :  x«- 17*"+ 1 19*  «-442jr">+935.*»- 1 122x«+ 7 14^-204** 

+  17  =  0. 

U.  8.  W. 

kt  n  in  der  obigen  Gleichung  (A)  eiue  gerade  Zahl,  etwa  =2v, 
geht  (A)  Ober  in : 


4m  +  ?e  =  fcP>, 


(C) 


r 
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d.h.  entweder  ist  t  gerade  oder  v  und  p  sind  angerade.  Bei 
der  letztern  Annahme  gelangt  man  zu  den  Gleichungen  in  (21), 
bei  der  erstem,  wo  *=2g  gesetzt  wird,  ist  p(tf-fl)  =  v(<f— 2m), 
und  diese  Gleichung  ist  erfüllt,  wenn  man  v=a+l9  p=<F— 2m 
nimmt,  d.  h.  man  erhalt  den  Satz: 

Sucht  man  die  Wurzeln  der  Gleichung 

■ 

Z*(2„-l)  =  V4n 

=  Zm{(-\)m  [(2/1  -  m)m  +  (2fl-7?|-l)m-l]  .**»-2m.ri*l=0. 

o 

so  befinden  sich  darunter,  die  Wertbe  aller  ungeraden 
Diagonalen  des  regulären  4n-Ecks. 

Gleichungen  der  regulären  4n-Ecke;  Radius  sl. 

4-Eck:         2  =  0, 

8-Eck:   a;*-4x*  +  2  =  0, 
12-Eck:  &r«  +  9;r*— 2  =  0. 

16-Eck:   *«-8x«-f  20^- lte*  +  2  =  0, 
20-Eck :        -  10*«  +  35*Ä-50*«  +  20**— 2  =  0, 

u.  s.  w. 

Aus  den  Gleichungen  in  §.  7.  und  j.  9.  lassen  sich  leicht 
Gleichungen  finden,  die  zwischen  bestimmten  Diagonalen  eines 
regulären  Vielecks  gelten,  denn  im  regulären  2n-Ecke  ist  da« 
Dreieck,  dessen  Basis  xp,  dessen  gleiche  Seiten  Radien  sind, 
ähnlich  einem  Dreiecke,  dessen  Basis  xtp,  dessen  gleiche  Seiten 
Xn-p  sind. 

Im  Folgenden  beschäftigen  wir  uns  nur  mit  den  regulären 
2(2n  + 1) -Ecken ;  sind  die  Diagonalen  eines  solchen  Vielecks 
gefunden,  so  sind  auch  die  Diagonalen  des  (2n+l)-,  4(2n-flh 
8 (2h  I- 1)-, ....  Ecks  bestimmt. 

§.  10. 

Zu  den  Gleichungen  in  (21)  kann  man  noch  auf  eine  andere 
Weise  gelangen.    Setzt  man  in  der  Gleichung 

**»+:r*»-H         +  +      1  =  0, 

d.  h.  in  — ^ZTl-  =  U 
den  Werth  x+  \  =y  ein,  so  ergiebt  sich: 
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fr  ~  («- 1  )i  -r^-Hn-Zh.y*-*  -  (n-3)3  .y-«  -f  (n-4)4  .y-»-....] 
+  [y-1  -  (»  -  2) ,  .y—H  («  -  3),  .y- 4)3 . 3,-* + ....]  =  0. 

Oer  allgemeine  Beweis  fiir  diese  Umformung  ist  gewiss  schon 
anderweit  geführt,  wenngleich  dem  Verfasser  nur  der  Beweis 
fiir  die  ersten  Glieder  aus  Eytelwein:  „Anweisung  zur  Auf- 
lösung der  höhern  num.  Gleichungen  pp.  22.  23.  bekannt  ist;  iibri- 
°eos  hat  der  allgemeine  Beweis  Leine  Schwierigkeit.  Die  umge- 
formt© Gleichung  la'sst  sich  aber  auch 

£«•[(—  \)m. (w-ro)o,. tj*-'*m]  +  Em  [(— I)».(n-m-I)f„.i/n-2'»-,]=0 

o  o 

abreiben;  setzt  man  hierin  2it  an  die  Stelle  von  n9  so  ergiebt  sich: 

2* [(- 1  )«•  (2»-ro)m ,iß»-*»]  +  "im [(-1 )« .(2n-m- \)m  y*»-*»-!]  =0 

o  o 

oder : 

(22) 

[(- 1 )™  •  (2« -  m)n . ^»-*»]  -  im  [(- 1 )« .  (2ti-  m)«-!  .^-2»+i]=0, 

«»  i 

d.h.  die  erste  Gleichung  in  (21),  wenn  man  darin  r=l  setzt. 
Ebenso  gebt  die  Gleichung 

**^^i+**-2 --**■-»  +  ...  .  +  *»-*+ 1=0  oder  =0 
über  in: 

£•[(-!)- .  (n-m)«. .  ty-2»J  -  1  )• .  (n-m-l)„.iy-*— »]=0, 


md  setzt  man  hierin  2n  -f  1  statt  w,  so  erhalt  man: 

(23) 

£•[(- 1)« .  (2n  f  l-m)„.  iß*  4 im  f(-I  )**.(2n~m)m.tf*-*"]=0, 

d.h.  es  ergiebt  sich  die  zweite  Gleichung  in  (21),  wenn  man 
darin  r  =  1  setzt. 

Wird  also  der  Radius  des  Kreises  =1  gesetzt,  so  er- 
hält man  die  Gleichung  des  regulären  2(4n-f  l>Ecks  aus 

x4nfl__l 

der  Gleichung   =0,  die  Gleichung  des  re<*u- 
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2(4n  +  3)-Ecks  aus  der  Gleichung  .  |—  =0,  ireno 

1 

man  in  denselben  ar+-=y  setrt;  d.  h.  ein  beliebiger 

x  i 

stets  imaginärer  Wurzelwertb  dieser  Gleichung  plus  dem 
umgekehrten  Wertbe  dieses  Wurzelwerthes  giebt  die 
Grösse  einer  ungeraden  Diagonale  des  regulären  2(4»  + 1)- 
resp.  2(4* +  3) -Ecks,  entweder  mit  dem  Vorzeichen  + 
oder  —  versehen. 


}.  IJ. 

Die  Gleichung 

bleibt  unverändert,  wenn  man  darin  x  —  Vi  einsetzt,  d.  b.  die 
neue  Gleichung  hat  dieselben  Wurzeln  als  die  gegebene.  Ist 
also  a  irgend  eine  Wurzel  der  Gleichung,  so  ist  auch  <r*  eine 

Wurzel  derselben.   Nimmt  man  nun  a+-=ylt  o2+-j=5f,  [ylt 

y%  sind  alsdann  Wurzeln  der  Gleichung  (22)],  so  folgt  aus  beiden 
Gleichungen  yt2  =  2  -f-y^,  d.  b.  es  sind  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung (22)  von  der  Beschaffenheit,  dass  das  Quadrat  jeder  Wur- 
zel gleich  ist  %  plus  einer  andern  Wurzel,  die  Wurzel  natürlich 
versehen  mit  dem  zugehörigen  Vorzeichen. 

Wird  in  der  Gleichung 

x*»+2  -       <+ a>  —  x**-t  +  ....  +  *»— .r  +  1  =0 

Vz  an  die  Stelle  von  x  gesetzt,  so  erhält  man  eine  Gleichung, 
deren  Wurzeln  man  aus  den  Wurzeln  der  gegebenen  erhält,  weoo 
man  letztere  mit  —1  multiplicirt ;  ist  also  p  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung, so  ist  auch  — a*  eine  Wurzel  derselben.   Setzt  man  nun 

in  dieser  Gleichung  a-f  ]|  =  yr,  —  «*—  ^  =  y»  \.V\*  V%  sind 

dann  Wurzeln  der  Gleichung  (23)],  so  folgt  aus  beiden  Gleichun- 
gen yt*  =  2  —  yt,  d.  b.  die  Wurzeln  der  Gleichung  (23)  sind  ron 
der  Beschaffenheit,  dass  das  Quadrat  jeder  Wurzel  gleich  ist  k2 
minus  einer  andern  Wurzel  derselben  Gleichung. 

Beachtet  man,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  (22)  die  un- 
geraden Diagonalen  des  regulären  2(4»  -f  1)-Ecks,  die  der  Glei- 
chung (23)  die  ungeraden  Diagonalen  des  2(4» +  3) -Ecks  siod, 
theils  versehen  mit  dem  Vorzeichen  +.  theils  mit  dem  Voriei- 
chen  — ,  so  ergiebt  sich  folgender  Satz: 
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Die  ungeraden  Diagonalen  eines  regulären  2(4ft+l;-Ecks 
haben  die  Eigenschaft,  das«  das  Quadrat  jeder  dersel- 
ben gleich  ist  2  plus  einer  andern  ungeraden  Diagonale 
des  Vielecks;  bei  den  ungeraden  Diagonaleu  eines  regu- 
lären 2(4»  -f  3)-E$ks  aber  ist  das  Quadrat  jeder  dersel- 
ben gleich  2  minus  einer  andern  ungeraden  Diagonale 
des  Vielecks. 

Natürlich  ist  hierbei  der  Radius  des  umschriebenen  Kreises 
=  1  gesetzt  und  jede  Diagonale,  deren  Zeiger  von  der  Form 
4* +3  isf,  als  negativ  genommen. 

§.  12. 

Bezeichnet  man  mit  xlt  xt9  *6,  x1t  ....  jt^-i  die  erste, 
dritte,  fünfte,  ....(4ft—l)te  Diagonale  eines  regulären  2(4* +  1)- Ecks, 
wobei  also  x9,  x7 ,  xu  negativ  sind,  so  ist  x%  der  ab- 
solut kleinste  Wurzelwerth  der  Gleichung  (22),  xx*  ist  also  der 
kleinste  der  Werthe,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Quadrate  der 
ungeraden  Diagonalen  sucht;  unter  den  negativen  Diagonalen  ist 
die  absolute  grösste  ar^n-i,  also  muss  nach  j.  II.  xlt=2+x4»_i 
sein;  auf  ähnliche  Weise  findet  sich: 

xf  ss 2  +  x^-s ;  a-4*  =  2+^4.-9;  .... 

allgemein : 

+     =  2  -f  XA{n-m)-l , 

eine  Gleichung  die  richtig  ist,  so  lange  n>m  ist;  wird  m  = 
« — 1,  so  ist  xt»_if  ==  2 -f  a-8 ;  folglich  ist: 

*s«-f 1*  =  2  +  xx  \  ar,«  +  3s  =  2  + x6;  ....  x%n+im+\%  =  2  +  *4»+i. 

Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung  m=fi— n,  so  ergiebt 
sich: 

Allgemein  geben  also  die  Gleichungeo : 

.TanH-i*  =  2  +  jr4(»-.)-i  und  x%m+\*  =  2  -f-  ar4(»-«)  + 1 , 

«Tstere  geltend,  wenn  n>ro,  letztere  wenn  n  =  oder  <m  ist, 
an  welche  Diagonale  man  zu  2  zu  addiren  habe  um  das  Quadrat 
der  Diagonale  Xf«+i  desselben  Vielecks  zu  erhalten. 

Sind  xt,  x%f  x5,  ....  x^+i  die  ungeraden  Diagonalen  eines 
regulären  2(4n+3)-Ecks  (x%9  xft ....  x^m* 3  slso  negativ)  so  zeigt 
sich  auf  gleiche  Weise .  dass 
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■Vfl2  =  2 —  X4(n-m)  -f  1 

(gilt  wenn  a  =  oder  >  wi)  uod 

(gilt  wenn  n<m  ist)  die  entsprechenden  Gleichungen  sind. 

}.  13. 

Bringt  man  die  ungeraden  Diagonalen  eines  regulären  Viel- 
ecks in  eine  solche  Reihenfolge,  dass  jedes  Glied  der  Reihe  in  s 
Quadrat  erhoben  gleich  ist  2  plus  (respect.  minus)  dem  folgenden 
Gliede,  so#  heisst  diese  Reihe  die  Periode  der  ungeraden  Diago- 
nalen. —  Man  findet  bald,  Hans  die  ungeraden  Diagonalen  ein- 
zelner Vielecke  mehrere  Perioden  bilden.  —  Im  folgenden  sind 
die  Perioden  der  ungeraden  Diagonalen  einer  Anzahl  von  Viel- 
ecken verzeichnet;  es  sind  dabei  die  Diagonalen  nur  mit  ihren 
Zeigern  bezeichnet. 

Per.  des  reg.  10- Ecks:  L1L 

Per.  des  reg.  26 -Ecks:  L  IL  ö.  11  L  L 

Per.  des  reg.  34- Ecks.    Per.  L  L  Ii  11  9.  L   Per.  II.  3. 

IL  5,  2.  1 

Per.  des  reg.  82-Ecks.  Per.  L  L  39.  3L  31  25.  9,  21  i 
3L  2L  L  Per.  II.  1  35.  29.  IL  2.  22.  13.  15.  II.  11L  1 

Per.  des  reg.  146-Ecks.  Per.  L  L2LftL0k52.4L9.55.2LL 
Per.  II.  162.6L49s2k2122,19,35,l  Per.  III.  5.  ßl  51 
31  2.  59.  45.  12.  39.  5.  Per.  IV.  IL  5L  29,  15,  43.  13.  47,  IL 
3L  IL 

Per.  des  reg.  514- Ecks.  Per.  L  L  255.  251  242.  24L  ±& 
LH  129.  L  Per.  II.  9.239.22L185.1113L195.1319.  Per.llL 
lL235.2H169,8L95.ß2.1211L  Per.  IV.  2L  215.  121 
29.  99.  59,  139.  2L  Per.  V.  15.222.192.132.12.2211S9.12L 
15.  Per.  VI.  11  23L  205.  151  49.  159.  6L  135.  11  Per.  VII.  23. 
21L  165.  21  LLL  35.  182.  112.21  Per.  VIII.  25.  202.  152.  5L 
141  29.  199.  14L  25.  Per.  IX.  1  25L  245.  21L  209.  lfiL  ßk 

121.  1  Per.  X.  22.20114iL4L125.912L  115.  22.  Per.  XI. 
2.  241  229.20L145.3119L125.2.   Per.  XII.  5.  242.232.  21L 

122.  92.  ßl  13L  5.   Per.  XIII.  45.  162.  22.  101  5L  155.  51  151 
45.   Per.  XIV.  32.1ÄL109.39.129.10L  55.142.32,   Per.  XV. 
19.  219.  1SL  105,  4L  161  69.  119.  19.  Per.  XVI.  41  12L  85 
82.  Sl  ÜL  25,  10L  41 
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Die  Diagonalen  de*58-,  74-,  106-,  122-Ecks  bilden  eine  Periode; 
die  des  178- Ecks  4  Perioden,  die  des  194- Ecks  2  Perioden;  die 
des  220- Ecks  4  Perioden ;  die  des  274-Ecks  2  Perioden ;  die  des 
386-Ecks  2  Perioden  n.  s.  w. 

In  diesen  Beispielen  von  2(4n-f  l)- Ecken  ist  4n  +  l  eine 
Primzahl.  —  Ist  4n+l  keine  Primzahl,  so  haben  die  Perioden 
nicht  alle  dieselbe  Anzahl  von  Gliedern. 

Per.  des  reg.  18  Ecks.  Per.  I.  3.  Per.  II.  1.  7.  5.  1. 

Per.  des  reg.  42-Ecks.  Per.  I.  7.  Per.  II.  3.  15.  9.  3.  Per. 
III.  1.  19.  17.  13.  5.  11.  1. 

Per.  des  reg.  50 -Ecks.  Per.  I.  5.  15.  5.  Per.  II.  1.  23.  21. 
17.  9.  7.  11.  3.  19.  13.  I. 

Per.  des  reg.  66- Ecks.  Per.  J.  II.  Per.  II.  1.  31.  29.  25.  17.  1. 

Per.  III.  3.  27.  21.  9.  15.  3.  Per.  IV.  5.  23.  13.  7.  19.  5. 

Von  den  Perioden,  die  die  Diagonalen  der  regulären  2(4n+3)- 
Ecke  bilden,  erwähne  ich: 

Per.  des  reg.  54-  Ecks.  Per.  I.  9.  Per.  II.  3.  21.  15.  3.  Per. 
III.  1.  25.  23.  19.  11.  5.  17.  7.  13.  1. 

Per.  des  reg.  62  Ecks.  Per.  I.  1.  29.  27.  23.  15.  1.  Per.  II.  3. 
25.  19.  7.  17.  3.   Per.  Hl.  5.  21.  II.  9.  13.  5. 

Per.  des  reg.  86-Ecks.  Per.  I.  1.  41.  39.  35.  27.  11.  21.  1. 
Per.  II.  3.  37.  31.  19.  5.  33.  23.  3.  Per.  III.  7.  29.  15.  13.  17.  9. 
25.  7.    u.  s.  w. 

ßei  einzelnen  Vielecken  lässt  »ich  aus  der  Zahl  der  Seiten 
die  Zahl  der  Glieder  bestimmen,  die  in  der  Periode  vorkommen 
müssen,  in  der  sich  die  Seite  oder  Diagonale  1  befindet.  Ist  näm- 
lich n  =  2*,  das  Vieleck  also  ein  2  (4. 2» -f  1)-  Eck,  so  folgt  in  der 
Periode  auf  Diagonale  1  die  Diagonale  2(2.2Ä  —  1) -f  I;  darauf 
Diagonale  2(2.2*-2)+l ;  daranf  Diagonale  2(2.2*-4)  +  l;  u.  s.  w., 
als  gies  Glied  folgt  der  1  offenbar  Diagonale  2(2. 25— 2*-l)+l  und  ist 
diese  Diagonale  die  erste,  so  wie0  =  *  +  2  wird.  —  Setzt  man  also 
t  respective  l,  2,  3,....,  so  findet  man,  die  Periode  des  18-Ecks 
besteht  aus  3  Gliedern,  die  des  34 -Ecks  aus  4,  die  des  66- Ecks 
aus  5,  die  des  130-  Ecks  aus  6,  die  des  258- Ecks  aus  7;  die  des 
514- Ecks  aus  8;  die  des  1026-Ecks  aus  .9,  die  des  131074 -Ecks 
4us  16  Gliedern.  - 

Für  das   130- Eck  lautet  die  Per.  1.  63.  61.  57.  49.  33.  1. 
tt  258- Eck:  l.  127.  125.  121.  113.  97.  65.  1. 
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Für  das     1026- Eck:  I.  511.  509.  505.  497.  481.  449.  385.  257. 1. 
H     h   131074- Eck:  1.  05535.   65533.  $5529.  65521.  65505 
65473.  65409.  65281.  65025.  64513.  63489.  61441.  57345.  49153. 
32769.  1.   u.  s.  w. 

j.  14. 

Die  Frage  über  die  Gliederzabi  der  Perioden  Ifiast  sieb  auf 
eine  Frage  aus  der  Zahlen  Congrueoz  zurückführen.  — •  Wir  sahen 
{.  12.,  dass  bei  dem  regulären  2(4«-f  ])-Ecke  auf  eine  Diagonale  mit 
dem  Zeiger  2m  -f  1  eine  andere  mit  dem  Zeiger  4(w  —  nt)  —  I 

(wenn  n>m),  oder  4(m— n)  -f  1  (wenn  n^m)  folgt;   da  aber 

4(m  — n)-f-l=  ~[4(n — w)-r-l]  ist,  so  kann  man  sagen:  aqf  den 
Zeiger  2m +1  folgt  stets  der  Zeiger  4(m  — *)+!,  wenn  man  nur 
letztere  Grosse  ihrem  absolutem  Werthe  nach  nimmt  —  Es  ist 
ferner: 

2(2m  +  l)==4(ro-n)  +  l  (Mod.  4»  +  l); 

multiplicirt  man  also  den  Zeiger  eines  Gliedes  der  Periode  mit 
2,  so  ist  das  Produkt  für  den  Modulus  in  +  1  congruent  dem 
entweder  positiv  oder  negativ  genommenen  Zeiger  des  folgeodeo 
Gliedes;  ist  2m +  1  der  Zeiger  eines  Gliedes  der  Periode,  so  ist 
der  Zeiger  des  folgenden  Gliedes  positiv  zu  nehmen,  wenn 
m  >  oder  =  n  ist,  negativ  wenn  w  <  n  ist. 

Die  Periode,  in  der  die  Seite  des  Vielecks  vorkommt,  lüdet 
sich  also  der  Zeiger  1  findet,  heisse  Haupt- Periode  dieses  Viel- 
eckes. Die  Zeiger  der  auf  einander  folgenden  Glieder  der  Haupt- 
Periode  eines  regulären  2(4n  +  l)-Ecks  seien: 

1,  Q\ ,  CTg,  flj  o«,  1; 

diese  Zahlen  sind  sämmtlich  positiv,  ungerade  und  <4n;  nach 
dem  Vorhergehenden  müssen  zwischen  ihnen  für  deo  Modulus 
4*1  +  1  die  folgenden  Googruenzen  gelten: 

2.1=— a,;  2al=±at-i  t2a%=±as;  ....  2.am-i=±am ;  2a»  =  ±1 

Das  Zeichen  ±  deutet  an,  dass  die  Congruenz  statt  habe 
bei  der  Anwendung  des  einen  oder  des  andern  Vorzeichens. 
Aus  diesen  Congruenzen  folgt  aber  auch: 

2f=±o,;  2»=db  ffa;  24=±o4;...  2»=E±am;  42-+*=db  l 

(Mod.  4»+ 1). 

Es  lässt  sich  jetzt  zeigen,  dass  es  keine  niedrigere  Potcax 
von  2  als  die  (m+l)te  geben  könne,  die  =  ±  l(Mod.  4«+ 1) 
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wäre.  Nimmt  malt  an,  es  wäre  2^=  ±  1  (Mod.4n  +  l)  und  p<m-fl, 
so  rauss  es  in  der  obigen  Reihe  der  Zeiger  eine  Zahl  ge- 
geben haben»  für  «reiche  2^=  ^^(Mod.  4n  +  l)  wäre,  folglich 
müsete  o^  =  ±  1  (Mod.4n  + 1)  sein.  Nun  ist  aß  ungerade  und 
<4n,  es  kann  also  arfl  nur  dann  durch  4n +1  ohne  Rest  ge- 
tfieilt  werden,  wenn  o>=db  I  ist,  In  dem  Falle  aber  schloas  die 
obige  Periode  nicht  mit  dem  Zeiger  amt  sondern  schon  mit  einem 
frühem  Gliede.   Somit  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Lust  man  die  Congruenzen  2*  =  -f  1;  2*  = — 1  (Mod.  4n 
+  1)  und  man  findet,  dass  mit  Ausschluss  des  Werthes 
x  =  0  der  kleinste  der  Exponenten,  der  einer  dieser 
Congruenzen  genügt  x  =  m  ist,  so  hat  die  Hauptperiode 
der  ungeraden  Diagonalen  des  regulären  2(4« +  1)- Ecks  m 
Glieder. 

Dass  nicht  für  jeden  Modolus  beide  Congruenzen  losbar 
»»od,  dass  in  dem  Falle,  wo  beide  lösbar,  die  Congruenz  2X=—  1 
<Jeo  kleinern  Werth  fllr  x  geben  wird,  ist  aus  der  Theorie  der 
Zahlen  bekannt. 

Ut  ft|,  Ofy  crs,  ....  <tp9  U|  die  Reihe  der  Zeiger  in  einer  an- 
dern Periode  des  regulären  Vielecks,  so  ist: 

2at=±et;  2ag  =  ±«4;  ••••  2a>s=db  «i  (Med.  in  +  I); 

die  Periode  ist  zu  Ende,  wenn  2^.cr,  =±a, (Mod.4n  + 1)  ist; 
sind  also  ux  und  4n+l  relative  Primzahlen,  so  ist  die  Congruenz 
gleichbedeutend  mit  2^==±  l(Mod.4»  +  l).  Hieraus  ergiebt  sich 
der  Satz: 

Ist  der  Zeiger  einer  ungeraden  Diagonale  relative  Prim- 
zahl zu  der  Seitenzabi  des  Vielecks,  so  hat  die  Periode, 
zu  der  diese  Diagonale  gehurt,  entweder  ebenso  viele 
Glieder  als  die  Hauptperiode,  oder  die  Diagonale  ist 
selbst  ein  Glied  der  Hauptperiode. 

Ferner  folgt  hieraus: 

Ist  (4nf  1)  eine  Primzahl,  und  die  ungeraden  Diagonalen 
des  (4n+l)-Ecks  bilden  mehrere  Perioden,  so  haben 
alle  diese  Perioden  gleiche  Gliederzahl. 

Es  gelten  ganz  gleiche  Sätze  auch  fÖr  die  Perioden,  welche 
die  ungeraden  Diagonalen  der  regulären  2(4n+3)-Ecke  bilden,  nur 
ist  ia  dem  Falle  4n  -f  3  Modulus.  —  Die  vorher  gefundenen  Sätze  wer« 
deo  theilweise  in  j.  20.  ohne  zu  Hülfe-Nahme  der  Congruenzen  er- 
lesen. 
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Sollen  alle  ungeraden  Diagonalen  eine«  regulären  2(2n-rl)«Eck* 
nur  eine  Periode  bilden,  so  ist  der  kleinste  Werth  von  x  (op  =  0 
ausgeschlossen),  der  der  Congruenz  2* = i  1  (Mod. 2«  + 1)  ge- 
nügt, der  Werth  x  =  ». 

Da  2«==±  ](Mod.2n¥  1)  ist,  so  bilden  die  ungeraden  Dia- 
gonalen der  regulären  2(2n^f  1)-Ecke  Hauptperioden  von  n  Gliedere; 
bei  deu  Vielecken  deren  halbe  Seitenzahl  ein  Theiler  von  2^  1 
ist,  wird  die  Hauptperiode  entweder  aus  n  Gliedern,  oder  aus 
einer  Zahl  von  Gliedern  bestehen,  die  ein  Theiler  von  n  ist. 

Wegen  2l  =  2  bat  also  das  reguläre  2. 3 -Eck  eine  Periode 
1  Gliede. 

Wegen  2*  =  4  hat  das  2. 5 -Eck  eine  Periode  von  2 Gliedern. 

Wegen  2»  =  8  hat  das  2.9-  und  2.7- Eck  eine  Periode  von 

3  Gliedern. 

Wegen  2*  =  16  haben  das  2.17-  und  2.15-Eck  Perioden  von 

4  Gliedern. 

Wegen  2*  =  32  haben  das  2.33-  und  2.31-Eck,  aber  aueb  das 
2.11-Eck  Perioden  von  5  Gliedern. 

Wegen  2«  =  64  haben  das  2.65- und  2. 63- Eck,  aberauchdas 
2.13-  und  2.21 -Eck  Perioden  von  6  Gliedern. 

Wegen  V  =  128  haben  das  2.129-  und  2. 127 -Eck,  aber  auch 
das  2. 43 -Eck  Perioden  von  7  Gliedern. 

Wegen  28  =  256  haben  das  2.257-  und  2. 255 -Eck,  aber  stich 
das  2.51-,  2. 85  Eck  Periodeo  von  8  Gliedern. 

Wegen  2*  =  512  haben  das  2.5)3-  und  2.511-Eck,  aberaueb 
•  das  2.19-,  2.27-,  2.57-,  2.171-,  2.73 -Eck  Perioden  von  9  Glie- 
dern U.  S.  Vf. 

{.  15. 

Der  Gedanke,  die  Gleichung  eines  Vielecks,  dessen  Diagonalen 
mehrere  Perioden  bilden,  in  Gleichungen  niederer  Grade  zu  zer- 
legen und  zwar  der  Art,  dass  jede  der  neuen  Gleichungen  die 
Glieder  einer  Periode  zu  Wurzeln  habe,  liegt  gewiss  nahe.  Ver- 
suchen wir  zuerst  zu  ermitteln,  ob  nicht  das  allgemeine  Gesetz, 
das  zwischen  den  Wurzeln  der  zu  suchenden  Gleichung  als  Glie 
dem  einer  Periode  stattfinden  muss,  Schlüsse  gestatte  auf  die 
Coefficienten  der  zu  suchenden  Gleichung. 

Die  Gleichung 
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*■  +  Ax  .xn-l+At.x*-*  + ....  +  An-i.x  +  An  =  0,  (24) 

enthalte  als  Wurzeln  die  Grössen  xXt  x*»  x9,  ....  xn\  «»au  wisse, 
dass  zwischen  diesen  Grössen  die  Gleichungen  gelten: 

(25) 

xlt=i2^x%;xt%=2-^x9;  xs*=2+x4;  ....Xu-i*=*2+Xn; ^n2  =  2+jr,. 

Aus  (25)  folgt  xx*-2  =  x2,  folglich: 
j,4— 4j:l*  =  :r1t— 4;  jrÄ4—  4rt2 = x3*—  4 ;  ar,4— 4ar82=x4*-4;  .... 

ar«4  —  4xn*  =  *|  * —  4 , 

folglich : 

(26) 

J^,,.<rt*.Ä82...^rn-l,,  4r»a=l  oder  jt^x,.^  ....  xu-i.x*  =  ±\  =An 

Das  Produkt  derjenigen  ungeraden  Diagonalen  eines 
regulären  2(4» +  1)»  Ecks,  die  eine  Periode  bilden,  ist  =  f ), 
wenn  alle  Diagonalen  nach  ihrem  absoluten  Werthe  ge- 
nommen werden. 

Da  man  aus  den  Zeigern  der  Diagonalen  sehen  kann,  welche 
aU  positiv,  welche  als  negativ  erscheinen,  so  lässt  sich  stets 
«agen,  ob  das  Produkt  der  Diagonalen,  die  eine  Periode  bilden, 
=  +  1  oder  =—  I  sei. 

Die  Gleichungen  in  (25)  lassen  sich  auch  schreiben: 

.r,*— 1  =  I  +  ar2i  xt*—l  =  1  +  xt;  ....  xm%  —  1  =  ; 
folglich  ist: 

(*,—  l)(xt— 1)(*B  —  1)  ....  (.ra— l)ssl.  .  .  .(27) 

Versteht  man  unter  Ci,  C*,  C»,  ....  O»  die  Summe  der  er- 
sten, zweiten,  dritten,  ....  fiten  Coiubinationsklasse  pbne  Wider- 
bolungen  aus  den  Elementen  xx,  x2t  xt,  ....  xn,  so  kann  man 
statt  (27)  auch 

0»— C"-i  +  C»-2— C«-3+  ....  4-(—l)».Ct—(—l)».0  +  (-!)"=  I 
setzen,  und  da  nach  bekannten  Sätzen: 

A%  =  —  C>,  A2  =  +Ct,  A>  =  —  C>,  ....  i<.=:(-l)-.Oi  

ist,  so  geht  die  letzte  Gleichung,  im  Falle  n  eine  gerade  Zahl 
ist,  über  in: 

Ax  +  ^t-M,+....  +  /l,l  =  0,  (28) 

•veno  n  eine  ungerade  Zahl  ist  in: 
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Ax  +Ai  +  A%\ ....  +  ^,  =  2  (29) 

Aus  (25)  erhält  man  in  V erbindang  mit  (26): 

(2  +  xx  )  (2  +  xj  (2  +  *8) . . . .  (2  +  ar«)  =  1 , 


(30) 

2"  -2»-». i4,  +  2—».ilf — 2*-'.Jt  + ....  =  I ; 

die  obeni  Vorzeichen  gelten,  wenn  n  eine  gerade,  die  antern, 
n  eine  angerade  Zahl  ist. 

Bezeichnet  man  mit  Si9  <S»,  £g         die  Summe  der  erstes, 

zweiten,  dritten, ....  Potenzen  der  Wurzeln  der  Gleichung  (24), 
so  hat  man  nach  dem  Newton 'sehen  Satze: 

Sj  =  —  J|,      =  —  2At  —  AtSlt  3A%  —  A^Si  —  AiSt, 

S4=:— 4i44  — Js5j— i^Ä»  — 4-%;  e.  s.w.;  .  .  .(31) 

Aua  (26)  folgt  sogleich  ä^ss2»  +  $f  folglich  ist: 

^.^LhjL^Ü  (32, 

Aus  (25)  ergiebt  sich  ferner : 

5#=4»  +  451+Äl,   S6=$n+12Ä,  +  6Ät  +  Si, 
«Se  =  16n  +  32<S1+24S,-f  85»  + Ä4;  u.s.w.; .  .  .(33) 

Kann  man  also  £*,  S6,  5y,....  auf  irgend  eine  Weise  durch  S, 
bestimmen  (im  §.  19.,  }.  21.,  §.  23.  werden  Mittel  dazu  angegeben 
werden),  so  sind  durch  die  Gleichungen  (31),  (33)  auch  A%f  A* 
Abt ....  zu  finden. 

Gelten  statt  der  Gleichungen  in  (25)  die  Gleichungen 

ari'=2 — x%9   ara*=2 — xtt  arf,=  2 — x4, ....  #»,=2  —  .x, 

(sie  finden  bei  den  Diagonalen  statt,  die  die  Periode  eines  regu- 
lären 2(4n  +  3)- Ecks  bilden),  so  übersieht  man  sogleich,  das« 
hier 


xl.x9.xt....xnT=±l  =  Am;  (xt  +1)  («i-fl)  (*t+l)  f*»+I)=(— 0" 
oder 

(-I)«^.+(-l)«-i.^,+(-l)»-2^2+....^f+^^1+l^-l^ 
2"  +  2»->.4  +2»-  *.J1+2"-«.ilf+....  +  2^—i  -M.=  1; 
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U.   S.  W. 

sein  werde. 

§.  16. 

Die  Gleichungen  von  }.  15.  genügen,  um  die  Gleichung  de» 
regulären  34- Ecks  in  zwei  Gleichungen  vierten  Grades  zu  zerle- 
gen. —  Aus  §.  13.  und  §.  14.  weiss  man,  dass  die  ungeraden  Dia- 
gonalen des  regulären  34-  Ecks  zwei  Perioden  zu  4  Gliedern  bil- 
den.  Es  sei 

x4  +  Ax .  x*  +  4| .  x%  +  A% .  x  +  A4  =  0 

die  Gleichong,  welche  die  Diagonalen  1.  15.  13.  9  als  Wurzeln 
enthält;  da  nur  die  Diagonale  15  negativ  ist,  so  ist  A4  nach  (2ti) 
=-J;  die  Gleichungen  (28),  (30),  (32)  geben  also  jetzt: 

8-4^i+Mt-4i  =  i;  At  =  Al%+Al~H. 

Ans  den  ersten  beiden  Gleichungen  folgt: 

At=At  -2,  folglich  Al~i2  =  Al*±£1~  oder  4«-^, -4=0, 
d.  h.: 

^1  =4(l±Vl7); 

da  nun  xx  +  xl%  + x*>  xxt  ist,  so  ist  ^,  negativ,  folglich: 

.*t  =  i(I-Vl7);    ^=*(-3-Vl7);   ^,  =  2  +  Vl7;  A4=-L 

Man  hätte  genau  dieselben  drei  Bedingungsgleichungen  erhal- 
ten, hätte  die  obige  Gleichung  als  Wurzeln  enthalteo  sollen  die 
Diagonalen  3.  11.  5.  7;  da  hier  drei  negative  Wurzeln  vorhanden 
sind  und  x%  +iu  +  xr  dem  absoluteo  Werthe  nach  grosser  ist 
als  so  ist  jetzt  für  Ax  der  positive  Werth  zu  nehmen;  man 
erhielte  für  diesen  Fall: 

4  =  1(1+ Vi?);  ^a  =  i(-3  +  Vl7);  4  =  2-Vl7;  A4  =  -l; 
oder 

die  Gleichung: 

^*  +  i(l-Vl7)Ä»-i(3-fVl7)a:»  +  f2fv/l7)x-l=0 
bat  zu  Wurzeln  die  Diagonalen  I.  9.  13.  15, 

die  Gleichung: 
*H  1(1+ V17) -  i(3-  V17) x*  -f  02-  Vl7)*-1  =0 
hat  zu  Wurzeln  die  Diagonalen  3.  5. 7. 11  des  regulären  34- Ecks. 
Th«U  XLVI.  31 
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§.  17. 

Ist  n  in  der  Gleichung  (24)  keine  Primzahl ,  so  geben  dir 
Gleichungen  in  §.  15.  Mittel  an  die  Hand,  durch  welche  die  Zer- 
legung der  Gleichung  (24)  in  Gleichungen  niederer  Grade  erleich- 
tert wird.  Es  6ei  zunächst  n  =  2v.  Man  versuche  es,  (24)  der 
Art  zu  zerlegen,  dnss  sich  in  der  einen  Gleichung  die  Wurzeln 

X\ »  #a »      » ••••  ^n— J »  ,n 

der  andern  die  Wurzeln  x%9  xAt  x9,....x* 
finden.   Zwischen  den  Wurzeln  gelten  entweder  die  Gleichungen : 

(35) 

Xi*=2+art,  a:t*=2+a:8,  ar8t=2+ar4,....a:w-i4=2-|-arÄ,  arB*=2+ay 
oder: 

^i2=2~j:t,  jraf=2-a:8,  ar8*=2-ar4  ar,,_i*=2—  ar„,  jr„*=2— 

Die  zu  bildenden  Gleichungen  seien: 

xv  -f     .  ar*-1  +  Of.  a?r~2  -f  ....  -f       .  a:  +  av  =  ü, 

und : 

x*  +  6! .  a;»-1  +  6a. ....  +  +  bv  =  0. 

Bezeichnet  man  die  Summe  der  ersten ,  zweiten ,  dritten ,  vier- 
ten,.... Potenzen  der  Wurzeln  xx ,  ara,  x5,  a>,....  mit  Ält  S,, 

S4,  ,  die  entsprechenden  Summen  bei  den  Wurzeln  xt,  x4, 

x6f  ar8,....  mit  5t,  5t,  58,  54,....,  so  ergiebt  sich  aus  (35): 

SÄ=2v±S,;   5a  =  2v±5i;    S4=4v±4S,+St;  St=4v±4St+S* 
S8  =  8v  +  12S1+65f±53;   58  =  8v  ±  125,  +      ±  S,; 

U.  8.  W. 

S3,  55,....  58,  56,....  kann  man  nach  j-  19.  bestimmen,  kann 
man  also  nur  Sl9  5t  Gnden,  so  sind  die  Coefficienten  der  bei- 
den obigen  Gleichungen  bestimmt.  Der  Gleichung  (32)  ent- 
sprechen in  diesem  Falle  die  Gleichungen : 

<i,*  4:6,-21/              6,*±a,—  2v 
a«=  — ^        •    "t  —  2  * 

Ist  die  Gleichung  (24)  vom  Grade  3m  und  man  will  sie  zerleger 
in  die  drei  Gleichungen: 

xm+al.xm-1-^ at.xm-*+...+am  =  0  mit  den  Würz.  xlt  xA,  x7,...xtm-t. 
arw,+6,.a^-1+62jt"»-H  ..+6m=0  „  „  „  x^x^  x9t...x%m^v 
xm+cl.xm-1+ct.xm-*+..,+  cm=0  „     „      „    x3,  x6,  a-9,...a^„. 
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so  folgt  ans  (35): 

*i2  +  *4f  +  ^r*  +  ••••  +  ^s««-**  =  2m  ±  (xt  +  x5  +  x8  +  ....  +  XSm-i ), 

***  +      +  ***  +  •  —  +  *a«-i*  =  2m±  (*»  +     +     + ....  +  *3«»)» 

V  +  ^s* +  *•*+••••+ «am*     =r2m±(.*i  +  ar4  +  *7  +  ••••  +  *3m-i), 

ebenso  wie  andere,  den  vorher  gegebenen  ähnliche  Gleichungen 
für  die  Saromen  der  4ten,  6ten, ....  Potenzen  der  Wurzeln  dieser 
Gleichung.    Es  ist  in  diesem  Falle: 

«1*4:61  -2m             bt*±ct  —  2m  e1*±al~2m 
at—  2  '    6*  —  2~  C*  ~*  2  

Die  Sache  verhält  sieb  gaoz  ebenso,  wenn  n  In  der  Gleichung  (24) 
eine  durch  5,  7,   theilhare  Zahl  ist,  und  man  soll  die  Glei- 
chung in  5,  7,....  Gleichungen  zerlegen. 


§.  I8.% 

Man  kann  jetzt  jede  der  beiden  Gleichungen  in  (34)  in  zwei 
Gleichungen  zweiten  Grades  zerlegen.   Es  enthalte  die  Gleichung 
*f+fli.a?+fl«  =  0  die  Wurzeln  xx ,  xn  und  Gleichung  .r'-fÄi  .ar-f 
=0  die  Wurzeln  ar,5,  x9. 

Nach  §.  17.  muss 

"*  =  4(«,*  +  6,-4),    6f  =  i(V+«i~4) 

«ein;  wir  wissen  ferner,  dass 

„,+6,  =^i(I  —  VIT),  +        =2  + V17 

ist;  setzen  wir  in  letztere  Gleichung  die  Werthe  für  at,  bt  ein, 
*o  ergiebt  sieb: 

i[«i  .*i  (01  +  M  +  («,*  + V)-  4K  +  £,)]  =  2+  Vl7 

oder 

al.6I.i(-3-Vi7)=:4(3  +  V17),  d.h.  a, .    =  —  I , 
folglich : 

11,-6,  =±  4(^34 -2vT7). 

öa  der  Annahme  nach  a,  3=  —  (x,  +  x,3)  negativ,  6,  =  — (jr9-f  a:ls) 
positiv  ist,  so  folgt: 

a,  -  1  (i _ vl7  —  V34 -2VT7) ,   6,==i(l-Vl7  +  V^--2Vl7). 

3!» 
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Hätte  man  die  zweite  Gleichung  in  (34)  auf  gleiche  Weise 
zerlegt,  so  wurde  man 

-  (x8  +  xb)  =  *(1  +  V17-  SfW+W\1), 

-  (*7  +  *u)  =  id  +  VI7  +  V34T2VI7) 
gefunden  haben. 

In  §.  25.  wird  die  Zerlegung  auf  andere  noch  einfachere  Weise 
vorgenommen  werden. 

§.  19. 

Ist  xm  eine  ungerade  Diagonale  eines  regulären  2(*2n+l)-Ecks, 
und  m  ist  von  der  Form  4p +  1,  ist  ferner  2«  der  zur  Diagonale 
zugehörige  Centriwinkel,  so  ist  der  zu  den  Diagonalen  x9m, 

xlm>.  .>  zugehörige  Centriwinkel  resp.  =3.2a,  5.2«,  7.2«  ; 

wird  dabei  der  Radius  des  Kreises  =1  gesetzt,  so  ist: 

Xm=2su) «,   —  xim=2sin3«,   x&m  =  2 sin 5a,    -x7m  —  2sio7«,.... 

(da  x^mt  x7mf»  negativ  erscheinen  in  den  Gleichungen  des  Viel- 
eckes, so  sind  —x3m>  — a:7m,....  positiv).    Nun  ist  bekanntlich: 

sin3a  =  3sina— 4sin8«,   sin5«  =  5sin«—20sin 8«  +  lösin6«, 

sin  7«=  7sina  — 56  sin8«  +  112  sin  *«— 64  sin7«, 

sin  9«  =  9  sin  «  —  120sin  8«  +  432  sin  *«-  576sin  7a  +  256sin  •«,.... 

Setzt  man  in  diese  Gleichungen  statt  sin«,  sin3«,  sin5«,....  die 
Werthe  aus  den  obigen  Gleichungen,  so  ergiebt  sich: 

(36) 

-r3r»=—  3arm  +  xm* ,   xim=5xm—Sxm*  +  xm5, 

XTm  =  —  7xm  +  Uxm*  —  7xm*  +  XmT , 

x9m  =  9xm  -  30*»»  +  27xm*  -  9xm7  +  xm»  

War  m  von  der  Form  4p  -f  3,  so  hat  man  —  jrm  =  2sina,  xim 
=  2sin3«,  — xbm  =  2sin5«,  u.  s.  w.  zu  setzen;  in  den  Glei- 
chungen (36)  ändert  sich  dadurch  Nichts.  — 

Sind  zwei  Gleichungen  desselben  Grades,  etwa: 
x<»  +  Ax .  xm~*  +  A2 . *■-»  + ....  -f  Am-i .  x  +  Amz=0, ) 
Xm  +  Bx  .Xm~l  +  Bt.xm~*  +  ...  +  Bm-i.it  +  Ä«=0,| 

gegeben,  deren  Wurzeln  xx ,  ars,  xs,....;rm  und  xXi  jra,  jra,....r.«i 
dem  durch  Gleichung  (25)  ausgesprochenen  Gesetze  genügen,  und 
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die  wir  jede  als  Gleichung  zwischen  m  ungeraden  Diagonalen  eines 
regulären  2(4n  +  1)-Ecks,  die  eine  Periode  bilden,  auffassen  wol- 
len (die  Zeiger  geben  hier  nur  die  Stelle  an,  die  jede  der  Dia- 
gonalen in  der  Periode  einnimmt),  und  es  gilt  ausserdem  noch 
die  Gleichung 

so  lässt  sich  zeigen,  dass  r2  =  jras — 3xa,  jrs  =  .r8s — 3jr8  u.  s.  w. 
sei.   Denn  es  ist: 

xt  =  Jr,1— 2  =  fo»— 3^)«— 2  =  V— 6V  +  9*if-  2 
=  (*,  +  2)»  -  ö(*t  +  2)*  +  9(*t  +  2)  -2=x$»-3*v 

Ebenso  zeigt  sich: 

jrs  =  ar8B  -  3jt8 ,   r4  =  ar43  —  3o*4  u.  s.  w. 

Hitbin  ist  auch: 

Bezeichnet  man  nun  mit  Sl9  iSj,  Sj  5»  die  Summe  der 

I.,  2.,  3.,....nten  Potenzen  der  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  in 
(37)  und  versteht  unter  St ,  St,  58,....  S„  die  entsprechenden 
Summen  der  Wurzeln  der  zweiten  Gleichung  in  (37),  so  lässt 
sich  die  letzte  Gleichung  auch 

£»  =  5, +35,  (38) 

schreiben.  Die  Gleichung  (38)  ergiebt  sich  auch,  wenn  statt  der 
Gleichungen  in  (25)  die  Gleichungen 

x,t=2— x2,  .2V1  =  2-a-3,....  *m*=2— arg;   T1*=2-T8, ...  rma=2-jrl 

zwischen  den  Wurzeln  der  Gleichungen  (37)  gelten.  Bilden  also  die 
ungeraden  Diagonalen  eines  regulären  2(2« +  1)- Ecks  mehrere 
Perioden  jede  von  m  Gliedern,  und  es  ist  ein  Zeiger  eines  Glie- 
des der  einen  Periode  das  Dreifache  von  einem  Zeiger  eines 
Gliedes  einer  andern  Periode,  so  ist  die  Summe  der  dritten  Po- 
tenzeo  der  Glieder  dieser  Periode  gleich  der  dreifachen  Summe 
der  Glieder  dieser  Periode  plus  der  Summe  der  Glieder  der 
andern  Periode.  Ist  also  in  den  Gleichungen  (37)  Alt  Ait  Bx 
bekannt,  so  lässt  sich  auch  /f8  finden,   cf.  §.  15. 

Der  Beweis  verlangt  durchaus  nicht,  dass  die  beiden  Glei- 
chungen in  (37)  verschieden  seien  ;  sind  beide  dieselbe  Gleichung, 
findet  sich  also  unter  den  Zeigern  einer  Periode  einer,  der  das 
Dreifache  ist  von  einem  andern  Zeiger  derselben  Periode,  so  ist: 

5j  —  4S|. 
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Findet  zwischen  den  Wurzeln  der  Gleichungen  in  (3?)  ausser 
den  Gleichungen  (35)  auch  die  Gleichung 

jr,  =  ar,ft  —  5ar,3  -f  5aj 

statt  (es  wird  dies  der  Fall  sein,  wenn  ein  Zeiger  der  Diagona- 
len, die  Wurzeln  der  zweiten  Gleichung  sind,  das  Fünffache  ist 
von  einem  Zeiger  der  Diagonalen,  die  zur  ersten  Gleichung  ge- 
hören), so  folgt  ganz  ebenso  wie  vorher: 

56  =  S,-55,  +55,  (39) 

Ganz  ebenso  wird  gezeigt,  dass  auch  die  Gleichung 

Sr  =  S,  +75,-145,  +  7$,  (40) 

zwischen  deo  Wurzeln  der  Gleichungen  («17)  statt  habe,  wenn  für 
dieselben  ausser  den  Gleichungen  in  (35)  noch 

r,  =  xt1  —  7a?, 6  +  14a:,»— 7xt 

gilt. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  man  auf  gleiche  Weise  S9tSn,  

desgl.  5,,  5Ä,  S9,....  finden  könne,  und  ebenso  ersichtlich,  dm 
auch  in  diesen  Fällen  die  beiden  Gleichungen  in  (37)  ein  und 
dieselbe  sein  können. 

Nachdem  in  j.  15.  gezeigt  wurde,  wie  man  die  Sumrneo  der 
geraden  Potenzen  der  ungeraden  Diagonalen  einer  Periode  find» 
kann,  wenn  die  Summe  derselben  bekannt  ist,  im  Vorhergeheodo 
aber  die  Summen  der  ungeraden  Potenzen  aus  derselben  Summe 
hergeleitet  wurden,  so  ist  als  erwiesen  anzusehen,  dass  man  jede 
Gleichung  eines  regulären  2(2n  +  1) -Ecks,  dessen  ungerade  Dia- 
gonalen in  mehrere  Perioden  von  gleicher  Gliederzahl  zerfallet., 
in  eben  so  viele  Gleichungen,  als  Perioden  vorhanden  sind,  ter- 
fallen  kann,  so  wie  nur  die  Summen  der  Glieder  in  jeder  Periode 
gefunden  sind. 

Ebenso  wie  wir  in  §.  18.  gesehen,  dass  die  Glieder  einer 
Periode,  wenn  sich  ihre  Zahl  durch  2,  3,....  theilen  lässt,  »ick 

in  2,  3         Abtheilungen  bringen  lassen,  für  welche  man  dit 

Summen  der  graden  Potenzen  der  Glieder  jeder  Abtheilung  fiodet 
kann,  «venu  man  nur  die  Summe  der  Glieder  jeder  Abtbeiion. 
kennt,  so  lässt  sich  jetzt  dasselbe  auch  von  den  Summen  der 
ungeraden  Potenzen  jeder  Abtheilung  zeigen.  Ist  etwa  m  in  d# 
Gleichungen  (37)  eine  durch  2  theilbare  Zahl,  2p  =  m,  so  bilde 
mau  aus  den  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen  folgende  Abtht 
lungen.  Zu  der  einen  gehören:  xx ,  x%,  x&, ....  arsp-i»  zu  ^ 
zweiten  x%t  a4,  arö,  ,...x%p,  zu  der  folgenden  jr, ,  jr,,  r6,....j*f- 

zu  der  letzten  jra,  J4,  r6  x*p.    Besteht  nun  zwischen  die^ 

Grössen  noch  die  Gleichung: 
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xx  =  x,8— 3xt, 
so  Ut  klar,  dass  dann  auch 

xtt+J-4,+«es,+».+*«p8=jra  +  U  +     +     +  **p-f  3(x2+x4+....-f  x«,) 

sei    Oder  wenn  die  Gleichung  xx  =  x,6-—  5xi3  + 5xi  gillig  ist, 

so  oiuss:  [ 

—  5(ar!  +  x8  +  x6  + +  xa^i), 
^26  +  x^  +  x**  +  .... 

=  *•  +  *4  +  *4  +  » »  +  **P  +  5         +  *48  +        +   •  •  +  *«p3) 

—  5(xa  +  x«  +  xfl  +  ....  +  X2p) 

»ein.  Bestehen  nun  die  auf  diese  Weise  erhaltenen  Abtheilun- 
?en  aus  einer  Zahl  von  Gliedern,  die  keine  Primzahl  ist,  so  las- 
sen sich  dieselben  wieder  in  neue  Abteilungen  zerlegen.  Wäre 
z.B.  im  vorher  erwähnten  Falle  p  =  5»,  so  hätte  man  aus  den 
Gliedern  x, ,  xs,  xft,  x7,....  x,on-i  folgende  Abtheiluogen  zu 
machen.    Es  gehören  zusammen  xlt  xn,  xM  , ....  x,0Jr_9,  ferner 

•*3»  -z'is»  ^as»  ^io»-r»  desgleichen  xft,  xIÄ,  Xgg,....  Xi^— 5> 

desgleichen  x7,  xi7,  x^,  ••••  ^iok-s*  endlich  x9,  xig, 
•*io*-i ;  auf  ähnliche  Weise  sind  die  andern  Abtheilungen  zu  zer- 
legen, and  es  ist  einleuchtend,  dass  wenn  noch  xx=zxx*— 3x, 
ist,  dann 

*i8  +  *u  8  -I-  *«i8  +  ••••  +*io*-*8 

=  rl  +  rll       **l  +       +  rl0*-9  +3(X4  +Xn  +  XtI  -f  ....  +  X|0»_9), 

*B8  +  *138  +  *138  +  -"'  +  *10*-78 
=  r3  "MiS  •  +  *10*-7  +3(XS  +XI3-^X2J  +  ....  |%s_7) 

u.  s.  w. 

'st,  »o  dass  mao  auch  in  diesem  Falle,  wie  in  allen  ähnlichen, 
die  Summen  der  geraden  und  der  ungeraden  Potenzen  der  Glie- 
der jeder  Abtheilung  linden  wird,  so  wie  man  die  Summe  der 
Glieder  jeder  Abtheilung  kennt. 

Fasst  man  das  im  Vorhergebenden  Erwiesene  zusammen,  so 
durfte  es  genügen ,  um  als  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung 
Folgendes  aufzustellen  Bilden  die  ungeraden  Diagonalen  eines 
regulären  2(2w  +  1)-Ecks  eine  oder  mehrere  Perioden,  die  im 
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letztern  Falle  zunächst  gleiche  Gliederzahl  haben  mögen,  so  kann 
man  die  Coefficienten  der  Gleichungen,  deren  Wurzeln  die  sämrat- 
licben  Glieder  einer  Periode  sind,  finden,  so  wie  man  die  Summ e 
der  Glieder  jeder  Periode  kennt.  Enthält  jede  der  auf  diese 
Weise  für  ein  bestimmtes  Vieleck  erhaltenen  Gleichungen  a.b 
Wurzeln,  so  kann  man  jede  derselben  wieder  entweder  in  a  Glei- 
chungen vom  Grade  6  oder  in  b  Gleichungen  vom  Grade  a  zerle- 
gen, und  die  Coefficienten  der  Gleichungen  bestimmen,  so  wie 
man  für  jede  der  zu  suchenden  Gleichungen  die  Summe  ihrer 
Wurzeln  kennt,  wenn  man  nur  im  ersten  Falle  jedesmal  b9  im 
zweiten  Falle  jedesmal  a  bestimmte  Diagonalen  als  Wurzeln  jeder 
der  Gleichungen  nimmt.  Welche  Diagonalen  als  Wurzeln  einer 
Gleichung  zu  nehmen,  ergiebt  sich  mit  Bestimmtheit  aus  der 
bekannten  Reihenfolge  derselben  in  der  Periode.  Ist  b  (oder  a) 
selbst  wieder  eine  durch  c  theilbare  Zahl,  also  6  =  cd,  so  kann 
man  wieder  jede  der  b  Gleichungen ,  sei  es  in  c  Gleichungen  vom 
Grade  d  oder  in  d  Gleichungen  vom  Grade  c  zerlegen  und  deren 
Coefficienten  aus  den  bekannten  Summen  der  Wurzeln  jeder 
Gleichung  finden,  so  wie  man  nur  wieder  d  resp.  c  ganz  be- 
stimmte Diagonalen  als  Wurzeln  der  zu  suchenden  Gleichungen 
nimmt'  Ist  d  oder  c  wieder  theilbar,  so  kann  man  mit  dem  Zer- 
legen auf  gleiche  Weise  und  zwar  so  lange  fortfahren,  bis  man 
Gleichungen  erhält,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist. 

j.  20. 

Fälle,  wie  sie  im  Vorhergehenden  behandelt  wurden,  treten 
ein,  so  wie  die  Perioden ,  welche  die  ungeraden  Diagonalen  eines 
regulären  2(2«  -f  1)« Ecks  bilden,  sämmtlich  von  gleicher  Glieder- 
zahl sind.  Allein  aus  §.  13.  ist  bekannt,  dass  bei  einzelnen  die- 
ser Vielecke  die  Diagonalen  mehrere  Perioden  bilden,  die  nicht 
alle  dieselbe  Zahl  von  Gliedern  haben.  Es  seien  xx,  x^  xt,....  x% 
auf  einander  folgende  Glieder  einer  Periode,  xx ,  jrt,  jr8,  T4,....  Tm 
die  Glieder  einer  andern  Periode  desselben  Vielecks  (die  Zeiger 
geben  mithin  an,  das  wievielste  Glied  der  Periode  eine  Diago- 
nale sei),  und  sei  n  <  m.  Wenn  nun  zwischen  xx  und  r,  etwa 
eine  der  Gleichungen 

*i  =  x^  —  &Ti ,   Xi  =  xx*— 5^i8  +  5jrlt  u.  s.  w. 

statt  findet,  so  gilt  dieselbe  Gleichung  auch  zwischen  jra  und 
jr8  und  .rs  u.  s.  w.,  also  auch  zwischen  jrn  und  £>*;  da  rn.fi  auf  rc 
und  xx  auf  xn  folgt,  so  müsste  dieselbe  Gleichung  auch  zwischen 
Xn+i  und  ar,  gelten,  d.  h.  man  erhie'te  aus  demselben  Werthe  von 
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Xi  durch  dieselbe  Rechnung  zwei  von  einander  verschiedene  Werthe 
tx  und  was  unmöglich  ist.    Somit  ergiebt  eich  der  Satz: 

Ist  xm  irgend  eine  ungerade  Diagonale  eines  regul.äreo 
2(2n  -+  1)-Ecks  und  findet  sich  xzm  oder  .r^m  oder  x7m-.- 
nicht  in  derselben  Periode,  in  der  sich  xm  findet,  so 
kann  die  Periode,  zu  der  xsm,  xsm,  Umgehört,  nie  aus 
mehr  Gliedern  bestehen,  als  die  Periode,  zu  der  xm 
gehurt. 

Ferner  folgt: 

Bilden  die  ungeraden  Diagonalen  eines  regulären  2(2*1+1)- 
Ecks  mehrere  Perioden,  so  kann  keine  derselben  aus 
mehr  Gliedern  bestehen,  als  die  Hauptperiode  dieses 
Vielecks,  d.  b.  diejenige,  in  der  sich  die  Seite  des  Viel- 
ecks findet. 

Ist  n  >  m  (es  ist  angenommen,  zwischen  xx  und  xx  besteht 
eine  der  Gleichungen  rx~xxn — 3-rj ,  Tx  =xx5 — 5xxs  +  &xx  u.  s.  w.), 
so  wird  zwischen  Xm  lind  Xm  dieselbe  Gleichung  bestehen  wie 
zwischen  xx  und  xx ,  dann  rouss  aber  auch  diese  Gleichung  be- 
stehen zwischen  r,  und  xm+\,  zwischen  rt  und  xm\i,  und  so  fort; 
fände  sich  auf  diese  Weise,  dass  zwischen  und  xn  auch  diese 
Gleichung  gilt,  so  rausste  sie  auch  zwischen  fy+i  und  xx  statt 
haben;  allein  Tu±\  kann  aus  dem  schon  erwähnten  Grunde  keine 
von  jr,  verschiedene  Grösse  sein,  somit  ist  n  ein  ganzzahliges 
Vielfache  von  m.    Demnach  erhält  man  den  Satz: 

Ist  xm  irgend  eine  ungerade  Diagonale  eines  regulären 
2(2n  +  1)-Ecks  und  findet  sich  xim,  xim»  x7mt ....  nicht 
in  der  Periode,  in  der  sich  xm  befindet,  so  ist  die  Zahl 
der  Glieder  in  der  Periode,  zu  der  xm  gebort,  ein  ganz- 
zahlig Vielfaches  (kann  auch  das  Einfache  sein)  der 
Gliederzahl  der  Perioden,  in  denen  sich  xtm,  x&m,.... 
finden. 

also  =2sino,  kommt  ferner  xm  nicht  in  der  Periode  vor,  in 
der  sich  xx  findet,  und  hat  die  Periode,  in  der  sich  xm  findet, 
weniger  Glieder  als  die  Periode,  in  der  xx  vorkommt,  so  muss 
sich  in  letzterer  mindestens  noch  ein  Glied  befinden,  dessen  Zei- 
ger p  ungerade  und  so  beschaffen  ist,  dass  sin (mp.a)  =  sin (ma) 
ist,  es  muss  also 

ä^fl  fcVl«  o*«  m(pTI)  =  2,.(2n  +  l) 
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sein.  Ist  mithin  2«  + 1  eine  Primzahl,  so  lässt  sich  diese  Glei- 
chung nie  erfüllen,  da  m  wie  p  <  2i»  sind.  Somit  ergiebt  sich 
der  Satz: 

i 

Ist  2«  4>  1  eine  Primzahl  und  es  besteht  die  Haupt- 
periode der  ungeraden  Diagonalen  des  regulären  2(2«+ 1)- 
Ecks  aus  m  Gliedern,  so  muss  jede  der  Perioden,  die 
sich  au«  den  ungeraden  Diagonalen  des  Vielecks  bilden 
lässt,  aus  m  Gliedern  bestehen,  es  ist  also  m  ein  Thei- 
ler  von  w,  der  Anzahl  der  ungeraden  Diagonalen  des 
Vielecks. 

bin  Tbeil  der  Sätze  dieses  Paragraphen  ist  bereits  §.  14. 
erwiesen  ;  hier  ohne  Anwendung  von  Lehren  derZahleu-Congrueoz 

■ 

§.  21. 

lu  j.  19.  sahen  wir,  wie  man  die  Summe  der  ungeraden  Po- 
tenzen bestimmter  Diagonalen  eines  regulären  2(2« -f  1)-Ecb 
ausdrücken  könne,  wenn  die  sämmtlichen  ungeraden  Diagonalen 
des  Vielecks  nur  eine  Periode  oder  auch  mehrere  Perioden  bil- 
den, doch  mussten  im  letztern  Falle  alle  Perioden  dieselbe  An- 
zahl von  Gliedern  haben.  Wie  sich  die  Sache  stellt,  wenn  die 
letztere  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  wird  sich  am  Leichtesten  aus 
einem  Beispiele  ersehen  lassen.  Es  habe  die  Hauptperiode  m.x 
Glieder,  ar,,  xt,  xit,...xm.n  seien  die  auf  einander  folgenden 
Glieder  derselben ;  eine  andere  Periode  desselben  Vielecks  habe 
nur  m  Glieder,  nämlich  jr,,  r2,  jr5, ....  jrm;  besteht  zwischen  xx 
und  r,  die  Gleichung  jr,  =  ar, 8  —  3a:,  (oder  eine  ähnliche),  so  ist 
auch : 

ra=a:ta  — &ra, ....  xm  =  ar«8  —  3arm,    jrt  =  JTm-fi8— 3a-«+i, 

r2  =  Xm+2* — 3a7m+2,  ....    Xm  =  a^jB3  —  3x2m  U.  S.  W. , 

und  es  ist  nun: 

*i 5  +      +  —  +       = « (r,  +  rt  + . .. .  +  r«)  4-  3  (a-,  +  a:«  -f ....  +  x^*) 

und  ähnliche  Gleichungen  weiter,  wenn  zwischen  ar,  und  j,  die 
andern  Gleichungen  aus  §.  19.  bestehen. 

Soll  die  Hauptperiode  des  Vielecks  in  m  Gleichungen  zerlegt 
werden,  wo  also  die  eine  Gleichung  nach  §.  19.  die  Diagonalen 
X\ ,  a?m+i,  4?2m+i, ....  a:(7r-i)m+i  als  Wurzeln  enthalten  wird,  so 
ist  unter  der  Annahme  r,=a:,8  — 3a:,  auch 
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+  *m\  l8  +  —  +  *(»-l)»+lB  =  « •  Ti  yMxx  +  Xm\\  + ....  +  l). 

Soll  die  Hauptperiode  In  n  Gleichungen  zerlegt  werden,  wo  mithin 
die  eine  Gleichung  die  Diagonalen  xx ,  Xn+\,  x%*+i, ....  JT(M-iu-fi 
als  Wurzeln  enthalten  wird,  so  wird  sich  auch  eine  in  jedem 
bestimmten  Falle  leicht  zu  ermittelnde  Reihe  Diagonalen  aus  der 
andern  Periode  ergeben,  deren  Summe  vermehrt  um  die  dreifache 
Summe  der  genannten  Diagonalen  gleich  ist  der  Summe  der  drit- 
ten Potenzen  dieser  letztern  Diagonalen. 

Man  kann  diesen  Fall  Cbrigens  ganz  auf  den  Fall  in  §.  19. 
zurückfuhren ,  wenn  man  die  zweite  Periode,  die  nur  wi  Glieder 
hat,  ;rmal  hinter  einander  schreibt  und  die  so  erhaltene  Reibe 
als  Periode  betrachtet,  die  mit  der  Hauptperiode  gleiche  Glieder- 


Ais  Beispiel,  wie  man  die  bisher  erwähnten  Sätze  zur  Zer- 
legung der  Gleichung  eines  regulären  2(2»  +  I)  -  Ecks  benutzen 
Unoe,  diene  die  Zerlegung  der  Gleichung  de«  regulären  82- Ecks 
io  zwei  Gleichungen.    Die  gesuchten  Gleichungen  seien : 

xw  +  Ak.x9+A%.x*+...  +A9.x  +  Al0  =0 
mit  (Jen  Diagonalen  1.  39.  37.  33.  25.  9.  23.  5.  31.  21  und 

x10  +  Bx . iH B% . xH  »  +  ß9.x+  BlQ  =  0 
mit  den  Diagonalen  3.  35.  29.  17.  7.  27.  13.  15.  11.  19  als  Wurzeln. 

Es  sei  gefunden: 

^1=  — S1  =  4(1-V4I)   und    tf^-S^Kl  +  Vil), 

und  habe  Slt  S%,  dieselbe  Bedeutung  [Gleichung  (31)]  für 

die  erste,  wie  5t,  54,  S3,....  fÖr  die  zweite  Gleichung.  —  Nach 
Gleichung  (32)  ist: 

St  =  i(39  +  V41),  5a  =  i(39-V4l); 
nach  Gleichung  (38)  ist: 

— 2+  V41,  S5  =  -2-V41; 
nach  Gleichung  (33): 

S4  =  ;(U5  +  5V41),  S4  =  4(115 -5V41); 
nach  Gleichung  (39): 

S5:=-8  +  3V41,  St  =  -8— 3V41; 


zahl  hat 


§.  22. 
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nach  Gleichung  (33): 

S6  =  189  +  10V41 ,  SÄ  =  189  -  10V41 ; 
nach  Gleichung  (40) : 

^  =  -32  +  10  V41 ,  5r  =  —  32  -  101/41 ; 

nach  Gleichung  (33) : 

S8  =  i(1307-f77V41),   S8  =  4(1307- 77 V4I). 

Mittelst  der  Newton'schen  Gleichungen  und  der  Gleichungen  (26) 
und  (28)  Gndet  man  nun: 


=  i(-9-V41), 

=  i(-9  +  V41); 

A3 

=  i(7  +  7V41), 

Bs 

=  »(7-7V41); 

A, 

=  -2  +  2V41, 

B< 

=— 2— 2V41; 

A> 

=  _28-8V4l, 

B> 

=  -28  +  8^41; 

=  33, 

Bt 

=  33; 

Ar 

=  1(71  +  11V41), 

Bj 

=  i(71-HV41); 

A» 

=_42— 4V41, 

Ba 

=  -  42  +  4V41 ; 

At 

=  5  +  2V41, 

B9 

=  5-2V41; 

=  -1, 

=  -1. 

Man  sieht,  dass  man  die  wirkliche  Gleichung  des  regulären 
82-Ecks  nicht  zu  kennen  braucht,  um  die  Zerlegung  zu  bewirken; 
dass  sich  Au  Bx  finden  lassen,  wenn  man  von  der  Gleichung 
des  82-Ecks  nur  die  ersten  Glieder  a?*°+ *19—  19a:18  — ....  kennt, 
werden  wir  §.  24.  sehen. 

§.  23. 

Zieht  man  in  irgend  einem  regulären  Vielecke  alle  Seiteo  und 
Diagonalen,  so  lassen  sich  irgend  zwei  Diagonalen  desselben  stets 
als  Gegenseiten  (oder  Diagonalen)  eines  Sehnenvierecks  auffassen 
und  darauf  der  Ptolemäische  Lehrsatz  anwenden.  —  Sind  xm,X} 
(wofür  man  auch  m,  p  setzen  kann)  zwei  ungerade  Diagonalen 
eines  regulären  2(2it  +  1)-Ecks,  so  giebt  es  unter  den  verschie 
denen  Sehnenvierecken,  in  denen  xm,  xp  Gegenseiten  sein  kön- 
nen, zwei,  die  zugleich  Parallel -Trapeze  sind.  In  dem  einen 
liegen  xm,  xp  auf  verschiedenen,  in  dem  andern  auf  derselben 
Seite  des  Mittelpunktes.  Im  letzteren  sind,  wenn  m>*  ist,  die 
beiden  andern  Gegenseiten  e=  x^m—*) ;  die  beiden  Diagonalen 
=  xnm+$)>  nach  dem  Ptolemäer  also: 

Xm.X,  =  XXm+i)*  —  X  |(m-«)1, 
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eine  Gleichung,  die  richtig  bleibt,  wenn  man  bloss  die  Zeiger  schreibt: 

Diagonalen,  deren  Zeiger  die  Form  4ft  -f- 3  haben,  sind  als  negativ 
zu  betrachten;  sind  beide  Zeiger  m,  $  von  der  Form  4p +1  oder 
4|i+3,  so  ist  das  Produkt  xm.x,  positiv;  in  der  Differenz  der 
Quadrate,  die  dem  Produkte  gleich  ist,  ist  das  Quadrat  der 
Diagonale  mit  geradem  Zeiger  abzuziehen,  denn 

(4p  + 1)  (4*  + 1)  s  (2(i  +  2o  + 1)»-  Cifi- 2o)* 

ond 

(4p+3)  (4o+3)  ==  (2p+2o  +  3)*— (2f*— 2o*)» 

Sind  die  Zeiger  m,  s  nicht  von  gleicher  Form,  so  ist  das  Pro- 
dukt xm.Xt  als  negativ  aufzufassen;  in  der  Differenz,  der  Qua- 
drate aber,  welcher  das  Produkt  gleich  wird,  ist  da«  Quadrat 
der  Diagonale  mit  geradem  Zeiger  wiederum  abzuziehen,  denn 

—  (4p  +  3)(4o-f  1)  =  (2p-2o+ 1)*  —  (2f*  +  2o  +  2)2. 

Im  regulären  2(2n+l)-Ecke  ist  jede  Diagonale  mit  geradem  Zei- 
ger, wie  x%m,  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen 
Hypotenuse  der  Durchmesser  2,  dessen  andere  Kathete  aber 
—  xtm+i—im  ist;  mithin  kann  man  das  Produkt  zweier  ungeraden 
Diagonalen  immer  gleich  setzen  der  Summe  der  Quadrate  zweier 
angeraden  Diagonalen  desselben  Vielecks  weniger  4.  Da  aber 
das  Quadrat  jeder  ungeraden  Diagonale  eines  regulären  2(2»+ 1)- 
Ecks  gleich  ist  2  plus  (oder  minus)  einer  andern  ungeraden  Dia- 
gonale des  Vielecks,  so  ist  das  Produkt  zweier  ungeraden  Dia- 
gonalen eines  regulären  2(4n+l)-Ecks  stets  gleich  der  positiven 
Summe  [beim  2(4n+3)-Ecke  der  negativen  Summe]  zweier  andern 
ungeraden  Diagonalen  desselben  Vielecks. 

Hieraus  folgt  sogleich,  dass  sich  das  Produkt  beliebig  vieler 
ungeraden  Diagonalen  eines  regulären  2  (2n  + 1)  -  Ecks  im  Allge- 
meinen stets  als  gleich  ergeben  wird  mit  der  positiven  oder  nega- 
tiven Summe  ungerader  Diagonalen  desselben  Vielecks.  Es  wird 
der  Summe  bisweilen  noch  2  oder  ein  Vielfaches  von  2  als  Sum- 
mand zuzusetzen  sein ;  wäre  z.  B.  xm.xT  =  Xfx\  xn  gefunden  und 
e*  soll  xß.xm.Xp  gefunden  iverden,  so  ist  dieses  —x^  +  Xn.Xn; 

•8t  nun  Xp.Xn  —  XT^+xf'  —  4,  SO  ist  Xfl.  Xm-Xp  —  XfP  +  XT^  +  X*  —  4, 

setzt  man  also  statt  des  Quadrates  jeder  Diagonale  2  plus  dem 
Agenden  Gliede  der  Periode,  so  ist  das  Produkt  der  drei  Diago- 
nalen gleich  2  plus  der  Summe  dreier  Diagonalen. 


Digitized  by  Google 


470     Schoenborn :   Die  Gleichungen  der  regulären  Vielecke 


Sind  xm,  xp,  xr*  xti  xt,         beliebige  ungerade  Diagonalen 

eines  regulären  2(2n+l)-Ecks  die  Wurzeln  der  Gleichung 

i 

xv+  Ax  .xv-1-\-  A2.x*-*  +  ....+  Av-i.x-\r  Av  =  0, 

so  worden  sich  die  Coefficienten  At,  A9f  A^,....Av—if  A9  nicht 
bloss  als  Summen  der  zweiten,  dritten,  vierten,  ....  (v — l)ten,  vten 
Combinationsklassen  der  Wurzeln  darstellen  lassen,  sie  werden 
sich  auch  als  positive  oder  negative  Summen  bestimmter  nagen- 
der Diagonalen  desselben  Vielecks  ergeben. 

Man  sieht  auch,  wie  man  jetzt  die  Summen  der  2,  3,  4,  5,....ten 
Potenzen  beliebiger  ungerader  Diagonalen  eines  regulären  2(2n+l)- 
Ecks  als  Summen  ungerader  Diagonalen  desselben  Vielecks  wird 
darstellen  können. 


§.  24. 

Die  Sätze  in  §.  23.  geben  das  Mittel  an  die  Hand ,  in  einer 
Gleichung,  deren  Wurzeln  bestimmte  ungerade  Diagonalen  eine« 
regulären  2(2n  + 1)-Ecks  sind,  den  Coefficienten  des  dritten  GÜe 
des  (A*)  als  Summe  von  Diagonalen  darzustellen.  Beim  regulä- 
ren 82- Eck  ist  (cfr.  $.22.): 

Al  =  -  (1  +5  +  9  +21  +  23+25  +  31  +33  +  37  +39), 

wenn  man  nur  die  Zeiger  statt  der  Diagonalen  setzt.  At  ist  die 
Summe  der  zweiten  Combinations - Classe  der  Wurzeln,  jede  ein 
zelne  Combination  als  Produkt  betrachtet  Bekanntlich  erbalt  man 
45  solcher  Produkte;  jedes  der  Produkte  verwandle  man  nicb 
§.23.  in  eine  Summe  von  Quadraten.  Um  die  dabei  sich  erge 
bende  Summe  zu  finden ,  addire  man  jeden  Zeiger  zu  jedem  fol- 
genden und  subtrahire  ihn  davon,  dividire  die  Summe  (Differenz) 
durch  2  und  notire  den  Quotienten,  wenn  er  eine  ungerade  Zahl 
ist;  ziehe  den  Quotienten,  wenn  er  eine  gerade  Zahl  ist,  von  41 
ab  und  notire  die  Differenz;  man  erhält  so  eine  Reihe  Zeiger 
die  zugehörigen  Diagonalen  in's  Quadrat  erhoben  und  addirt  geber 
^8+4.45.    Die  dazu  nuthige  Rechnung  sieht  wie  folgt  aus: 

3.  5.11.29.13.25.17.19.21.  |  7.13.27. 15.23.19.21.19.  | 
39.37.31.11.29.15.25.23.19  |  39.33.  9.31.13.27.25.17 


i 


15.25.17.21.21.23.17. 
35.  7.33.11.29.27.15 


19.23.15.27.29.11.  I  17.27.13  11.31. 
1.39.  5.35.33.  9     1.37.  5.  7.33 


13.29.31.9.  19.7.35. 135.5. 13. 
3.37.35.7  I  1.3.37  |  39.3  |  1. 
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Man  überzeugt  sich  bald,  dass  jedes  Glied  der  ersten  Periode 
sieb  Tiermal  in  der  Reihe  findet,  jedes  Glied  der  zweiten  Periode 
aber  fünfmal;  setzt  man  also  statt  des  Quadrates  jedes  Gliedes 
•2  plus  dem  folgenden  Gliede  der  Periode,  so  ist: 

A%=  —  IAX  —5/?,  =  —  4— ,  da  Ax  +  Bx  =1  ist, 
folglich : 

i(4*+4-'20)= -4-tf,    oder  =  II; 

ebenso : 

4*+4  =  ll, 

folglich : 

10  und   ^=1(1-V4I),    Bl  =i(l  +  V4l). 

da  man  aus  den  Zeigern  der  Diagonalen  abnehmen  kann,  dass 
Alt  welches  nur  die  drei  negativen  Diagonalen  x^*  ^si »  #99 
enthält,  negativ,  Bx  aber  positiv  sein  muss. 

Statt  At9  B%  zu  suchen,  konnte  man  auch  direkt  AX.BX 
aof  gleiche  Weise  finden. 

§.  25. 

Beispiele    der  Zerlegung. 

1.   Die  Gleichung  des  26 -Ecks: 

5** —  4tfM-6*M-3ar- 1=0  (Periode  1.11.9.5.3.7.) 

soll  in  zwei  Gleichungen 

x*  +  Al.&+A%.x  +  A9  =  0   (Wurzeln  1.9.3.) 

und 

xHBt  x*+B%  x\B%  =  0  (Wurzeln  11.  5.  7.) 

5  117 

zerlegt  werden.    Um  A%  zu  finden,  bildet  man  die  Reihe  g*  j'  3* 

alao  ist  A%  =  -l=Bt.  Da  At  =  i(Ax*  +  -  6)  (§.  16.) ,  so 
ergiebtsich:  +  =4,  desgleichen  tf,a-M,  =4,  folglich: 
V+Bi*  =  7  und  i4,.Ä,=  — 3,  ^ -#i  =  :fc  V13.  Da  4  ne- 
gativ ist  (xt+x9  +  x9  ist  positiv),  so  folgt: 

=  J(1-V13),   Ä1=:i(l  +  Vl3). 
WHI  man       nach  §.23.  berechnen,  so  ergiebt  sich: 
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A9  =  —  xx  ,x9.x9  =  —  x9(x9  -far6)  =  —  (xB*+x9*  -f  xx%  ~  4) 
=  -  (2+*r  +  *6+*n)  =  -  (2- Bx)  =-|(3-  V13), 

oder  die  beiden  Gleichungen  sind: 

*»  +  *(I-Vl3).**-*  +  i(—  3+Vl3)  =  Ü 

und 

*»  +  id  +  Vl3). *»-*  +  *(—  3-V)3)=0. 

Man  konnte  natürlich  auch  Ax .  Bx  direkt  aus  den  Zeigern  berechnen. 

Die  obige  Gleichung  soll  in  drei  Gleichungen  zweiten  Gra- 
des zerlegt  werden. 

Die  gesuchten  Gleichungen  seien; 

x*+Al  ..r-Ma=0  (Würz.  1.  5.),    x*+B.xx+Bi=Q  (Würz.  11. 3.), 

Cx.x  +  Ct  =  0  (Würz.  9.7.).  — 

Man  findet: 

Az=zx7+x9  —  —  Ci ,    Bt=zxx  -f  4:6  =  —  Ax ,    Q=ar1+x11  = — 
d.  h.  die  drei  Gleichungen  lauten : 

x*  +  Ax.x—  C,=0,        +  i*1=0,        + C\.:r- J?,=0. 


Auf  dem  gewöhnlichen  Wege  der  Elimination  findet  sich  nuo, 
dass  die  Gleichung  Ax*  —  Ax%  —  4AX  —  1  =0  zu  losen,  um  die 
Werthe  für  Alt  Bx,  (\  zu  erhalten;  da  Bl  positiv,  Al9  Cx  nega- 
tiv sein  müssen,  der  absolute  Werth  von  Ax  aber  grösser  als  der 
von  ff i ,  so  siebt  man  auch,  wie  die  drei  Werthe  der  obigen  Glei- 
chungen zu  vertheilen  seien. 

II.   Die  Gleichung  des  34- Ecks  (cfr.  §§.  16.,  17.)   ist  nach 
der  Metbode  der  §§.  23.,  24.  zu  zerlegen.   Die  eine  Gleichung  ent- 
halte die  Diagonalen  1.  15.  13.  9.  als  Wurzeln;  man  bildet  die  Reibe 
9.  7.  5.13.5. 
7.11.  13  I  1.3 


jg*   und  erhält: 


At  =  —  Ax  —  2BX  =—  1  —  Bx ,  desgleichen  B^  =  —  1  — /i, , 

da  ^+^,  +  ^.^=-7  ist,  so  folgt  Al.Bl=  —  4,  und  hieraus 
^  =  4(1-1/17),  #,  =  4(1  +  ^17).   Dass  A^  tf4=-l  sei,  wis 
sen  wir  aus  §.  15.    Zerlegen  wir  min  die  Gleichung  in  vier 
cbungen  zweiten  Grades,  nämlich  in: 

xa  +  o1.x+aa  =  0  (mit  den  Wurzeln  xx,  xXi)9 
x2  +  bx.x+b2  =  0  (mit  den  Wurzeln  xxt,  x9), 
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«z2  +  «1 .  .2? -f*  «j  =  0  (mit  den  Wurzeln  x$,  x&)9 
**  +  ßi  *  +  &  ä  0  (mit  deo  Wurzeln  ar„  „  a>), 
so  erhält  man: 

öj  =  xx  .xn  =  Ä3+arft  =  —  <*,,    o9  =  jre  ,ar16  =  x7+jrn  =  —  ft ; 
da  a.2.Äa  =  — Is^c,./?,  ist,  so  hat  man  die  Gleichungen: 
<H+ft  =i(l  +  Vl7),  «,.ft=-l. 

folglich : 

°i-ft=±Y  — 2 — =i: — *  * 

da  «,  negativ,  ft  positiv  ist,  so  ergiebt  sich: 

«1  =  i(l  +  Vl7- V*34  +  2Vl7)f  ßi  =  |(1  +  VJ7  +  V^34Hh2Vl7). 

Man  findet  ebenso      =  —  6t ,  &  =  —  alf  folglich  o,  .6j  =  —  1, 

ol+6l=i(l-Vl7),  d.  h.  at— 6t  =dbtVlM— 2V17);  da  a, 
negativ,  6|  positiv  ist,  so  ist: 

"1  =  i(l  -  VI7-  V  34— 2V17) ,    o^itf-V  17 +  ^0^2^17), 

d.  h.  die  Coefficieoteo  der  vier  gesuchten  Gleichungen  sind  jetzt 
bestimmt. 

III.  Die  Gleichung  des  42- Ecks  ist  bereits  in  (.  8.  in  Fa- 
doreo  zerlegt  worden.  Der  Factor  «z^—j^—OxH  8x+l=0 
enthält  als  Wurzeln  die  Periode  (I.  19. 17. 13. 5.  IL).  Man  zerlege  in 

x*  +  Al.x*  +  A%.x  +  J,  =  0  (Wurzeln  1.17.5.) 

und 

+        + #1=0  (Wurzeln  19.13.11.). 
Man  erhält  nach  der  Methode  des  {.  24. : 

Die  Diagonalen  Xj,  x9,  xX6  sind  Wurzeln  der  Gleichung  x%  \  x% 
-fcr  — 1  =0,  folglich  *a  +  :r9  +  :rJ4  =  —  1,  aUo  ist  A2=-\-Alf 
—  1—  Bx,  und  da  ^s  +  Bi  +  Al  .Bx  =  -6  ist,  so  ist  wei- 
ter Ö,  folglich  Ax  —  Bx  =  ±  V>1 ;  ^,  muss  negativ, 
Ä,  positiv  sein,  also  ist: 

JI==i(-l-V21),  B^K-HVSl); 
J,^  J(-l +V21),    at  =  J(-l-V21). 

Es  findet  sich : 
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A^  —  —  xx  .xir.xb=  —  xh (:ra -f  xb)  =  —  (xX7*  +  xS+xS—i) 
==_(2-^1)  =  -i(5-V21), 

die  beiden  Gleichungen  sind  also: 

*8-  4(1  +  V2l)x*  -f  i(- 1  +  V21)x  -  i(5- V21)  =  0 

und 

1(1- +       1  -  V21)  or  -  4(5  +  V2I)  =  a 

Soll  dieselbe  Gleichung  in  drei  Gleichungen  zweiten  Grades  zer» 
legt  werden,  so  seien  dieselben: 

^2  +  y41.ar+^t=:ü  (mit  den  Wurzeln  1.  13.), 
x*+Bt.x+B%  =  0  (Wurzeln  19.5.), 
x^+Ci.x+Gt^Q  (Wurzeln  17.11.). 

Man  erhält: 

A2=z—  l  +  ar9,    Z^  =  —  l+ar8»    C2  =  —  1  +  xxtt. 

Ist  also  die  Gleichung  x*  -f  a:*— 2ar— 1  =  0,  deren  Wurzeln*,, 
#9»  aria  sind,  gelöst,  so  ist  A2,  B2i  bestimmt,  und  wird  sieb 
dann  Alt  Blf  Cx  aus  den  Gleichungen  finden,  die  man  erhält 
wenn  man  die  dreH  gesuchten  Gleichungen  multiplicirt  und  die 
erhaltenen  Coefficienten  mit  denen  der  gegebenen  Gleichung  zu- 
sammenhält. 

IV.  Die  Gleichung  des  50- Ecks  lautet,  nachdem  die  Glei- 
chung des  10- Ecks  entfernt  ist: 

x10 — lOx»  +  35 x6 + x*  -  50** — 5a»  +  25xa + 5*  —  1  =  0 ; 

ihre  Wurzeln  bilden  die  Periode:  1.  23.  21.  17.  9.  7.  11.  3.  19. 13. 
Die  Gleichung  soll  zerlegt  werden  in : 

.xt+At  xt+A^+AvZ+A^  (mit  den  Würz.  1.21.9.11.19  ) 
und  in: 

x*+Bx  .x*+B2.xHB3.xHBt.x+Bi~0  (mit  den  Würz.  23. 17. 7. 3. 13.). 
Es  ist  Al+Bl=Q;  nach  §.24.  findet  man: 

At  =  2(:rM  +  xir  -f  x7  +  x3  +  *l8)  -f  5(xb +xx  9)  =  —  2B,  —  5, 
desgleichen : 

/?2  =  — 2,4,-5; 

da  nun : 
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ist,  so  ist: 

4.^=0,   Ax=:Bx=0,   ^=-5,  #a=-5. 

Aas  ^  +  J,.09+B,a 0  folgt  4  +  ^3=0;  aus  ,J4-fl?4 

+  25  =  36  folgt  ^4  +  Ä4=10;  aus  Js  +  A4.BX  +  A%.B%+A%;B% 
+  AX.B4  +  Bb  =  l  folgt  if,+£,  =  l;  da  J4.Z?a=— 1,  so  folgt 
^i=i(liV5);  es  ist  -45  = — xx  .x2X  .x9.xxx  ,xX9  negativ,  da 
»11  und  x19  negativ  sind,  also  ist  /lft  =  i(l—  V5),  /*5=J(1+V^; 
aus  J4.Ä,  -f  -45.Ä4  =  5,  im  Verein  mit  A+  +  B4=  10,  folgt 
A4=B4z=5;  aus  ^s.^3 ~5^4— 5Ä4  =  —  50  folgt  i*s.#s=0, 
folglich  As  =  Bs=0,  oder  die  gesuchten  Gleichungen  sind: 


**-5x»+&r+i(l—  V5)  =  0  und  arfi— 5ar*+ 5x+^(l +V5)  =  0. 

Weil  Ai^zB^O,  so  folgt  für  das  reguläre  50 -Eck,  wenn  man 
die  Diagonalen  nur  nach  ihrem  absoluten  Werthe  nimmt,  dass 
*t+*9  +  *«i  =  *ii  +  #19  «nd  Xj  +  ary  +  ^sirxja+arjy  sei 

V.  Ist  aus  der  Gleichung  des  54-Ecks  die  des  18  Ecks  ent- 
fernt, so  bleibt: 


Die  Gleichung  soll  in  drei  Gleichungen  zerlegt  werden: 

+         + ^»«  +  4  =  0  (mit  den  Wurzeln  I.  19.  17.), 
x*+Bx**+BrX  +  B%=Q  (mit  den  Wurzeln  25.  11.7.), 
C*jt  +  Cf  =0  (mit  den  Wurzeln  23.  5.  13.). 

Man  findet: 


da  aber  Ax  +  Bx+Cx=:0t  so  ist  Ax  =  Bx  =  Cx=0.  Fernei 
^.  =  -12  +  3*,*  +  V  +        +  *17*  =  -  3,    ft  =  -3, 
Q=— 3;    endlich   J8  =  —  xx  ,xX9  ,xx7  =  —  xX7(—  a:10*  +  x9*) 
=  *ir  (1  +  *r)  =  *ir  +  *>a- =  ajr  +       +  4  =  —  j:g< 

desgleichen  #3  =  —  C8  =  — d.h.  es  sind  J,,  2?8,  C, 
die  Wurzeln  der  Gleichung  &r+I  =0;  sind  diese  gefunden, 
so  sind 

x*~ 3*-*,  =0,   x*Sx-x±x  =0,   ar>-3ar-xls  =0 


*ö—  9;r7  +  27a:6—  30*3  +  9jr  —  1  =  ö ; 
die  Wurzeln  dieser  Gleichung  bilden  die  Periode 

1.  25.  2a  19. 11.  5.  17.  7.  13. 
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VI.  Die  Gleichung  des  62 -Ecks: 

*ifi— *i*_14*>»  +  I3*i*  +  78*»-66*">-220*»  +  168*" 
+  330*r  -210*»- 255**+ 126**  +  84*»— 28**— 8*  +  1=0 

hat  15  Wurzeln,  die  drei  Perioden  bilden.  Die  Gleichung  soll 
in  drei  Gleichungen  zerlegt  werden: 

**+4  ^+4^3+4*2+4-<a:+4::=0  (Würz,  x^x^x^x^^u), 
*Ä+Z*i.**+Z?a.*8+Z?8.**-f /?4.*+Z?6  =  0  (Würz.  *8,  *t5>  #i«>  *r»  *ir)» 
C|.^+Q^8+;C8^+C^4-Cft=0  (Würz,  *6,  *«,*„,*„ *u). 

Man  findet  : 

4  «  4  +  2ff4  +  Q  =^-1  =  *(4*-4-10)i 
folglich; 

4»  =  8+4+2£l; 

desgleichen : 

^»=8  +  ^+2^;    Q*  =  8+C1+24; 

hieraus  ergeben  sich  im  Verein  mit  4  \  Bi  +  (\  =  —  1  die 
Gleichungen  : 

Al.Bl  =  —  4— 2Äi;  = -4— 2Q  ;    d .  4  =  —  4—24. 

und  eliminirt  man  Äls  Ci,  so  erhält  man: 

4* +  4»— 104  —  8  =  0; 

die  Gleichung  hat  drei  reelle  Wurzeln,  die  positive  bezeichne  man 
mit  za,  sie  giebt  den  Werth  für  AVt  denn  es  ist 

4  =  ~  (*i  +  ^»  +  +  ^lft) 

positiv;  von  den  negativen  Wurzeln  bezeichne  man  die  absolut 
grössere  mit  i*,  die  kleinere  mit  zb>  so  Ist: 

Cx  =  z0,   ßx  =  ift ; 

4»  ^t»  ^*  sind  Jetzt  aucn  bekannt;  4»  ^a»  Ca  sind  =  +  1- 
4>  4''  ^a»  ^4»  ^s»  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit  aas 
den  Gleichungen  des  §.  15.  gegen  Ende. 

VII.  Die  Gleichung  des  66 -Ecks  lautet,  nachdem  der  Factor 
*  4- 1  entfernt : 

*"—  15*i»  +  Xu  +  90*"— 12**°- 274*» +54*» 
+ 441*^  - 1 1 1*«  -  351*»  +  99*4  + 1 11*»  -  27*«  -  9*  + 1  =  0. 
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Nach  }.  13.  bilden  die  15  Wurzeln  drei  Perioden  zu  fünf  Gliedern. 
—  Man  soll  die  Gleichung  zerlegen  in: 

x*\A%  .x+\  At.x*+  4**  +  4 .x+  4  =  0 
(Wurzeln  xx,  x^x,  xw,  x^,  £it)> 

x*+Bx.a*+B2.x*+B3  .*  +  Ä5  =  0 

(Wurzeln  ars,  xv,  xtl,  x\*)* 

*•+  d .  x*  +  C*.x*  +  C,.*»  +  C4.x  +  C,  =  0 
(Wurzeln  xÄ,  jrtt,  a?u,  xy,  xX9). 

Man  Gndet: 

4  =  -4—2*!-^=-*,;   £,  =  -41?,;    Q  = 
Aas  der  zweiten  dieser  Gleichungen  folgt: 

BX*  +  BX-10  =  -QBX 

^i  =  —  2  ±  2  * 

Da  die  Summe  der  Wurzeln  xs,  xv>  x%Xt  x9,  xxt  negativ,  Bx  also 
positiv  sein  muss,  so  folgt: 

+       Ä4  =  -4; 
ans  den  Gleichungen  (29),  (30)  ergiebt  sich: 

£?,  =  -  3,   £4  =  +  3, 

d.  h.  die  Gleichung  lautet: 

aA  +  xt-te*— 3**  +  3jt  +  1  =0, 

eine  Gleichung,  die  sich  auch  daraus  ergiebt,  daes  die  Wurzeln 
derselben  die  ungeraden  Diagonalen  des  regulären  22 -Ecks  sind. 
Ans  4=  —  Bx  folgt: 

4**4=8   oder  4=i(-l±V33); 
da  4  negat',v  sein  muss,  so  ist: 

4  =  ;(-l-V33),    C,  =i(-l+V33),   4=  -1. 
Es  6odet  sich  aus  (29),  (30) : 

4  =  i(9+  3V33),   4  =  -6— V33  u.  s.  w.; 

die  gesuchten  Gleicbuogen  sind  also: 
x.  _  4(|  +  v33)  x*  -  x*  +  i(9  +  3V33)*«  -  (6  +  V33)  *  + 1  =  0y#* 
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und 

**  - 1(1  -  V33)  x*  -  x* + «9  -  3  V33)  **-(6- V33)  *  +  l  =0. 

§.  26. 

Gegen  die  im  Vorhergehenden  angewendete  Zerlegung  laset 
sich  der  Einwand  erheben,  sie  sei  in  vielen  Fällen  sehr  breit  and 
ihre  Benutzung  zeitraubend.  Wollte  man  nach  ihr  z.  B.  die 
Gleichung  des  regulären  386- Ecks,  dessen  Diagonalen  zwei  Pe- 
rioden von  48  Gliedern  bilden,  in  zwei  Gleichungen: 

a*«-M|. *»+....  =  0  und  ..  =  0 

zerlegen,  so  roü'sste  man  zur  Berechnung  von  Al.Blt  selbst  wenn 
man  die  nothigen  Additionen,  Subtractionen ,  Divisionen  durch  2 
nicht  rechnet,  4608  Zahlen  schreibet!.  —  Diese  allerdings  bedeu- 
tende Arbeit  wird  aber  durch  Anwendung  des  folgenden  Satze« 
und  der  daraus  zu  ziehenden  Folgerungen  sehr  verringert: 

Bezeichnet  man  die  Diagonalen  eines  regulären  2(2n-f  1)- 
Ecks  nur  mit  ihren  Zeigern,  und  sind  a,  b  zwei  der  un- 
geraden Diagonalen  des  Vielecks,  die  entweder  derselben 
oder  verschiedenen  Perioden  angehören  ,  hat  man  ferner 
gerunden,  es  sei  a.6  =  r2-f-j* — 4,  es  sind  also  r,  $  un- 
gerade Diagonalen  desselben  Vielecks,  folgt  auf  a  in 
seiner  Periode  c,  auf  b  aber  d  und  es  ist  c.c/  =  J7f-fy*— 4, 
so  folgt  in  der  Periode,  zu  der  r  gehört,  auf  r  entweder 
x,  und  dann  folgt  auf  s  auch  y,  oder  es  folgt  y  auf  r 
und  x  auf  s  in  den  betreffenden  Perioden. 

Die  Diagonalen  a,  b  haben  entweder  die  Form  4ft-fl  oder  4^+3; 
auf  jede  Diagonale  2m +  1  folgt  im  2(4w  +  1)-Ecke  (für  dieses  soll 
der  Beweis  geführt  werden,  er  ist  ganz  ähnlich  für  die  2(4n  +  3)- 
Ecke  zu  führen)  entweder  4(w  — m)  — 1  oder  4(m— +  —  Die 
verschiedenen  hier  möglichen  Fälle  sind: 

I.   Es  ist: 

«  =  4m  +  l,  Ä  =  4^+),  a.o  =  (2m+2^l)H(4«-H-2m+2^)t-4; 
nun  sei: 

1)  c  =  4(n  -2m)  — 1    und    d  =  4(n  -  2/a)  —  J, 

dann  ist: 

r .  <2  =  (4n  —  4m  —  4p  —  ]  )H  (4*  + 1  -  4m  +  4p)»  —  4 ; 
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2)  c  =  4(n— 2m)  -1  und  d  =  4(2p— • n)  +  ), 

daon  Ist: 

c.d  =  (4n  +  l  +  4m  —  4p)»  +  (4»--4m— 4p—l)»  —  4; 

3)  c  =  4(2m-n)+l  und  d  =  4(2p—  + 

daon  ist: 

c .  </  =  (4m + 4p  —  4n  + 1 )»  -f  (4it  + 1  —  4m  +  4p)Ä  -  4. 

II.  Es  ist: 

a  =  4m+l,  6=4p+3,  a .  6  =  (2m — 2p  —  1  )«f-(4«  —  I— 2m— 2p)s- 4 ; 

- 

nun  sei: 

1)  c  =  4(n  —  2m)-l  and  d  =  i(n -2p  —  I)  —  1, 
dann  ist: 

c .    =  (in — 4m — 4p  —  3)*  +  (4n + 4m  -  4p  -  1  )•  -  4 ; 

2)  c  =  4(n— 2m)  —  1  and  d  =  4(2p  +  )  —  n)  +  1, 
<Jann  ist: 

c .  rf  ==  (4»  +  4m  -  4p — 1  )*  +  (4*  —  4m  -  4p  -  3)»  —  4 ; 

3)  c  =  4(2m— w)+I  und  d  =  4(2p+  1  -n)  +  l, 

dann  ist: 

cd  =  (4m  +  4p— 4n+3)*+(4n  +  l  +  4m  —  4p)»— 4. 

III.  Es  ist: 

a=4m  +  3,  6  =  4p+3,  a. 6s=(2m+2p+3)*+ (4«+l— 2m+2p)»-4 ; 
nun  sei: 

1)  c  =  4(n-2m  — 1)  — 1  und  d  =  4(n- 2p  —  1)  -  1, 
Jann  ist: 

c . rf  =  (4n — 4m  -  4p  —  5)»  +  (4»  -f  1  —  4m  +  4p)»  -  4 ; 

2)  c  =  4(n— 2m  — 1)  -  l  und  d  u=  4(2p  +  1  —  n)-f  I, 
dann  ist: 

c  .d  =  (4it  +  1  -  4m  +  4p)*  +  (in  —  4m  — 4p  -  ö)a  —  4 ; 

3)  c  =  4(2m+l  —  «)  +  1  und  d  =  4 (2p  +  1  -  n)  +  J, 
dann  ist: 
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c .d  =  (4m -f- 4p  —  in  +  5)a  +  (4n  +  1  —  4m  +  4p)»  -  4 , 

und  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  in  der  That  die  Glieder,  die 
dem  Produkte  cd  entsprechen,  in  ihren  Perioden  folgen  den 
Gliedern,  die  dem  Produkte  a.b  gleich  sind.    Cfr.  §.  14. 

Statt  ra,  s2,  x*,  7/2  aber  lässt  sich  setzen  2  i  dem  in  der 
Periode  folgenden  Gliede,  und  geschieht  dieses,  so  kann  man 
folgenden  Satz  aufstellen: 

Folgt  in  einer  der  Perioden  der  ungeraden  Diagonalen 
eines  regnlären  Vielecks  .t>  auf  xa,  und  in  derselben 
oder  in  einer  anderen  Periode  desselben  Vielecks  Xd 
auf  Xbf  setzt  man  statt  der  Produkte  xa.Xb  und  xr*Xd 
die  ihr  gleiche  positive  (negative)  Summe  zweier  unge- 
raden Diagonalen  desselben  Vielecks,  ist  also: 

Xa.Xb  ==■  i  (Xa  -\-Xß)f    XcXd  =  £  (xy  -f  XS), 

so  folgt  in  der  betreffenden  Periode  x7  entweder  auf  xa 
und  dann  folgt  xa  auf  Xßt  oder  es  folgt  xv  auf  Xß  und 
dann  folgt  x.t  auf  xa. 

Es  seien  xm%  xv.  xP.  xr,  —  xKt  xt  die  auf  einander  folgen- 
den Glieder  einer  Periode,  ihre  Summe  = — A%\  x^%  xv,  x* 

Xq  Xa,  xT  dip  auf  einander  folgenden  Glieder  einer  anderen 

Periode  desselben  Vielecks,  ihre  Summe  =  —  /?, ;  das  Produkt 
Al.ßl  kann  man  dann  schreiben: 

Xn.Xm  +  Xv>Xn  -f  Xjt .  Xp  -f  Xq  .  XT  -f  . . .  +  XP  ,X»  + Xt*  Xt  + 

Xß.Xn  -{-Xv  Xp-\r  XjfXT  +  +  Xa >Xf\-  Xx.Xm  + 

Xß.Xp+Xr.Xr  -f  +  Xa .  #m+  Xv  •  Xn  + 


Xp.Xt  ~j-Xv»Xm-\-  Xn -Xm-\-  -\-XfX*. 

Dass  diese  Summe  das  verlangte  Produkt  darstellt,  geht  daraus 
hervor,  dass  jede  Vertikalreihe  die  Produkte  enthalt  aus  dem- 
selben Summanden  der  zweiten  Periode  in  die  s.Kmmtlichen  Sum- 
manden der  ersten  Periode.  Die  Produkte  jeder  Horizontalreibe 
stehen  aber  in  solcher  Ordnung  hintereinander,  dass  die  Factoren 
des  folgenden  Produktes  die  Glieder  der  Perioden  sind,  die  aof 
die  Factoren  des  vorhergehenden  Produktes  folgen;  denkt  man 
also  statt  jedes  Produktes  die  positive  oder  negative  Summe  der 
beiden  Diagonalen  gesetzt,  mit  der  das  Produkt  gleich  i»t,  so 
bilden  diese  Summen  die  auf  einander  folgenden  Glieder  zweier 
Perioden  des  Vielecks,  statt  jeder  Horizontalreihe  ist  also  die 
positive  oder  negative  Somme  zweier  Perioden  des  Vielecks  «n 
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setzen;  uro  aber  zu  wissen,  welche  Perioden  man  zu  addiren  habe, 
braucht  man  nur  ein  Glied  der  Periode  zu  kennen,  d.h.  man  hat 
nur  eine  der  Vertikalreihen  etwa  die  erste  in  der  Art  umzuformen, 
da««  man  statt  jedes  Produktes  die  ihm  gleiche  Summe  sucht. 
Setzt  man  dann  statt  jedes  dabei  sich  ergehenden  Gliedes  die 
Summe  der  zugehörigen  Periode,  so  ergiebt  sich  durch  Addition 
dieser  Perioden  die  Grosse  AX.BX.  Hierbei  ist  angenommen,  es 
hätten  alle  Perioden  des  Vielecks  gleiche  Gliederzahl:  haben 
einzelne  Perioden  weniger  Glieder,  so  weiss  man  doch,  dass  die 
Zahl  ihrer  Glieder  ein  Theiler  ist  von  der  Gliederzahl  der  Haupt- 
periode: findet  sich  also  ein  Glied  aus  einer  dieser  Perioden,  so 
wird  sich  leicht  berechnen  lassen,  das  Wievielfache  der  Summe 
der  Periode  statt  des  betreffenden  Gliedes  zu  setzen  sei. 

Hätte  man  in  §.  24.  beim  regulären  82- Eck  Ax .  Bx  finden 
wollen  nach  der  dort  angewandten  Methode,  so  hatte  man  200 
Zahlen  zu  schreiben.  Die  Rechnung  stellt  sich  jetzt  einfacher. 
Aus  der  ersten  Periode  nehme  man  den  Zeiger  1;  und  verbinde 
ihn  mit  den  Zeigern  3.  35.  29.  17.  7.  27.  13.  15.  11.  19  der  zweiten 
Periode ;  und  bilde  folgende  Reihe : 

39.  23.  15.   9.  37.  27.   7.  33.  35.  31. 
1.  17.  27.  33.   3.  13.  35.   7.   5.  9. 

Es  finden  sich  in  derselben  10  Zeiger  der  ersten,  10  Zeiger  der 
«weiten  Periode,  mitbin  ist: 

Ax.Bj  =s-  10^+  #,)  =  -  10.   Cfr.  §.  28. 

Beim  regulären  66- Eck  (cfr.  §.  25.  VII,  die  dasigen  Bezeich- 
nungen sollen  beibehalten  werden)  soll  Ax .  Cx  gefunden  werden. 
Aas  dem  Zeiger  l  der  ersten  und  den  Zeigern  5.  23.  13.  7.  19 

3.  21.  7.  29.  23. 
der  dritten  Periode  bilde  man  die  Reihe  «jj   j|'  27    3    «|  Zwei 

Zeiger  31.  29.  finden  sich  aus  der  ersten  Periode,  sie  geben 
-2i4,;  zwei  Zeiger  7.  23.  aus  der  dritten  Periode,  sie  geben 
—  2r,  ;  fünf  Zeiger  3.  3.  27.  21.  9.  gehören  der  zweiten  Periode 
an,  sie  geben  — 5BX,  oder  da  Bx  =  1  ist  — 5;  ausserdem  findet 
sich  der  Zeiger  11;  xxx  bildet  eine  Periode  von  einem  Gliede, 
der  Zeiger  ist  also  gleichbedeutend  mit  5arn  =  —  5  oder  es  ist: 

Ax  .C,  =  -10  -2(4,  +  C.)  =  -  8. 


§.  27. 

Eine  Periode  der  Diagonalen  eines  regulären  Vielecks  habe 
im  Glieder;  die  verschiedenen  Diagonalen  unterscheide  man  durch 
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die  Zahlen  1,2,  3,  4,  ...  3m,  welche  also  nur  die  Stelle  angeben, 
an  der  die  einzelnen  Diagonalen  in  der  Periode  steheo;  die 
Gleichung,  deren  Wurzeln  diese  3m  Diagonalen  sind,  6otl  io  drei 
Gleichungen  zerlegt  werden,  nämlich  in: 

xm-{-al.xm-x  +  o2.jrm-2+ ...  =0 
mit  den  Wurzeln  1,  4,  7,  10, ...3m — 5,  3m— 2, 

x»  +  6,  .ar»-1  +  b%  ,x~-*  +  .. .  =  0 
mit  den  Wurzeln  2,  5,  8,  11,  ...3m  — 4,  3m—  1, 

xm  -f  ct .  x"*-1  +  c2 .  xm~%  +  . . .  =  0 
mit  den  Wurzeln  3,  6,  9,  12,  ...3m— 3,  3m. 

Da  at  -r-6i-f-<?i  bekannt,  so  ist  ait  blf  ct  bestimmt,  so  wie  öj.6,, 
bl.cl,  c,.ai  bekannt  sind.  Man  denke  aus  den  Diagonalen  fol- 
gende Reihen  von  Produkten  gebildet: 

1.2,  2.3,  3.4,  4.5,  ...  (3m -2)  (3m— 1),  (3m— 1).  (3m),  (3m).l, 
1.5,  2.6,  3.7,  4.8,  ...(3m-2).2f  (3m— 1). 3,  (3m).4, 
1.8,  2.9,  3.10,  4. 11,. ..(3m—  2). 5,  (3m— 1). 6,  (3m). 7, 
1.11,  2.12,  3.13,  4.14,...  (3m— 2).8,        (3m— 1). 9,  (3m).W 


1.(3m-1),  2.(3m),  3.1,  4.2,  ....  (3m -2) (3m -4),  (3m-l)(3m-3), 

(3m).  (3m -2). 

Man  fibersieht,  dass  die  Summen  der  Produkte  aus  den  Vertikal- 
reihen  1,  4,  7,  10, ...  3m  —  5,  3m  —  2  die  Grösse  a,  .Aj,  die  Summe 
der  Vertikalreihen  2,  5,  8,  11, ...  3m  — 4,  3m-l  die  Grosse  Vc„ 
die  Summe  der  übrigen  Vertikalreihen  aber  cx.ax  giebt.— Setzt 
man  statt  jedes  Produktes  die  ihr  gleiche  positive  oder  negative 
Summe  zweier  ungeraden  Diagonalen,  so  stellt  jede  Horizontal- 
reibe  zwei  Perioden  dar;  welche  Perioden  es  seien,  sieht  man 
aus  einem  ihrer  Glieder;  d.  h.  die  Perioden  sind  gefunden,  so 
wie  man  jedes  Produkt  einer  der  Vertikalreihen,  etwa  der  ersten 
in  eine  Summe  zweier  Diagonalen  verwandelt.  Man  habe  also 
etwa  gefunden 

1.2  =  ±  {xr  +  xj);  1 .5  =  ±  (xp+Xn)\  1 .8  =  ±(xi  +  xa)  u.  s.  w. 

Ist  nun  xr  ein  Glied  der  Periode,  deren  Gleichung  eben  zerlegt 
werden  soll  und  es  gehörte  zu  den  Gliedern,  deren  negative 
Summe  =  —  ax  gesetzt  wurde,  so  ist  wegen  dieses  Gliedes  unter 
die  Summanden,  deren  Summe  zssüf^  ist,  aufzunehmen  +cP 
unter  die  Summanden,  deren  Summe  =  bx  .c,  ist,  gehört  dann  T  *i» 
und  zu  den  Summanden,  deren  Summe  =c,  .a,  ist,  T  cv  I** 
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xf  ein  Glied  ans  der  Zahl  derer,  deren  negative  Summe  = — 61 
trar,  so  gebort  bx  als  ein  Summand  zu  at.6j;  cx  desgl.  zu 
6j.C|;  aber  zu  cx.ax  u.  s.  w.  Die  Sache  verhält  sich  auf 
ähnliche  Weise,  wenn  Xr  zu  einer  Periode  gehört,  die  mit  der 
Periode,  deren  Gleichung  wir  zerlegen  wollen,  gleiche  Gliederzahl 
hat;  aus  dem  einen  Gliede  ergeben  sieb  unmittelbar  die  Diago- 
nalen, deren  Summe  unter  die  Summanden  von  ax  ,bx,  bx.cx,  c,  .a, 
aufzunehmen  sind.  —  Ist  aber  xT  einer  Periode  angehörig,  die 
weniger  Glieder  bat,  so  wird  sich  leicht  bestimmen  lassen,  welche 
Glieder  derselben  und  in  welcher  Zahl  jedes  den  Summen  zuzu- 
zahlen sind,  die  gleich  ax.blt  61. ct,  q.O]  sind. 

Dasselbe  Verfahren  lägst  sich  aber  auch  anwenden,  wenn 
die  Periode  5m,  7m,  ....  Glieder  hat,  man  hat  nur  bei  5m 
Gliedern  z.  B.  die  erste  Vertikal- Reihe  in  1/2,  1.7,  1.12,  1.17 
....  umzuändern,  und  Gndet  durch  Verwandlung  dieser  Produkte 
in  Summen  anmittelbar  die  Werthe  von  ax  ,bx,  6,.c,,  cx.dlt 
dx.ex,  el.al. 

Die  Diagonalen  des  70 -Ecks  bilden  3  Perioden.  Periode  I. 
enthält  die  Diagonalen  4.  21 ;  Periode  II.  die  Diagonalen  5.  25.  15  (14- 
Eck);  Periode  III.  die  Diagonalen  1.  33.  31.  27.  19.  3.  20.  23.  11. 
13.  9.  17.  Die  negative  Summe  der  Glieder  der  dritten  Periode 
i«t  nach  §.  8.  =  1.  Die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Glieder 
der  dritten  Periode  sind,  soll  in  3  Gleichungen  zerlegt  werden. 
Man  setze: 

— a,  =x,+xir  +  J:29-f  *IS;  —6,  =  *33+*i9  +  *ta  + 
—  c  =  arB|  -f  x%  -f  x„  ■+  xxr. 

Verbindet  man  den  Zeiger  1  mit  den  Zeigern  33,  19,  23,  «» 
&o  erhält  man  die  Reiben: 

17.  25.  23.  5. 
19.  9.  11.  31. 1 

oder  wenn  man  statt  der  Quadrate  die  in  der  Periode  folgenden 
Glieder  setzt: 

1.  15.  11.  25. 
3.  17.  13.  27. 

Die  Zahlen  1,  13,  27  gehören  zu  a,;  3,  17,  11  tue,;  15,  25 
geboren  der  Periode  II.  zu,  die  aus  drei  Gliedern  besteht,  wäh- 
rend Periode  III.  12  Glieder  enthalt,  mitbin  ist: 

at.bt  :p  3a,  +  3c, -4       +  bx.cx  =  36,  +  3a,  -4(*6  +  *IÄ) ; 

c,.a,  =3e,+  36,— 4  + 
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sind  also  x6,  xltt*  xu  bestimmt,  so  lassen  sich  aoch  alt  6P  c, 
finden. 

'    '  i 

§.28.  ; 

Bei  einer  Anzahl  regulärer  2(4n  +  l)-Ecke  bilden  säramdiche 
In  angerade  Diagonalen  eine  einzige  Periode.  (26,  58,  74,  106, 
122,  ....  -Eck  gehören  dazu.)  Die  Summe  aller  ungeraden  Dia- 
gonalen eines  solchen  Vielecks  ist  =  —  1  [Gleichung  (21)].  Die 
negative  Summe  der  an  den  ungeraden  Stellen  der  Periode  ste- 
henden Diagonalen  sei  ax ;  die  negative  Summe  der  an  den  ge- 
raden Stellen  stehenden  Diagonalen  sei  ftt ;  also  ai+6i=l. 
Man  bilde  folgende  Reihe  von  Produkten: 

1.2,2.3,  3.4, 4.5, ....  (2n-3)(2n-2),  (2h-2)(2h-1),  (2n-l)(2»),  2n.l, 
1.4, 2.5,  3.6, 4.7,  ....(2h— 3)(2n),  (2n-2).  I,  (2n-l).2,  2».3, 
1.6,2.7, 3.8, 4.9, ....(2*3). 2,  (2n-2).3,         (2n-l).4,  2«.5, 


1.2h,  2.1,  3.2,  4.3,  ....  (2n-3)(2w-4),  (2h- 2)  (2* -3), 

(2h  — 1)(2h-2),  2h  (2h  —  1).  I 

i 

Die  n  Vertikalreiben,  die  an  den  ungeraden  Stellen  stehen, 
addirt  geben  cri.6«;  ebenso  gross  ist  die  Summe  der  n  Vertikal* 
reihen,  die  an  den  geraden  Stellen  stehen;  die  Gesammtheit 
aller  Produkte  ist  also  2al.bl.  Setzt  man  statt  jedes  Produktes 
die  Summe  der  beiden  Diagonalen,  die  dem  Produkte  gleich  ist, 
so  ist  die  Summe  jeder  Horizontalreihe  gleich  der  doppelten 
Summe  aller  ungeraden  Diagonalen  des  Vielecks;  da  also  n  Ho* 
rizontalreihen  vorbanden  sind,  so  ist: 

„..ft.rr-n  oder  a,  =*(1  ±  VT+4n),  &i  =i(lT  VT+Tn). 

§.  29. 

Die  Zusammenstellung  von  Produkten  immer  zweier  Diago- 
nalen, wie  sie  in  §.  27.  gegeben,  zeigt  in  dem  Falle,  wo  das  be- 
treffende Vieleck  3m  Diagonalen  hat,  die  sämratlicb  nur  eine 
Periode  bilden  (ein  Fall,  der  bei  dem  38,  74,  122,  134,  ....  -Eck 
vorliegt),  dass  nvbx  +6-  c,  +cl.al  =  —2m  sei.  Dass  die  Soraine 
aller  jener  Produkte  =        +  sei,  ist  schon  §.  27. 

gezeigt.  Setzt  man  statt  jedes  Produktes  die  entsprechende 
Summe  zweier  Diagonalen,  so  stellt  jede  der  m  Horizontalreiben 
dieselbe  Periode  aller  ungeraden  Diagonalen  des  Vielecks  iwei- 
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mal  genommen  dar;  bei  den  2 (in  -f-  1) -Ecken  ist  diese  Summe 
mit  dem  Votzeichen  -f-,  bei  den  2(4n  -f  3) -Ecken  mit  dem  Vor- 
zeichen —  zu  versehen;  da  aber  im  2(4ft+l)-Ecke  die  negative 
Summe  dieser  Diagonalen  =  -+■  1,  bei  dem  2(4n-f  3)- Ecke  =— 1 
ist,  so  ist  io  beiden  Fällen  al.bl  -\-bvCi  -f  ct.ai  =  — 2m. 

Diese  Summe  lässt  sich  aber  in  diesem  Falle  noch  auf  an- 
dere Art  finden.  Bedeuten  a,  ß,  y  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen,  auch  0,  so  ergiebt  sich  nach  }•  27.: 

bx.Ci  s=  a.6,  +  ß,Ci-\r y.fl|  J  (A) 

cx.Oi  s=  a.cx  +  a.aj  +  y.^  J 

o, .  6,  +6i .  <?!  +  cj .  at  =  (a+^+y)  (aA  +&i  +C0 = ±  («+ 15  f  y). 

Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen  in  (A)  respective  mit 
ci»  «i»  bi9  so  ergiebt  sich: 

3«,  .6, .  Cl  =  (a+  ß) .ot  +6! .  <h  +c, . at)  +  y (a,H V -f  ei*)- 

Nun  ist: 

+  =  1  — 2(al.61  +  ÖfCt  +  C,.!!,), 

folglich : 

3at  .bx  .c,  =  («  +  0— 2y)(ai     +  ©x  .c,  +  C! . ax)  +  y, 

d.h.  oi,  bl,  ct  ergeben  sich  als  Wurzeln  einer  Gleichung  dritten 
Grades. 

Hat  ein  reguläres  2(2n+l)-Eck  5m  ungerade  Diagonalen, 
die  nur  eine  Periode  bilden,  so  kann  man  sich  durch  ein  dem 
Vorhergehenden  ahnliches  Verfahren  überzeugen,  dass  die  Zer- 
legung der  Gleichung  des  Vielecks  in  5  Gleichungen  von  der 
Losung  einer  Gleichung  fünften  Grades  abhängig  ist. 

Die  Periode  der  Diagonalen  des  regulären  38 -Ecks  lautet: 

L  17.  15.  11.  3.  13.  7.  5.  9; 


Mao  findet: 

a,  ,bt  =  Inj  +2Äl+3cl, 

folglich  ist: 

at.6|-f  bt.Ci  +  c&.aj  s=  —  6,   da  ax  +0j  -f  cx  = —  1 


r 
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ist;  und 

3fli*  öi»  C\  —  21 , 

also  ist: 

+       6ar— 7  =0 

zu  losen;  die  Wurzeln  der  Gleichungen  geben  die  Werthe  fär 

°i»       c\-  — 

Die  Periode  der  Diagonalen  des  regulären  74-Ecks  lautet: 
1.  35.  33.  29.  21.  5.  27.  17.  3.  31.  25.  13.  Ii.  15.  7.  28.  9.  19; 
man  setze: 

—  öj  =  .Tj  -f  arw \x»xt  +*ai  +*n  +3**3 ; 

-&I  =  *36  +  *fl+*17+*«6+*16  +  *9» 

—  Ci  =  arM  +     +  x%  +  xlt  +x7  -f  xl9. 

Es  ist  : 

«i  +  ^i+c,  sl;  ax.bi=—  öot— 4£,— 3ct; 

also: 

fli »Ol  +  ^i«^i +Ci .a|  =  — 12;  fli.6j.Ct  =  11; 

oder  die  Wurzeln  von  ar>— — 12#  — 11  =  0  geben  die  Wtrtbe 
von  Oi,  6|,  Cj.  — 

}.  30. 

Die  Diagonalen  des  regulären  146 -Ecks  bilden  4  Perioden 
(cfr.  §.  13.);  während  sich  in  Periode  I.  der  Zeiger  1  findet,  hat 
man  in  Periode  III.  den  Zeiger  5,  in  Periode  II.  den  Zeiger  25. 
dabei  aber  auch  den  Zeiger  3,  in  Periode  IV.  den  Zeiger  15,  da- 
bei auch  den  Zeiger  11;  in  Periode  I.  ist  auch  der  Zeiger  55: 
stellt  man  also  die  Perioden  in  folgender  Reibe  hinter  einander: 
1.,  III.,  II.,  IV.,  I.,  so  findet  sich  in  jeder  Periode  ein  Zeiger,  der 
das  Fünffache  ist  von  einem  Zeiger  der  vorhergehenden  Periode. 
Stellt  man  die  Perioden  des  regulären  514  -  Ecks  in  folgender 
Reihe  hinter  einander  I.,  IX.,  II.,  X.,  III.,  XL,  IV.,  XII.,  V.,  XIII., 
VI.,  XIV.,  VII.,  XV.,  VIII.,  XVI.,  I.,  so  ist  in  jeder  Periode  eio 
Zeiger,  der  das  Dreifache  ist  von  einem  Zeiger  der  vorhergehenden 
Periode.  —  Es  seien  a,,  a2,  a8, ....  Zeiger  auf  einander  folgender 
Glieder  einer;  öl9  62,  oa,  ....  eben  solche  Zeiger  einer  andern 
oder  auch  derselben  Periode  eines  regulären  2  (2/1  +  1) -Ecks;  fer- 
ner sei  bi  =  (2m  +  l)ai.   Aus  §.  14.  ist  bekannt,  dass 

2a4=±at;  2a,  ==±0,;  ...  2o,=4:oÄr262=±6f ;  .... <Mod.2*+l), 
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folglich  ist  auch: 

i:Ä1=26l=2(m+l)fll=(2m-fl)oa;  +&8=2(2m+loi=  (2m-f  l)a8 ;  .... 

(Mod.  2»  +  l); 
oder  man  erhält  den  Satz: 

Sind  a,  b  die  Zeiger  irgend  zweier  ungeraden  Diagonalen 
eine«  regulären  2(2n +  1)  -  Ecks,  auf  welche  in  ihren 
Perioden  respective  et,  ß  folgen,  und  es  gilt  zwischen 
a9  b  die  Congruenz  i  A  =  (2m  +  I)o  (Mod.  2»-f  1),  so 
ist  auch  ±ß  =  (2m+l)a  (Mod.  2n-f  1). 

Schreibt  man  die  Zeiger  einer  Periode  eines  regulären  2(2n  +  1)- 
Ecks  in  eine  Horizontal -Reihe,  erstes  Glied  sei  a,  darunter 
Acbreibe  man  die  Zeiger  sei  es  desselben  sei  es  einer  andern 
Periode  desselben  Vielecks,  das  erste  unter  a  stehende  Glied 
sei  positiv  oder  negativ  genommen  =  (2m-fi)a  (Mod.  2*1  +  1),  so 
giebt  jeder  Zeiger  der  ersten  Periode  mit  (2m  + 1)  multiplicirt 
eine  Zahl,  die  dem  darunter  stehenden  positiven  oder  negativen 
Zeiger  congruent  ist  (Mod.  2n  + 1).  Um  kurz  die  Art  auszu- 
drücken, wie  hiernach  die  Perioden  unter  einander  zu  stellen, 
sage  man,  sie  seien  nach  dem  Factor  (2m  -f- 1)  unter  einander 
geordnet. 

Sind  a,  b  die  Zeiger  zweier  ungeraden  Diagonalen  eines  re- 
gulären 2(2n-|-])-Ecks,  dessen  Perioden  nach  dem  Factor  (2m +1) 
unter  einander  geordnet  sind ,  «,  ß  sind  die  Zeiger  der  Diagonalen, 

die  unter  den  vorigen  stehen,  so  ist:  a.b  =  )  —  0"ir) 

.ß  =  ((2m  +  l)2^-6)1  -  ((2m+l)^~-)\  d.  h.  die  Zeiger 


und  a 


(2m+l)^~,  (2m+l).-4^-,  oder  die  nach  §.14.  an  ihre  Stelle  tre- 
tenden Zahlen  stehen  in  ihren  Perioden  unter  den  Zeigern 
und 

— o —  5  dass  eine  der  beiden  Zahlen  gerade  ist,  sich  also  in 

der  Periode  nicht  findet,  ändert  an  der  Sache  Nichts,  da  statt 
der  geraden  Zahl  die  Differenz  zwischen  ihr  und  2n-fl  zu  setzen 
ist  Verbindet  man  hiermit  das,  was  über  Verwandlung  des  Pro- 
duktes zweier  ungeraden  Diagonalen  in  die  positiv  oder  negativ 
za  nehmende  Summe  zweier  ungeraden  Diagonalen  gesagt  ist, 
so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Sind  die  Perioden  eines  regulären  2(2n  +  l)-Ecks  nach 
dem  Factor  2m +1  anter  einander  geordoet,  und  man 


»  Die 
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hat  gefunden,  es  sei  das  Produkt  irgend  zweier  dieset 
Diagonalen  xa-Xb  gleich  der  positiven  oder  negativ«» 
Summe  der  Diagonalen  xm  und  xt,  so  ist  das  Produkt 
der  unter  xa,  x\  stehenden  Diagonalen  gefunden,  wenn 
man  die  positive  oder  negative  Summe  der  beiden  unter 
Xm,  <£t  stehenden  Diagonalen  nimmt. 

Der  Satz  IKsst  sich  übrigens  auch  ganz  in  der  Art  beweUen, 
wie  es  bei  dem  entsprechenden  in  §.  26.  geschehen ;  der  letztere 
Satz  ergiebt  sich  aus  dem  obigen,  wenn  man  Perioden  nach  dem 
Factor  2  unter  einander  ordnet  —  Es  ergiebt  sieb  nun  aber  auch 
folgender  Satz: 

Sind  die  Perioden  eines  regulären  2(2w  +  1)-Ecks  nach 
dem  Factor  2m  +  1  unter  einander  geordnet,  und  sind 
xx,  xit  4TS,  ....  beliebige  Diagonalen  einer,  jrlf  t9,  »~ 
beliebige  Diagonalen,  sei  es  derselben  sei  es  einer  an- 
dern Periode  dieses  Vielecks;  sind  ferner  ij,      z„ .... 

die  unter  xx,        xz  und  }x,        fr,  ....  die  unter 

tx,  *2>   Tu   ••••    stehenden  Diagonalen;   ist  endlich 

(*i+*i+*a+--)  fri+Ti+Ti +....)  =s  ±(pi  +  /*»+Pt+~) 
gefuuden,  wo  px,  p%,  pit  ....  beliebige  Diagonalen  des- 
selben Vielecks  sind,  so  erhält  man  die  Summe,  welche 

gleich  dem  Produkte  (zi+*2+2*+"")  (?i+H+h+  ••••)  ist« 
wenn  man  die  Summe  der  Diagonalen  nimmt,  die  unter 

Pit  P*>  Pf  ••••  stehen. 

$.  31. 

Wir  wollen  im  Folgenden  nur  Vielecke  betrachten,  bei  denen 
4n  +  l  oder  4» +3  eine  Primzahl  ist.  Die  2«  ungeraden  Diago- 
nalen eines  2(4n+l)-Ecks  bilden  zwei  Perioden;  Al9  Bx  seien  die 
negativen  Summen  der  Glieder  dieser  Perioden ;  nach  §.  26.  ergiebt 
sich : 

Ax.  Bx  s=  a.Ax  -\-ß.Bx, 

folglich  nach  §.  30. : 

d.  h.  es  ist  «  =  ß,  und  da  a  -f  ß  dem  absoluten  Werth e  nach 
=  2it  sein  muss,  so  ist: 

Ax. Bt  =  —  n;  Ax  +  Bx  =  1.  cfr.  §.  28. 

Die  n  ungeraden  Diagonalen  eines  2(2n+l)-Ecks  bilden  3 
rioden;  Ax,  BXt  Cx  seien  die  negativen  Summen  der  Glieder 
jeder  dieser  Perioden,  auch  mögen  sie  nach  einem  Factor  2m+i 

V 
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unter  einander  geordnet,  in  der  genannten  Reihe  einander  folgen. 
Nach  §.  26.  habe  man  erhalten: 

Al.Bl  =  a.Ay  +  ß.Bi+  y.C\, 
dann  ist  nach  §.  30.: 

Bx.Cl=a.Bl  +  ß.Cx+y.AXt 
CX.AX  =  *.Cl+ß.Al  +y.Bx, 

folglich : 

At.Bx  +  Bl.Cl  +  Cl.A1=:±(a  +  ß+y)  cfr.  §.29. 

Ebenso  wie  in  §.  29.  kann  man  jetzt  zeigen,  dass  anch 
AX.BX.CX  gleich  einer  nur  von  a,  ß,  y  abhängigen  Grosse  sei; 
AXf  Bx,  Cx  sind  also  Wurzeln  einer  kubischen  Gleichung. 

Die  2it  ungeraden  Diagonalen  eines  2  (4»  +  1)  -  Ecks  bilden 
vier  Perioden;  Ax,  Bx,  Cx,  Dx  seien  die  negativen  Summen  der 
Glieder  dieser  Perioden,  die  nach  dem  Factor  (2m +1)  onter  ein- 
ander geordnet  in  der  Reihe  Ax,  Bx>  Ci,  Dx,  Ax  einander  folgen 
mögen.    Nach  §.  26.  habe  sich  ergeben: 

At.Bi  ^a.At  +  ß.Brfy.Q  +  d.Di, 

•Jana  ist: 

BX.CX  =  ct.Bx  +  ß.Cx  -f  y.Dx-\-  d.Ax , 
ClDlz=  a.(\  +0.  Dx  +  y.Ax  +Ö.BX , 
DX.AX  =za.Dx+ß  .Ax+y  .BX+Ö.CX; 

I olglich : 

{AX^CX)(BX^DX)  =  a-f  ß+ y  +  d  = 

aad  da: 

Ax+Bx  +  Cx+Dl  =  1, 

0 

so  findet  mao  Ax+Cx  und  +  A  durch  eine  quadratische  Glei- 
chung. 

Es  sei  ferner  erhalten  worden: 

AX.CX  =f*.^i  +  v.ß1  +  *.C1  +  0.M. 

folglich : 

BX.DX  =  p .  Bx  +  v.Cx  -f  Jt.  Dx  +  g .  AXt 
C\»AX  =  tt.Q  +  v.Dx  +  7C.Ax  +  o.l?„ 
Dx.Bxz=p.Dl  +  v.Ax  +  n.Bl  +  Q.Cl; 

mithin  ergiebt  sich: 

(f*-*)^,-^)  =  (p-v)  (Ä,— />,) 
Tk«U  XLY1.  »3 
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und 

(p-*)(4-Q)  =  (p-»)(*-A). 

d.  h.  es  ist  entweder  ji  =  7r  und  o=rv  oder  —  CJ)1:^/?!—  Di)' 
Da  die  letzte  Gleichung  entweder  — Ci  =  ßi — Dx  oder 
=  Dx—Bx  siebt,  so  erhält  man  aus  ihr  und  Ji  +  Z^  +  Q-fßjsl. 
dass  entweder  ^1  +  ^  =  4,  also  ^  -f  ßt  =  Ci  + /)i  oder  dass 
^  -f.  Z)j  =  /?!  -f  d  ist.  Da  beide  Gleichungen  unmöglich  sind, 
80  muss  p  =  n  und  p  =  v  sein;  alsdann  aber  ist: 

Ai-Ci  =         +  v(J?,  +/),) 

und 

ßi.Z),  =ft(ÄI+/)1)  +  vMI  +  C1), 

also  4,  ZJj,  C4,  Z>,  sind  durch  quadratische  Gleichungen  zu 
finden. 

Dieselben  Gleichungen  ergehen  sich  bei  der  Gleichung  eines 
regulären  2(4w  +  1)-Ecks,  wenn  die  ungeraden  Diagonalen  eine 
Periode  bilden,  deren  Gliederzahl  durch  4  theilbar  ist  und  diese 
Gleichung  in  vier  neue  Gleichungen  zerlegt  werden  soll.  — 

Uebrigens  lassen  sich  die  Werthe  von  AXt  Bl9  Cx,  Dx  aoeh 
ohne  Berechnung  der  Produkte  AX.CX ,  Bl.Dx  finden;  denn  ans 
den  ersten  vier  Gleichungen  kaun  man  (Ax — Cl)(Bl  —  Dx) 
(Ai  -f  Ci)  (2?i  —  X)A)  berechnen. 

Die  Diagonalen  des  regulären  146- Ecks  bilden  vier  Perioden 
(§.  13.).  Die  negativen  Summen  der  Perioden  I.,  II.,  III.,  IV.  be- 
zeichne man  respective  mit  Ax,  (\,  Blf  Dx;  die  Perioden  nach 
dem  Factor  5  unter  einander  geordnet  folgen  dann  Alt  Blt  Q,  Dv 
Dan  =  18,  so  ist  {Ax  -f  CX){BX  +  />!)  =  - 18  und  da  Ax  +  ßx 
+  Ci-f-/>|  =1  ist,  so  ergiebt  sich: 

Mi  +  Ci)-(Ä1+A)  =  ±V73; 

aus  den  Zeigern  der  Diagonalen  folgt,  dass  Ax  +  (\  negativ  seio 
muss,  folglich  ist: 

Ax  +  Cx  =i(l-V73);   Bx+Dx  =i(l+V73). 

Es  ist  ferner: 

Ax.(\  =  —4Ax-5Bl-4Cl-5Dl  =  J(— 9— V73), 

folglich : 
und  daher : 
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4=HI-V73-\^f46T6W3";  Cx  =i(l- V73+  V 146  +  6v73) ; 
Bt  =  J(l + v73- VU6-6 V73 ;  /),  =  J(I  +  V73+ \f  146 - 6y73). 

Die  ungeraden  Diagonalen  eine«  regulären  2(4»  +  1)-Ecks 
mugeo  sechs  Perioden  bilden;  oder  eine  Periode,  deren  Glieder* 
zahl  durch  6  tbeilbar  ist;  oder  zwei  Perioden,  die  Zahl  der  Glie- 
der in  jeder  Periode  aber  darch  3  theilbar  sein ,  in  jedem  Falle 
lässt  sich  die  Gleichung  des  Vielecks  in  sechs  Gleichungen  zer- 
legen und  zwar  hat  man  dazu  eine  quadratische  und  eine  kubi- 
sche Gleichung  zu  losen.  —  Im  ersten  Falle  mögen  AXt  Bl9  Cx, 
Dlf  Ex,  Fx  die  negativen  Summen  der  sechs  Perioden  bezeichnen, 
die  nach  dem  Factor  (2/n  +  l)  unter  einander  geordnet  sind;  im 
zweiten  Falle  bezeichne  Ax  die  negative  Summe  der  Glieder 
I,  7,  13,  19  u.  s.  w.,  Bx  die  negative  Summe  der  Glieder  2,  8, 
U,  20  a.  s.w.;  im  dritten  Falle  ist  Ax  +  Cx-{-Ex  die  negative 
Summe  der  Glieder  der  einen,  Bx  +  Dx  -f  Fx  die  entsprechende 
Samme  der  andern  Periode,  und  zwar  Ax  die  negative  Summe 


der  Glieder  1,  4,  7,  10  u.  s.  w.  —  Aus 

At.Bx  =  a.Ax+ß.Bx  +y.C1+c\Z)1  -M.^  -H.F, 
ergeben  sich  BX,CX,  CX.DX  u.  s.  w.,  und  daraus: 
i^+A  ^+Ci  A+AA+A  A+*\  Ax  =  a+/3+y+ä+«+fc 


At.  A  =  t*.Ax  +v.Bx  +  o.C,  +n.Dl  +  Q.El+o.Fx 

folgt: 

4*  A  ■*-  A  A  +  Ci-A+ A-4 + A- A A  =  f*+* +0+*+ o+ 

Uso: 

4.A  +  AA  + A*\  =*04+v+o  +  *+p  +  n). 


4  +  Ck+A)(A+A+*\)  =  *+/Hy+Hf+Httfi+*W*+p+«); 


Aus 


Addirt  man  diese  beiden  Summen,  so  ist 


ho 
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(u.  v,  o,  n,  q,  ö  haben  natürlich  andere  Bedeutung  als  vorher), 
so  folgt: 

Cx.Ei  =  ft.6i  +  v./>i  +  o.Ex+n.Fx  +  Q.Ax  +  o.BXy 
EX.AX  =  ft.£|-f  v..F|  +  o.^4|+  ä.  ^ -f-  Q>C\  -\-c.Di ; 
folglich  ist: 

+(v  +  ^  +  ö)(ä,  +  A-r^i). 

d.  b.  diese  Summe  ist  durch  bekannte  Zahlen  zu  bestimmen. 
Das  Gleiche  gilt  von  Bt.Dx  -f  Dx.Fx-{- FX.BX.  Multiplicirt  man  die 
drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  durch  Ex,  Ax,  Cx  und  addirt, 
so  erhält  man: 

$.Ak.Cx.Ex  =  li(Al.El^Al.Cl^Cl.ElHv(Bl.El^Al.Dl^(\.F1 

+         f  /ft*  +C1«)  +  o-(£:l.F1  +  Ax.Bx  +  Cx.Dx). 

Die  Summen  /ll.£1+/lj'^i*f  CX.EX,  desgleichen  Bl.E1-\-Al.Dx 
+Cx*Flt  desgleichen  ^la4-C1*-J-JBl*  kann  man  durch  bekannte  von 

#i»  C*i  u.  s.  w.  unabhängige  Grössen  ausdrucken.  Aus  den 
für  AvBXi  BVCX  u.  s.  tv.  angenommenen  Gleichungen  folgt  aber: 

D^+A^Ft+Bi.^iu+y+tXBt+D^ 

desgleichen : 

d.  b.  das  Produkt  Ax.Cx,Et,  ebenso  Bl.Dl.Fl  lässt  sich  durch 
bekannte  von  4»   A»   Ci  u-  s-  w*  unabhängige  Grössen  aus 
drücken;  oder  Ax,  Cx,  Ex  wie  Bu   Dl9  Fx  ergeben  sich  afc 
Wurzeln  kubischer  Gleichungen. 

§.  32. 

Die  16  Perioden,  welche  die  ungeraden  Diagonalen  des  re- 
gulären 514- Ecks  bilden,  finden  sich  in  §.  13.  Mit  A  und  ver- 
schiedenen Zeigern  bezeichne  man  die  Coeföcienten  der  Glei- 
chung, deren  Wurzeln  die  Glieder  der  ersten  Periode  sind 
x*+Ax  .x7+A<i.x*+Az.x*+Ai .z*+As  .x*+A6 .ara-M7.,z+ J8  =  0 
""habe  die  Wurzeln  xx,  xtttb,  xi&3 ,  x^g,  xux,  .ra25,  xX9St  jrlto 

Es  sollen  B,  C,  D,  E,  F,  G,  U,  K,  L,  M,  N,  O,  P,  T 
au  die  Stelle  von  A  treten  bei  den  Gleichungen  deren  Wurzeln 
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Diagonalen  der  2,  3,  4,  5,  6.  7,  8,  9,  10,  11,  12,  13,  14,  15,  16ten 
Periode  sind.  Werden  die  Perioden  nach  dem  Factor  3  unter 
einander  geordnet,  ko  folgen  auf  einander:  A,  K,  B,  L,  C,  M,  Dt 
X,  E,  O,  F,  P9  G,  R,  H,  T,  A.  Man  bilde  nach  §.27.  Al.Bl 
aus  dem  Zeiger  1  und  den  Zeigern  von  B%  und  erhält: 

AX.BX  +2/1,  +  (\  +  2F, + F,  +2G, + Hx + L,  +2  il/, +22V,  +P,  +  Ä,= 0. 

Nach  {.  31.  erhält  man  hieraus  sogleich  die  Werthe  für 
KvLi  ßl.Cx,  LX.MX  u.  s.  w. ;  es  ergiebt  sich  z.  B.: 

Rx  Cx  +2#,  +  Dx  +2F,  +  Gx V2HX+AX+ Wl+2iV1+2O1+Ä1  +  rl=0 

U.  8.  W., 

tf,X,  +2  ff,  +  Jtf,  +2  O,  +P,  +2Ä,  +  71, + Q+2D, +2£,  + 6,  +#, = 0, 

L,Jfi+2L,  +  iV,  +  2P,+Ä,+2rl+ff,+Z>l+2Fi+2F1+#,+i<li=0 

u.  s.  w. 

Ferner  suche  man  nach  §.  27.  At.Cl9  und  erhält: 

4,C  +  £?,  +  2D,  +  F,  +  F,  +  G,  +2ff,  +  L,  +  Jf,  +2iV,  +  O,  +  Ä, 

+27\=0, 

folglich  nach  §.  31.: 
BX.DX  +  C,+2£,+  F,+  £,+//, +2L,+  i»/,+  iV,+20,+  />,+  3T, 

+  2  ff,  =  0  U.  8.  W., 

desgleichen: 

KVMX  +  L,  +  2iV,  +  Ox  +  P,  +/?,  +  2#,  +  <?,  +  />,+  2£,+  F,  +  //, 

+2J,  =  0, 

+  Mx  +20,  +*>,+  Ä,  +  Tx  +2C,  +  /),+     +  2F,  +  Gx  +  4, 

+  2ß,  =  0  u.  s.  w. 

Ferner  suche  man  nach  §.  27. : 

^l.D,  +  2Cl+£l+FI+Gl  +  2^I+Ll  +  2^1  +  0,+P1+ÄI  +  3rl  =0, 

folglich : 

ßJ.£1  +  2/>,+F,+(?I+//,+2^1+^l  +  20l+P1  +  #71  +  rl+3^I  =  0 
■i.  8.  w.,  desgleichen: 

A ,  JV,  +  2     +  O, + />,  +  ß,  +  2  7, + Ci  +  2F, + F,  +  Gx + 77,  +  3,4 ,  =  0. 

Lt.Ol  +  2Nl+Px  +  Rx  +  TXYIKX  +  DXW\\GX  \  HX\AX+ZBX  =0 

u.  s.  vs. 

Ebenso  findet  sich: 
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* 

(u,  v,  o,  jr,  o,  ö  habeu  natürlich  andere  Bedeutuiy 
so  folgt: 

Cx.El  =  (i.C\  +  v.D1  +  o.El+  w.Ft  +  p./ 
Äj.ili  =        +  v.F!  +  o.^,+  ».  ^i  +  f 
folglich  ist: 

4X'i+Ct.£i+£i-4  =  <f»+o+rif 

d.  b.  diese  Summe  ist  durch  bekannte 

Das  Gleiche  gilt  von  /?,./>,  +  Dl.Fl^Fl 

drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  durcr    .  —  0, 

so  erhält  man:  't  =0  u.  s.  ir.f 

3.^li.C,.£71  =  ti(Al.El  +  Al.Cl+Cl.E    £,  =0; 

+  o(QJ£t+4.£i+4.4)  +  n    rFi  =0  u  8  w 

+  *(£i»+4»+<i1>  +  «('  U-Ecks.  die  vom  128t* 

Die  Summen  4JEH4'Ci+<'  Gleichungen,  deren  eine 

+Q.Flf  desgleichen  ^HCiHF  >>re  dle  in  den  Perioder 
^it  #i»   £i  u-  s-  w-  unabhängig 
ftr  AVBV  BVCX  u.  s.  tv.  ange 


:  A  irieln  hat.    Da  nach 
-  A\ — 16)  u.  s.  w.  ist,  so  er- 
.vr  vorher  entwickelten  QU\ 


desgleichen : 

AVBV\EX  .Fx  +  Cx  ./),=(«> 

d.  b.  das  Produkt  AX.CX> 
bekannte  von  Ax,  Blt 
drücken;  oder  Alt  (\ 
Wurzeln  kubischer  Gle 


r^fF.  +  ^+A) 


:ei 


n  Gleichungen  das  ProduL 
bestimmen  kann,  so  finde 


Die  16  Periode 
gularen  514- Ecks  ' 
schiedenen  Zeige* 
chuog,    deren  W 

"habe  die  Würze 

i 

. 

Es  sollen  / 
au  die  Stelle  ' 

I 


~-\  +  F,  +  G,  -f  Hx)* 

\  +  o1  +  p1+r1+t1) 

f  F.  +  ^  +  G.+A). 
*  <m+#i  =  id±V257); 
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'  .  %vnrzeln,  die  in  vorhergehender 


m^  '"-C.  /.)«!(!- VW) 

'  feto  «*u       >/     /S5^U    ^  " 


v\  +  Hx)  =  -16, 
^  ;n  früher  entwickelten  Glei« 


-  V257  -  V  5 1 4—2  V257) ; 


<  -  V257  +  V 514-2  \/257). 
.ebt  sich: 


y  *A  >'y'  ^  .  =      + V267- V5U+2V257); 

*\  =  i(l  +  V/257+Vr514  +  2V257). 

</>''/  i5,l)+(C,  +  ßl+Cl  +  ff,)=:i(l-V257) 

I 

-^-4(ß,  +  Dv  +  F,  1  //,)-4  (K,  f  ÄfÄ  -f  O,  + 

-8<L1  +  /VI  +  #VH'1) 

'  ^  ^-16-2  ( V257  -  ^514+2  */257-  V*5 14 -2V257 

■ 

(D) 

Al+Bl  +  £,+F, 


Vftl4+30 V257+16V  514 +2^257+ WV^4-2vS7), 
7 + V  514+ 3ÖV25  7+1 i  6  V*l>  1 4 + 2^2 57 + 1 6  V 5l  4  -  2v^&  7) . 


\ 

L 
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4-4+24+24+4  +4+24+24  +  4+4+  24+2Ä,  =  0, 
folglich : 

Bl .  4 + 2  4 + 2  d  +  4  +  4  +  2  4 + 2  4  +  4 + 4  +  24  +  2  Tx  =  0 

a.  s.  w.,  desgleichen: 

4.4+24+24-1-  4  +4+20.+24+4+  4+24+24=4 
4-4+24+24+ 4+  Oi +24+24+4  +  4+24+24  =0 

U.  8.  W. 

Sacht  man  nach  §.  24.  A%9  so  ergeben  sich  4»  4>  4  • 
nach  §.  31.;  man  erhält: 

4+4+4+4+24+4+4  =0, 

4+4  +  4  +  4+24+4  +  4  =0u.  s.  w., 
■4+4+4  + Oi +24 +  4  +  4  =0; 
4+4  +  4+4+24+4+4=0  u.  s.  w. 

Die  Gleichung  des  regulären  514 -Ecks»  die  vom  l28teo 
Grade  ist,  zerlege  man  zunächst  in  zwei  Gleichungen,  deren  eine 
die  in  deo  Perioden  I.—  VIII.,  die  andere  die  in  den  Perioden 
IX.— XVI.  enthaltenen  Diagonalen  zu  Wurzeln  bat.  Da  nach  §.15. 
A%  =  i(4a  +  Av  -16),  4  =  4(4«  +  4-16)  u.  s.  w.  ist,  so  er- 
gieht  sich  aus  der  letzten  Reihe  der  vorher  entwickelten  Glei- 
chungen : 

4*  +  4*  +  4 2 + 4* + 4a  +  4a  +  4a  +  41 
=  -7(4  +  4 +  c,  +  4+4+  4  +  4+4) 

-8(4  +4+4+4  +  0,  +4+4  +4) +  128 
=  -(4  +4  +  4  +4  +  4  +  4  +  4  +  4)  +  l2L 

Da  man  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  das  Prodakt 
je  zweier  der  Grössen  4»  4  ••••  4  bestimmen  kann,  so  findet 
mao: 

(4  +  4  +  4  +  4  +  4  +  4  +  4+4)* 
=  65-(4+4  +  4  +  4  +  4  +  4+4+r,) 

=  644(4  +  4+4+4+4  +  4  +  4+4). 

oder  es  ist: 

4+4  +  4  f  4+4  +  4  +  4  +  4  =  4(i±V257); 
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beachtet  man  die  Vorzeichen  der  Wurzeln,  die  in  vorhergehender 
Summe  enthalten  sind,  so  ist: 

(A) 

Ai  +  Bx  +  <\  +  A  +  £\  +  F,  +  Gx  +  Hx  =  1  0  -  V257) ; 
ffl  +  L1+üfi+iVi  +  01+Pl  +  Ä1  +  ri  =1(1  +  V257). 
Aus 

(J,  +  C,  +  JE,  +  6\)  +(ßt  +  Z>!  +  Fi  +  #i)  =  1(1-  V257) 

9 

und 

(/4,  +  Ci  +  Fl  +  Gl)(tf1+/>I  +  F|+Ir\)  =  -"16, 

welche  letztere  Gleichung  sich  aus  den  früher  entwickelten  Glei- 
chungen ergiebt,  folgt: 

(B)   

i4i  +  Ct  +  £|  +6|  =  1(1  —  V257  -  V"5T4-2  V257) ; 

Bx  +  Dx  +  Fx  +  £f,  =  1  (1  -  V257  +  V 514-2  v"257). 
Auf  gleichem  Wege  ergiebt  sich: 

(O   

Kx  +MX  +  O,  +  /?»  =  «1  +  V257-  V 514  + 2V257); 

Li  +  ^,  +     +  7\  =1(1  +  V257+  V514  +  2V257). 
Aus 

(4+  l*i  +  Fi  +  Fx)  HCl  +  Dt  +  Gt  +  Hx)  =  1(1  -  V257) 

und 

Ml  +  #1+F,  +  Fl).(Cl  +  Z)1+6',  +  //1) 
=  -12-4(2?,  +  Ö4  +  F,  f  //,)-4(tfi  +      +  O,  +  #,) 


=  - 16-2  (V257-  V514+2  V  257-  V*  514-21/257 

folgt: 

(D) 

,4, +/?,  +  £,  +  *, 


=K1- V257- V"  5l4+30v257H6Wl4+2v:257+l6V^  514-2  V257), 

Ci  +  Z>,  +  6'i  +  //, 
=1(  1  - ^257+ V* 514+30 V257+ 16 V5 1 4+2 V 257 + J6V514-2v  257^ . 


*  Diniti 
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Aus 

(J,  +  A  +     +  #i)  +  (*  i  +  Q  +  Fl  +  Gx)  =  V257) 

und 

=  _  12  -4  (J,  +  C,  +  JEa  +  G, )  -  4(Lj  +  2V,  +  Pt + 71, ) 

-8(^+^+0,+«,) 

—-16-2V257  +  ^514+2^257  +  V514^-2v257 

folgt: 

(E) 

4+4+4+^1 

v257-  V  514+30^257-16^^14^57-  16  V B14^2vS7). 

4  +  4+*i  +  4 
=i(l-V257+VlH4+i^ 

Aus  den  Gleichungen  ß.D.E  ergiebt  sich: 

(F) 

4  +  £,  =  V257-V"5T4^V257 

-2^257+ 15V257+  V226.257+  3614y267), 

Q+<?i  =  { ( l  —  V257  -  V 574 -2 v  257 

+  2  V257+ 15 V257  +  V226T257  +  M141/257), 

+ Fi  =  J(1~V257+ V514-2V257 

— 2  V257+ 15V257—  V2*7257+ 3614^257). 

4+4  =  i  (l  -  V257  +  V  514—2  V257 


+  2  V157+ 15 V257  -  V 226.257-f  3614V257). 

1 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sieb: 

(G) 

Kl  +  Ol  =  *  (l  +  V257  -  V*51 4  +  2^257 

+  2  V257  1 5  v257  -  \r  mrm^mw^^ 
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Lk  +  P,  +  V»7  + V514+2V257 

+  2V  257— 15V257+  V226.257  —  3614V^), 


Mx  +  Ät  =  1(1  +  V257-  V514  +  2  V257 


-  2^257 — 15  V257  -  V  226. 257  -  3614  V257), 

iV,  +  Tx  =  i  (1  +  V267  +  V  514  +  2  V257 

-  2  V  257- 15  V257  +  V22057^36I4  v257). 

Führt  man  folgende  Bezeichnungen  ein: 
A  =  V  514-2V287";  B  =  V^514+2y257;  D  =  257  +  15V257; 
E  ==  257— 15V257;  F=  V226. 257  +  3614  V257; 
H  =  V226.257  -  3614  y257 , 
so  kann  man  statt  F,  G  setzen: 

(H) 

J1+£;1=i(l-V257-J-2\^Ö+P);  K%+ 0|={(1+V257- B+1SfE^H) 
^+^=«1-^257+^-2^5^;  L1+P,=l(l+V257+Jß+2 SfE+Ii) 
Q+<?1=^l-V257-,4+2V'5^:f,);  jif,+ff1=«l+V257-tf-2vTE:^) 
^ +/?!={(!- V257+J+2V^F);  iV1+rl=i(l+V257+Ä-2V£TÄ) 

Aus  den  Werthen  von  J,*,        (die  sich  aus  A%t  Et  ergeben) 
and  AX.EX  findet  man: 

(^1-£i)»  =  ~(4+£i)+2(ßi+FI)+2(C1  +  C?l)+2(A  +  ^i) 
+  2(Af1+Ä1)-2(/V1+7t1)-4(Ol+Äl)  +  32> 

uod  da  Ax  absolut  genommen  >  £,  aber  negativ  ist,  so  ergiebt 
sieb: 


■ 


r 
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(K) 


Ax-Ex  =  5I4-18V257+6.4+  \W  D+F-<U\T  E-H+S\T  E\H% 
desgleichen : 

Bt—Fi  =  -1^4- 18V257-6.4+  12\^Ö-F-8  STE-H-MV  £+//, 
d-C!  =  -i  VIhS- 18^^>Tl2^  2ff>+24  V"  E^H-SVF(Ü 
Dx—Hx  =  +{V5U^8V257^^ 
#ft — Ot =-i  V714+18  V^^^ 

Lx-Px=  -i  ^514^18^257^6^+  8  V*  0^-24  ^Ö+lM  2  V^tf+T/, 

Mv  - Rt  =-iV5Ü+l8v257+6/?-24  V7>-F-8V  0+F+12V  £-//, 

-  7\  =-iV514+18V257-  6/?- ^S^Ö-fW^S+F+li^E?^. 

Durch  die  Gleichungen  (H)  und  (K)  sind  -4,,  #|,  C,  ....  be- 
stimmt. 

Man  zerlege  die  erste  und  fünfte  Gleichung  in  zwei  Glei- 
chungen vierten  Grades;  es  enthalte 

*4  +  ül^s+ä2.*4  +  a3.*  +  i*4==0  die  Diag.  1,  253,  241,  193, 

*4  +  «i*5  +  «s +        +  «•  =  0  „  „   255,  249,  225.  129, 

^  +  «,.a:»+«2.T*+«a^  +  «4  =  0  „  „     15,  197,  17,  189, 

**  +  Ci-*8  +  et.a»  +  f3.x  +  c4  =  0  ft  227,  137,  223,  121 

als  Wurzeln.  Aus  den  Zeigern  der  Wurzeln  findet  man:  &x.*x 
=  -{Al  +  Bl  +  Kx  +  Mxh  «i-fi  =-(ÄI  +  F,+  Ä,  +  Ol)>  und  da 
Üi+Äj  =  Ax;  «j+Ci  =  E4  sind,  so  sind  ült  a4>  <£,,  fj  als  ge- 
funden anzusehen.  Durch  die  Gleichungen  des  §.  17.  sind  noo 
aber  auch  Ü*,  «2»  —  2,1  bestimmen.  Endlich  bestimme  man  die 
Gleichungen : 

x*  +  «i,3 .ar  +  fl«.8  =0(arM3,  x108);  ar2  +ai,4.x+o2,4  =  0(jrM, 
*H«i.i-*T rM  =0(jtI6,  .r1T);    a*+e|lB.«+efc,t  =  0(x.m,  a«*); 
x%  +  «ns =  0(xl97,a:lw);  T2+e,,4.,a:+  6**  =  0(#,|y,  *,«); 
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die  Wurzeln  die  jeder  Gleichung  zugehoren,  stehen  dabei  in  Par- 
enthesen.  Aus  den  Zeigern  findet  man  nach  §.  23. : 

fltti=—  «i»it  flti*=— elJ2;  «8,3=—  e„3;  0*4=— —  —  «1,*; 

setzt  man  aber  diese  Werthe  in  die  letzten  Gleichungen  ein  und 
multiplicirt  dann  paarweise  diese  acht  Gleichungen,  damit  man 
dadurch  die  vier  unmittelbar  vorher  bestimmten  Gleichungen  er- 
halte, so  ergiebt  sich: 

aus  welchen  Gleichungen  sich  die  Coefficienten  der  obigen  acht 
Gleichungen  ergeben,  so  dass  also  nachgewiesen,  wie  sich  die 
Seite  des  regulären  5U  -  Ecks  als  Wurzel  einer  quadratischen 
Gleichung  ergiebt 

§.33. 

Als  Resultat  der  vorstehenden  Abhandlung  in  Bezug  auf  die 
Zerlegung  der  Gleichungen  der  regulären  2(2n-|-l)-Ec|ce  und  zwar 
für  den  Fall,  wo  2w-fl  eine  Primzahl  ist,  ergäbe  sich  Folgendes: 

Ist  n  selbst  eine  Primzahl,  so  lässt  sich  die  betreffende 
Gleichung  nicht  weiter  zerlegen.  Ist  n  theilbar,  so  bilden  die 
ungeraden  Diagonalen  des  Vielecks ,  die  sämmtlich  Wurzeln  der 
betreffenden  Gleichung  sind,  entweder  eine  oder  mehrere  Pe- 
rioden. Bilden  die  n  Diagonalen  eine  Periode,  so  kann  man  die 
Gleichung  des  Vielecks,  je  nachdem  n  durch  2,  3,  4,  5,  6,  7,  .... 
theilbar  ist  in  2,  3,  4,  5,  6,  7,  ....  Gleichungen  zerlegen.  Die 
Wurzeln  jeder  der  neuen  Gleichungen  sind  ganz  bestimmte 
Diagonalen  des  Vielecks,  die  man  angeben  kann,  so  wie  man 
die  Reihenfolge  der  Diagonalen  in  der  Periode  kennt.  Die  Coef- 
ficienten der  Gleichungen  sind  zu  bestimmen,  so  wie  man  die 
Summe  der  Diagonalen  kennt,  welche  sich  in  jeder  der  Glei- 
chungen als  Wurzeln  finden.  Diese  Summen  findet  man,  wenn 
n  durch  2  theilbar  ist,  durch  eine  Gleichung  zweiten  Grades;  ist 
n  durch  3  theilbar,  durch  eine  Gleichung  dritten  Grades,  ist  n 
durch  4  theilbar,  durch  zwei  Gleichungen  zweiten  Grades,  ist  n 
durch  6  theilbar,  durch  eine  Gleichung  zweiten  und  eine  Glei- 
chung dritten  Grades.  Ist  n  durch  5,  7,  11  ....  theilbar  und 
a,  o,  c,  d,  ....  sind  die  negativen  Summen  der  Wurzeln  der  zu 


S 
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suchenden  Gleichungen,  so  sind  die  Produkte  aus  je  zweien 
dieser  Grossen  stets  gleich  einer  Grosse  von  der  Form  a.a+ß.b 
-f-y.c  +  d\d  worin  o,  ß,  y,  d  ....  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  sind.  —  Enthält  jede  der  so  erhaltenen  Gleichungen  wie- 
der eine  durch  2  oder  3  oder  5  ....  theilbare  Anzahl  von  Wur- 
zeln, so  lässt  sich  jede  der  neuen  Gleichungen  wieder  in  2  oder 
3  oder  5  ....  Gleichungen  zerlegen  u.  s.  w.  —  Bilden  die  n  un- 
geraden Diagonalen  mehrere  Perioden,  so  hat  jede  Periode  die* 
selbe  Anzahl  von  Gliedern  und  lässt  sich  die  Gleichung  des 
Vielecks,  je  nachdem  die  Diagonalen  2,  3,  4,  5,  ....  Perioden 
bilden  in  2,  3,  4,  5,  ....  Gleichungen  zerlegen,  deren  jede  die 
Glieder  einer  Periode  zu  Wurzeln  hat.  Bei  zwei  Perioden  hängt 
die  Zerlegung  von  einer  Gleichung  zweiten,  bei  drei  Perioden 
von  einer  Gleichung  dritten,  bei  vier  Perioden  von  zwei  Glei- 
chungen zweiten,  bei  sechs  Perioden  von  einer  Gleichung  zweiten 
und  einer  Gleichung  dritten  Grades  ab.  Ist  die  Zahl  der  Glieder 
einer  Periode  durch  2,  3,  4,  5,  ....  theilbar,  so  kann  man  jede 
der  neuen  Gleichungen  wieder  in  2,  3,  4,  5,  ....  Gleichungen  zer- 
legen, deren  jede  ganz  bestimmte  Diagonalen  des  Vielecks  zu 
Wurzeln  hat  u.  s.  w. 

Ob  und  in  wie  weit  es  dem  Verfasser  gelungen  ist,  im  Vor- 
hergehenden einzelne  Theile  des  Gaus s'ischen Satzes  über  regu- 
läre Vielecke  auf  elementare  Weise  zu  beweisen,  muss  er  der 
Beurtheilung  Anderer  überlassen.  Dem  Verfasser  kam  es  übrigens 
weniger  darauf  an,  einzelne  Stucke  dieses  Satzes  zu  erweisen 
(bei  einer  Verallgemeinerung  der  angewendeten  Beweisführung 
durfte  sich  der  ganze  Satz  ergeben),  als  eine  Methode  anzugeben, 
durch  welche  es  möglich  wird,  auch  einem  mit  derZablentheorie 
nicht  Vertrauten  zu  zeigen,  von  welchen  Beziehungen  und  Rech- 
nungen die  Zerlegung  der  Gleichungen,  also  in  einzelnen  Fällen 
die  Construirbarkeit  der  betreffenden  Vielecke  abhängig  ist.  — 


ed  by  Google 


Brctsc h  neide r:  Bestimmung  des  kürzesten  AbStandes  etc.  501 


Bestimmung  des  kürzesten  Abs  tan  des  zweier  im  Räume 
gelegener  nicht  paralleler  Geraden. 

Von 

Herrn  Professor  C.  A.  Bretsehneidtr 

am  Gr  mnatiam  zu  Gotha. 


Die  ausführlicheren  Lehrbücher  der  Geometrie  enthalten  ge- 
wöhnlich die  Auflösung  der  Aufgabe,  den  senkrechten  Abstand 
zweier  im  Räume  liegender,  nicht  paralleler,  Geraden  zu  finden, 
zeigen  aber  nicht,  wie  der  Zahlwerth  dieses  Abstandes  gefunden 
werden  könne,  für  welchen  immer  auf  die  Hülfsmittel  der  analy- 
tischen Geometrie  verwiesen  wird.  Legeodrein  seiner  Geometrie 
(p.  378  der  Cre Neschen  Uebersetzung)  giebt  zwar  einen  ziemlich 
einfachen  Ausdruck  für  diesen  Zahlwertb,  verwendet  aber  zu 
dessen  Herleitung  doch  Vorstellungen,  welche  der  synthetischen 
Geometrie  fremd  sind.  Das  nachfolgende  einfache  Verfahren  zur 
Losung  der  vorgelegten  Aufgabe  dürfte  daher  für  den  Elementar- 
unterricht vielleicht  nicht  ohne  Werth  sein. 

Sind  AB  und  CD  (Taf.  IX.  Fig.  16.)  zwei  im  Räume  gele- 
gene Gerade,  welche  einander  nicht  parallel  laufen,  so  falle  mau 
aus  einem  beliebigen  Punkte  /  der  Geraden  AB  ein  Loth  JK—a 
auf  CO,  aus  dem  Fusspunkte  AT  desselben  ein  zweites  Loth 
fcLi—b  auf  AB,  und  aus  dem  Fu*spunkte  L  wiederum  ein  drittes 
Loth  LM  =  c  auf  die  CD.  Darn  erhält  man  für  das  Quadrat 
des  kleinsten  Abstandes  d  beider  Geraden  <ien  Werth: 

Für  den  Werth  der  Entferr  ungen  JC  W*** 
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Endpunkte  des  ersten  Lothes  von  den  betreffenden  Endpunkten 
der  auf  beiden  Geraden  senkrecht  stehenden  Strecke  GH  er* 
giebt  sieb: 

Ist  endlich  co  der  spitze  Winkel,  den  beide  Gerade  AB  and 
'  CD  zusammen  bilden,  so  wird 

a*-6*    9     C08W  =  ViMi 

gefunden.  Fällt  man  von  M  aus  MN  =  d  senkrecht  auf  AB, 
von  N  aus  wiederum  iV"0  =  e  senkrecht  auf  CD  u.  s.  f.,  so  nä- 
hern sich  diese  Lothe  rasch  dem  Werthe  6,  und  hängen  durch 
folgende  Gleichungen  unter  einander  zusammen: 

Es  bilden  daher  die  Differenzen  aa— 62,  6*— c*,  c*— d1,  o. s.w. 
eine  fallende  geometrische  Progression. 

Der  Beweis  dieser  Ausdrücke  wird  höchst  einfach  dadurch 
geführt,  dass  man  durch  die  AB  eine  Ebene  XY  parallel  zu 
CD,  sodann  durch  CD  eine  zweite  Ebene  legt,  welche  auf  XY 
senkrecht  steht  und  letztere  in  der  Geraden  EF  schneidet  Zieht 
man  dann  von  den  Punkten  K  und  M  aus  die  Geraden  KP  und 
MQ  senkrecht  auf  EF,  so  ist  JLa=  a*— 6*  KM*=PQ*=l>*-c*, 
woraus  dann  das  Uebrige  ohne  alle  Weitläufigkeit  gefunden 
werden  kann. 
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XXV. 

Schreiben  des  Herrn  Professor  Dr.  Ligowski 

In  Berlin 

an  den  Heransgeber. 


Durch  die  Losungen  der  Aufgabe,  Band  45.  des  Archivs, 
Seite 220.,  bin  ich  veranlasst  worden,  ebenfalls  eine  Losung  zu 
versuchen. 

Dreiecke,  in  welchen  a,  b,  c,  r,  q  und  F  rationale 
Zahlen  sind. 

Nach  den  gebräuchlichen  Bezeichnungen  ist: 

1)  .  .  .  .    F=  %rS(Ä-a)(Ä-Ä)(Ä-c)  =  p.Ä, 
also  auch: 

2)  (S—a)  (S-  b)  (S — c)  =  o*S. 

Setzt  man:  * 

3)  -S  —  a  =  ojr, 

S—b  =  gy, 
S  —  c  =  qi  ; 

dann  ist: 

4)  S  =  p(x+y  +  *) 

=  a-f  par, 

=  C  +  02. 

Nach  3)  und  4)  wird  ans  2) ; 

5)   a:yr  =  ar  +  y+x 
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Mithin  ist  auch: 

-=*+«, 

e 

d.  b.: 

6)  a:6:c  =  (y  +  t):(ar+x):(a:+y). 

Ans  5)  ergiebt  sich: 

x  +  y 

7>  *  =  ^Fr 

Diesen  Werth  von  i  in  6)  eingesetzt  ergiebt: 

* 

8)  .  .  .  a:b:c  =  x(y*+l):y(x*+l):{x  +  t,Hxii-ly. 

Setzt  man: 

9)  o  =  #(y*+l). 

dann  ist: 

10)  6=y(*a  +  l), 

11)  c  =  (ar+y)(*y— 1). 

(Heraus  ergiebt  sich  nacb  der  Formel  1): 

12)  F=xy(x+y)(xy— 1). 

Ferner  ist: 

13)  o  =  *y-l, 

14)  r  =  i(a:»  +  l)(y»+l), 

15)  8ina==:is|l' 

2y 

16)  slDP=jj*r+i> 

.  2_(*  fy)(^-l) 

17)  8iny^  (i«  +  I>Ö»+l)' 

Für  a?  =  4  und  y  =  3  erhält  man : 

a  =  40,  6  =  51 ,  c  =  77; 
F=924,  e  =  ll,    r  =  42,5 ; 

8  .  Q     3  77 

am  o=j^#       sinpr=g,       siny  = 
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Literarischer  Bericht 

CLXXXI. 


Gustav  Skrivan, 

ordentl.  Professor  der  Mathematik  am  polytechnischen  Landes- 
institut in  Prag,  welcher  am  6.  Jänner  des  laufenden  Jahres*) 
nach  verhaltnissmässig  kurzem  Krankenlager  verschied,  und  in 
welchem  das  reorganisirte  Institut,  namentlich  die  böhmischen 
Lehrer  desselben,  eine  ihrer  tüchtigsten  Kräfte  verloren,  wurde 
am  11.  April  1831  in  dem  böhmischen  Städtchen  Krucembusk 
(deutsch  Kreuzberg)  geboren,  und  war  der  einzige  Sohn  eines 
Lohgerbers,  zugleich  Gemeindevorstandes  im  Orte.  Der  Sohn 
war  für  dasselbe  Geschält  bestimmt  und  erlernte  dasselbe  auch 
regelrecht,  so  dass  er  seinem  Vater  bereits  Beihilfe  leisten  konnte. 
Allein  der  unwiderstehliche  Drang  nach  geistiger  Fortbildung, 
welcher  der  junge  Skrivan  seine  freie  Zeit  widmete,  sowie  die 
fortwährenden  Bitten  des  Sohnes  bewogen  den  Vater,  denselben, 
und  zwar  erst  in  seinen  Junglingsjahren,  nach  Prag  zu  geben, 
am  sich  dort  fär  die  technischen  Studien  vorzubereiten.  Gustav 
Skrivan  Oberwand  durch  eisernen  Fleiss  bald  alle  Schwierig* 
keiten,  welche  ihm  die  Mangelhaftigkeit  der  ersten  Schulbildung 
bereitete,  wurde  nach,  abgelegter  Aufnahmeprüfung  an  die  poly- 
technische Schule  in  Prag  aufgenommen,  wo  er  im  Jahre  1850 
und  1851  studirte,  und  gieng  hierauf  zur  Fortsetzung  seiner 
Studien  an  die  polytechnische  Schule  nach  Wien,  welche  er  bis 
zum  Jahre  1855  besuchte.  In  Wien  erwachte  in  ihm  eine  be- 
sondere Vorliebe  für  mathematische  Studien,  er  beschloss,  »ich 
denselben  sowie  dem  Lehrfacbe  zu  widmen,  uod  hörte  zu  diesem 
Behufe  auch  alle  einschlägigen  Collegien  an  der  Universität.  Der 
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Eifer  und  Fleiss,  mit  welchem  Skiivan  sich  seinem  ßerufe  wid- 
mete, fand  bald  Anerkennung.    Er  wurde  im  Jahre  1856  Lehrer 
an  der  Communal-Oherrealschule  in  Wien,  und,  nachdem  er  in 
Jahre  1858  das  Staatsexamen  für  Oberreallehrer  mit  bestem  Er 
folge  bestanden,   wurde  ihm  in  demselben  Jahre  die  Direcuon 
der  Oberrealschule  am  Bauernmärkte  in  Wien  anvertraut,  welcher 
Schule  er  in  kurzer  Zeit  durch  Heranziehung  ausgezeichneter 
Lehrkräfte,  sowie  durch  sein  eigenes  Wirken,  einen  sehr  guten 
Ruf  erwarb.    Sein  Streben  war  jedoch  immer  eine  Lehrkanzel 
an  einer  Hochschule,   namentlich  in  seinem  Vaterlande  Böhmen 
zu  erhalten,  und  er  verwendete  seine  ganze  Müsse  auf  mathe- 
matische Studien.     Aus  dieser  Zeit  datirt    sein   Buch:  Die 
Gruudlehren  der  Zahlentheorie  1862,  sowie  eioige  kleinere 
Aufsätze.    Als  mit  Schluss  des  Jahres  1862,   um  die  Reorgani- 
sirung  des  Landespolytechnikums  in  Prag  anzubahnen,  eine  zweite 
Lehrkanzel  für  Mathematik  und  zwar  mit  böhmischer  Unterrichts- 
sprache daselbst  errichtet  wurde,  schlug  der  Lehrkörper  Gustav 
Skrivan  als  den  würdigsten  vor.   Er  erhielt  diese  Stelle  wirk- 
lich, übersiedelte  nach  Prag,  und  gab  sich  nun  ganz  mit  gewohn- 
tem Eifer  seinem  neuen  Berufe  hin.    Er  machte  sich  vor  Allem 
an's  Werk,  dem  nunmehr  auftretenden  Bedürfnis*  der  böhmischen 
Studirenden  nach  guten  mathematischen  Lehrbüchern  Rechnung 
zu  tragen,  und  es  erschienen  von  ihm  im  Jahre  1864  ein  Lehr 
buch  der  analytischen  Geometrie,  und  im  Jahre  1865  6eine 
Vorlesungen  über  algebraische  Analysis,  beide  in  böh- 
mischer Sprache,  ausserdem  kleinere  Aufsätze  in  diesem  Archive, 
sowie  in  der  böhmischen  Zeitschrift:  Krok.    Ausserdem  nahm  er 
grossen  Antheil  an  der  Durchführung  der  Reform  der  polytech- 
nischen Schule,  welcher  er  nun  angehörte.    Sein  Körper  war  je- 
doch den  vielfachen  Anstrengungen  nicht  gewachsen,  namentlich 
schadeten  ihm  die  nächtlichen  Arbeiten,  und  er  musste  im  letzteo 
Jahre  zu  wiederholten  Malen  längere  Zeit  wegen  obwohl  nicht 
bedenklichen  Unwohlseins  seine  Vorträge  unterbrechen.    Im  No- 
vember 1865  begann  er  an  einem  Lehrbuch  der  Differenzialrecb- 
nung  zu  arbeiten,  in  welcher  Arbeit  ihn  ein  heftiger  Bluteten 
unterbrach,  der  ihn  aufs  Kraukenlager  warf,  von  welchem  er 
zur  tiefsten  Betrübniss  seiner  zahlreichen  Schüler  und  Freunde 
leider  uicht  mehr  aufstand.    Die  königl.  böhm.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  wählte  Skfivan  zu  ihrem  ausserord.  Mitgliede, 
und  der  Lehrkörper  der  polytechnischen  Schule  wählte  ihn  bei 
der  ersten  Wahl  der  Functionäre  zum  Vorstande  der  Ingenieur- 
Abtheilung,  k. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Sciences  mathematiques  et  physiqties  chez  les 
Beiges  au  commenceraent  du  XIX«  «iecle;  par  Ad.  Que- 
telet, Directeur  de  l'Observatoire  Royal  de  ßruxelles, 
etc.  etc.  ßruxelles,  H.  Thiry-Van  Buggenhoudt,  Impri- 
meur  &diteur.    1866.  8. 

Im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXV.  8.  3.  haben  wir  die  treffliche, 
in  so  vielen  Beziehungen  das  grosste  Interesse  darbietende,  für 
die  Geschichte  der  Mathematik  im  Allgemeinen  sehr  wichtige 
„ H i s t o i r e  des  sciences  mathematiques  et  physiques 
chez  les  Beiges.  1804."  von  Herrn  Ad.  Quetelet  anzuzeigen 
das  Vergnügen  gehabt.  In  der  Vorrede  zu  dem  vorliegenden 
neueren  Werke  sagt  derselbe  mit  grosser,  jeden  wahren  Gelehrten 
so  sehr  zierenden  Bescheidenheit,  dass  er  nicht  die  Absicht  ge- 
habt habe,  sein  früheres  Werk  für  das  laufende  Jahrhundert  fort- 
zusetzen, vielmehr  habe  er  nur  Documente  sammeln  wollen, 
welche  später  die  Geschichte  der  mathematischen  und  physischen 
Wissenschaften  in  dem  jetzigen  Jahrhundert  zu  schreiben  be- 
nutzt werden  können.  Wie  dem  auch  sein  möge,  so  sind  wir 
doch  der  Meinung,  dass  Herr  Quetelet  in  seinem  jetzigen  Werke 
die  vielfachen  und  grossen  Verdienste,  welche  sich  die  neueren 
Neigischen  Mathematiker  und  Physiker,  insbesondere  und  nament- 
lich die  Mitglieder  der  „Classe  des  Sciences"  der  mit  so 
grossem  Erfolg  wirkenden  Belgischen  Akademie  der  Wis- 
senschaften, erworben  haben  —  wobei  auch  selbst  die  Ver- 
dienste ausländischer  Gelehrten  nicht  unberücksichtigt  geblieben 
*ind  —  so  vollständig  und  lehrreich  charakterisirt  und  gewürdigt 
bat,  dass  dadurch  allerdings  die  trefflichsten  Bausteine  für  eine 
künftige  Geschichte  der  mathematischen  und  physikalischen  Wis- 
senschaften in  dem  jetzigen  Jahrhundert  zusammengetragen  wor- 
deo  sind,  wodurch  diesem  Werke  auch  für  die  neuere  Geschichte 
der  genannten  Wissenschaften  überhaupt  eine  sehr  grosse  Be- 
deutung gesichert  worden  ist,  so  dass  dasselbe  von  keinem 
Bearbeiter  derselben  entbehrt  werden  kann.  Zugleich  sind 
die  einzelnen  Gelehrten,  deren  Leben,  wissenschaftliche  Ar- 
beiten und  Verdienste  ausführlich  mitgetbeilt  und  besprochen 
werden,  so  vollständig  und  in  so  lebhafter  Weise  charakterisirt, 
no  viele  einzelne  Züge  aus  deren  Leben  sind  mitgetheilt  worden, 
dass  das  Werk  namentlich  auch  in  dieser  Rücksicht  das  höchst» 
Interesse  gewährt,  und  von  Niemandem  ohne  die  grosste  Befrie- 
digaug gelesen  werden  wird,  woran  auch  noch  ausserdem  die 
bei  Herrn  Quetelet  selbstverständliche  sehr  elegaote  Sprache 
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und  meisterhafte  Darstellung  einen  Wesen  Hieben  Antheil  haben. 
Neben  dem  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Interesse 
welches  das  Werk  vorzugsweise  in  Anspruch  nimmt,  bietet  da* 
selbe  aber  auch  ein  weiteres  und  allgemeineres  Interesse  für  die 
neuere  Geschichte  der  Wissenschaften  in  Belgien  überhaupt  dar, 
indem  in  demselben  auch  noch  viele  andere  Gelehrte,  die  aul 
anderen  wissenschaftlichen  Gebieten  sich  verdient  und  berühmt 
gemacht  haben,  wie  z.  B.  der  Dichter  Baron  von  Stassart.der 
Philologe  und  Archäologe  Baron  von  Reiffenberg,  u.  s.  w.  cha- 
rakterisirt  werden,  in  einer  Weise,  die  auch  das  Interesse  jede» 
Mathematikers  u.  s.  w.,  der  zugleich  ausserhalb  seines  engeren 
wissenschaftlichen  Gebietes  auf  anderen  Feldern  sich  umzusehen 
gewohnt  ist,  in  Anspruch  zu  nehmen  in  hohem  Grade  geeignet 
ist;  ja  selbst  für  die  Geschichte  des  Vaterlandes  des  geehrten 
Herrn  Verfassers  überhaupt  scheint  uns  das  sehr  schone  Werk 
wegen  mancher  in  demselben  vorkommenden  historischen  Excur*e 
keineswegs  ohne  Bedeutung  zu  sein. 

Wir  schliessen  mit  einer  Uebersicbt  des  Inhalts  des  io  so 
vielen  Beziehungen  so  sehr  zu  beachtenden  Werkes:  Livre  Pre- 
mier.   l£tat  general  des  sciences,   p.  1—96.    Wir  können 
uns  nicht  versagen,  den  Herrn  Verfasser  über  das,  was  er  in 
diesem  ersten  Buche  bezweckt  hat,  selbst  sprechen  zu  lassen: 
er  sagt  darüber  in  der  Vorrede,  p.  I!.:  „Dans  le  premier  livre. 
j'  appelle  1'  attention  sur  un  sujet  qui  ne  parait  pas  avoir  ete 
suffisamment  etudie.    Par  suite  de  l'avancement  des  sciences,  il 
devient  facile  aujourd'hui  de  s'entendre  avec  d'autres  savants  et 
de  concerter   ensemble  ses  recherches  pour  e*lucider  un  meme 
point  scientiGque,   contre  lequel  venait  echouer  autrefois  toute 
la  cnpacite  d'un  seul  homme,  quelle  que  füt  son  ardeur  au  travail: 
je  citerai,  par  exempte,  les  perturbations  simultaneres  du  magne 
tisme  sur  les  diffe'rents  points  du  globe  et  leur  mode  d  action  dan« 
un  instant  donne.    II  faut  evidemment  substituer  a  un  seul  ob 
servateur,  quel  que  soit  son  merite,  une  reunion  d'observateor* 
actifs,  repandus  sur  les  differentes  parties  du  globe,  qui,  avec 
toute  lattention  possible,  constatent  les  memes  faits  d  apres  le« 
mdmes  methodes  et  avec  les  memes  instruments.   Notre  Belgtque, 
si  ralentie  dans  sa  marche,  par   plusieurs  causes  iodependante; 
d'elle,   a  ete  lune  des  nations  qui  est  entröe  avec  le  plus  dar 
deur  dans  cette    voie.   J  ai  täche  de  faire  comprendre  eosoite 
quels  ont  ete  les  prineipaux  travaux  executes  dans  ce  pays,  seif 
individuelleraent,  soit  collectivement  et  en  dirigeant  lattention  de 
plusieurs  savants  ä  la  fois  vers  une  difficult«*  qu  il  s'agissait  d'ehi 
dier   et  de  surmonter."    Der  Herr  Verfasser,  der  bekanntlich 
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selb*!  so  sehr  und  nach  so  verschiedenen  Richtungen  hin  zur 
Forderung  wissenschaftlicher  Associationen  beigetragen  und  dafür 
in  seinem  ganzen  Leben  gewirkt  hat,  verbreitet  sich  darüber  in 
diesem  ersten  Buche  sehr  vollständig  und  in  höchst  lehrreicher 
Weise,  wobei  er  auch  die  verschiedenen  wissenschaftlichen  Ar- 
beiten, welche  vorzugsw  eise  auf  dem  Wege  der  Association  theils 
hervorgerufen,  theils  gefördert  worden  sind,  sämmtlich  besonders 
hervorhebt  und  ausführlicher  bespricht.    Dass  in  dieser  Beziehung 
•!ie  Belgische  Akademie  der  Wissenschaften  einen  ganz  besonders 
hervorragenden  Platz  einnimmt,  ist  allgemein  genug  bekannt,  und 
daher  auch  vollständig  gerechtfertigt,  dass  Herr  Quetelet  derei 
Arbeiten  sowohl  im  Allgemeinen,  als  auch  die  ihrer  Mitglieder  im 
Besonderen  mit  grosserer  Ausführlichkeit  bespricht.  —  Iiivrc  II. 
Sciences.  Savants  Beiges:  Charles-Francois  Le Prud'homme 
d'Hailly,  vicomte  de  N  i  eu  p  ort.  —  Jean-BaptUte  Van  Möns.— 
Le  colonel  G.  -  P.  Dandclio.  —  Pierre-  Francots  V  er  hui  st.  — 
(iaspard-Micbel  Pagani.  —  Jean-Guillaume  Garnier.  —  Jacques- 
liuillaume   Crahay.  —    Pierre  Simons.  —   Francois  -  Philippe 
Cauchy.  —  Antoine  Belpaire.  —  Jean  Kickx  pere.  —  Jean 
Kickx  Iiis  —  Daniel  Joseph  Benoit  Mareska.  —  Heori  Guillaume 
Galen  tti.  p.  07.— p.  3IG.    Ganz  besonders  machen  wir  die  Leser 
des  Archivs  auf  die  in   diesem  zweiten  Buche  gegebenen  sehr 
ausführlichen  Lebensbeschreibungen  der  Mathematiker  und  Phy- 
siker: Vicomte  de  Nieuport.    p.  99.  —  p.  109.    Van  Möns, 
p.  IlO.-p.  137.  —  Colonel  Dandelin.    p.  138.— p.  I<>4.  —  Ver- 
hnlst.   p.  165. —  p.  183.  —  Pagani.    p.  184.  —  p.  202.  —  Gar- 
nier,  p.  203. — p.  24.7.  —  Crahav.    p.  244. — p.  250.  aufmerksam. 
Jeder  wird  von  der  Lecture  derselben  mit  der  grossten  Befrie- 
dieuns  und  grossem  Gewinn  an  seinem   historischen  und  litera- 
rischen  Wissen  scheiden.  —  Li  vre  HI.    Litterateurs  et  Ar- 
tistes  Beiges:  Charles-  Joseph  -Kmmanuel  Van  llulthem.  — 
Louis-Deodat  Dcwez.  —  Eside-Nnrbeit  Cornelissen.  —  Phi- 
lippe Lesbro  ussart.  —  Goswin  •  Joseph  -  Augustiu   baron  de 
Stassart.  -  Fr. -  Aug.  -  Fcrd.- Th.  baron  de  Rci  ffenberg.  — 
Louis -Vincent  Raonl.  —  Jean  •  Theodore  •  Hubert  Weust  en- 
raad.  —  Leonard  Pyckc.  —  Philippe  Bernard.  —  Matthieu- 
Edouard  Sroits.  —  Jean-Baptiste  Van  Eyck  en.  p.  317. — p.  558.  — 
Iiivrc  IV.    Savants  et   Litterateurs  etrangers.  Leurs 
relations  avec  laBelgique:  Uominique-FrancVis-Jean  Arago. 
—  Lc  baron  F.-U.-A.  de  Humboldt.   -  Alexis  Bouvard.  — 
Henri  -  Chretien  Schumacher.  —  Charles  -  Frederic  Gauss  - 
Jean-Wolfgang  Goethe.  —  Vincent  Gioberti.  —  Francois-Xa- 
vicr-Jo6eph  Uro/.-—  Thomas  -  Robert  Matth  us.  —  Antoine- 
Reinhard  Falck.  —  D.-J.  Van  Ewyck  van  Oosbroek  on  d 
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Bilt.  —  Le  baron  de  Keverberg  de  Kessel,  p.  559.— ji. 744. 
Mögen  sich  in  diesem  vierten  Buche  unsere  Leser  die  Lebensbe- 
schreibungen der  Mathematiker  und  Physiker  A  rago.  p.559. — 591.  - 
Humboldt,  p.  592.— p.  607.  —  Bou vard.  p.  608.  -  p.  6-\S.  - 
Schumacher,  p.  629.— p.  642.  —  Gauss,  p.  643.— p.  655.  ganz 
besonders  empfohlen  sein  lassen. 

Wir  zweifeln  nicht,  dass  dem  trefflichen  und  höchst  interes- 
santen, auch  äusserlich  sehr  schön  ausgestatteten  Buche,  für 
dessen  Herausgabe  dem  Herrn  Verfasser  der  grösste  Dank  ge- 
bührt, die  so  sehr  verdiente  Beachtung  bald  in  den  weitesten 
Kreisen  zu  Theil  werden  wird. 


Arithmetik. 

Trattato  di  Algebra  Superiore  di  Giovanni  Novi, 
Profes sore  di  Algebra  Superiore  nella  R.  Universita 
diPisa.  Parte  prima.  Analisi  algebrica.  Firenze.  Fe- 
iice le  Monnier.    1863.  8°. 

4 

Leider  ist  es  uns  erst  jetzt  möglich  gewesen,  uns  auf  dem 
Wege  des  Buchhandels  in  den  Besitz  dieses  Werkes  zu  setzen, 
und  die  Beziehungen  und  Verbindungen  zwischen  dem  deutschen 
und  italienischen  Buchhandel  müssen  in  der  That  noch  sehr  un- 
vollkommen sein,  wenn  —  wie  es  im  vorliegenden  Falle  uns  be- 
gegnet ist — in  Deutschland  fast  Jahre  lange  Bemühungen  nölbis 
sind,  um  sich  in  den  Besitz  eines  italienischen  Werkes  zu  setzen: 
je  wichtiger  aber  jetzt  gerade  auch  in  den  mathematischen  Wis- 
senschaften die  sorgfältigste  Berücksichtigung  und  genaueste 
Kenntnissnahme  von  den  Bestrebungen  und  Arbeiten  so  vieler 
trefflichen  italienischen  Gelehrten  auf  dem  genannten  wissen« 
schaftlichen  Gebiete  ist:  desto  erfreulicher  ist  es,  in  der  neuesten 
Zeit  mit  Sicherheit  hoffen  zu  dürfen,  dass  auch  in  dem  erwähn 
ten  Missstande  bald  eine  nachhaltige  Besserung  eintreten  werde 

Das  vorliegende  Werk  hat  uns  so  vieles  Interesse  eingeflösst. 
dass  wir,  wenn  auch  seit  seinem  Erscheinen  bereits  drei  Jahre 
verflossen  sind ,  eine  ausführlichere  Anzeige  desselben  noch  für 
nöthig  halten.  Der  uns  jetzt  vorliegende  erste  Theil  enthält  un- 
ter dem  Namen:  „Analisi  algebrica"  —  um  es  kurz  zu  sagen 
—  die  allgemeine  Lehre  von  den  Functionen  und  die  Theorie  der 
Reihen.  Ob  ein  zweiter  Theil  erschienen  ist,  vermögen  wir  nicht 
zu  sagen,  weil  es  uos  bis  jetzt  nur  möglich  gewesen  ist,  in  den 
Besitz  des  ersten  Theils  zu  gelangen.    Es  lässt  sich  aber  mit 
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Sicherheit  annehmen,  dass  der  zweite  Theil  der  allgemeinen 
Theorie  der  Gleichungen  und  deren  Auflösung  gewidmet  sein 
«ird,  und  wir  können  nicht  leugnen,  dass  wir,  nach  der  in  dem 
ersten  Theile  uns.  vorliegenden  schonen  Probe,  sehr  begierig 
sind,  diesen  zweiten  Theil  kennen  zu  lernen,«  wenn  er  schon  er- 
schienen sein  sollte,  worüber  wir  unseren  Lesern  möglichst  bald 
fienaueres  zu  berichten  suchen  werden. 

■ 

Was  nun  den  vorliegenden  ersten  Theil  im  Allgemeinen  be- 
trifft, so  können  wir  aus  vollkommenster  (Jeherzeugung  versichern, 
das«  derselbe  durchaus  im  Geiste  der  neueren  strengen  Analysis, 
oder,  mit  anderen  Worten,  ganz  im  Geiste  Cauchy's  verfasst  ist, 
dass  derselbe  aber,  wie  aus  der  nachfolgenden  ausführlicheren 
Inhaltsangabe  ersichtlich  sein  wird,  in  mehreren  Beziehungen  viel 
weiter  geht  als  die  classische  „Analyse  algebrique"  des  ge- 
nannten Crossen  Mathematikers,  auf  welcher  natürlich  alle  neue- 
ren  Bearbeitungen  der  algebraischen  Analysis  oder,  nach  älterer  Be- 
zeichnung, der  sogenannten  Analysis  des  Endlichen,  als  ihrer  Haupt- 
Grundlage  zunächst  fnssen  müssen.  Die  Darstellung  und  Beweis- 
fuhrung  ist  überall,  ohne  zu  weitläufig  zu  sein,  vollkommen  streng 
ond  evident,  was  hei  einem  Werke  dieser  Art  natürlich  bei  Wei- 
tem die  Hauptsache  ist,  weil  es  in  diesem  Falle  viel  mehr  eben 
auf  diese  völlig  strmgente  Beweisführung,  als  auf  die  Neuheit  der 
Resultate  ankommt,  und  wir  können  in  dieser  Beziehung  dem 
Werke,  mit  besonderer  Freude  über  sein  Erscheinen,  nur  das 
grosgte  Lob  ertheilen  und  es  unseren  Lesern  zu  sorgfältigster 
Beachtung  empfehlen,  indem  wir  überhaupt  der  Meinung  sind,  dass 
es  unter  den  wenigen,  in  diesem  strengen  Geiste  bis  jetzt  ver- 
fassten  Werken  eine  der  ersten  Stellen  einnimmt,  der  mathema- 
tischen Literatur  zur  Zierde  gereicht,  und  als  Lehrbuch  von 
Neuem  den  Beweis  liefert,  dass  auf  den  italienischen  höheren 
Unterrichtsanstalten  in  allen  mathematischen  Wissenschaften  wahre 
wissenschaftliche  Strenge  und  Evidenz  als  das  Hauptziel  eines 
«•ahrhaft  Frucht  bringenden  Unterrichts  allgemein  angesehen 
wird. 

Diesem  allgemeinen  Urtheile  über  das  treffliche  Werk,  mit 
welchem  wir  dasselbe  nochmals  zu  sorgfältigster  Beachtung  em- 
pfehlen, fügen  wir  die  folgende  Uebersicht  des  Hauptinhalts  bei: 

In  der  Einleitung  erläutert  der  Herr  Verfasser  in  völlig  deut- 
licher und  bestimmter  Weise  die  nöthigsten  G rundbegriffe  über 
beständige  und  veränderliche  Grössen,  Functionen  im  Allgemeinen 
uod  die  verschiedenen  Arten  derselben,  u.  s.  w.  —  Das  Istc 
Kapitel  enthält  eine  kurze,  für  das  Folgende  aber  hinreichende 
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Darstellung  der  Lehre  von  den  Permutationen,  Combinationen  und 
Variationen.  —  Das  2t e  Kapitel  ist  der  Lehre  von  den  com- 
ptexen  Zahlen  gewidmet»  mit  verschiedenen  lehrreichen  Anwen- 
dungen auf  die  Summirung  endlicher  goniometriscber  Reiheo  ood 
auf  die  Bestimmung  der  Wurzeln  aus  der  positiven  und  negativen 
Einheit.  —  Das  3t o  Kapitel  betrifft  die  Gränzen  und  die  Ste- 
tigkeit, so  wie  die  geometrische  Darstellung  der  Functionen,  wie- 
derum  mit  verschiedenen  Anwendungen,  wie  u.  A.  den  Sali: 

lim*  <1  +         1  f---- j  -r  1  ) 

i  f'-erv"'-©'  f'-M 

 arcsinx 

x 

für  n  =  ao.  —  Das  4te,  5te,  6te  und  7te  Kapitel  enthalten 
eine  in  jeder  Beziehung   lehrreiche  und  sehr  vollständige  Dar 
Stellung  der  allgemeinen  Lehre  von  den  sogenannten  unend 
liehen  Reihen,  naturlich  mit  ganz  besonderer  Rücksicht  auf  Coo- 
vergenz  und  Divergenz,  die  verschiedeneu  Rechnungsarten  mit 
Reihen,  recurrirende  Reihen,  Doppelreihen,  Potenzreihen,  Bino« 
mial-  und  Polynomial reihen,  u.  s.  w\,  mit  einer  grossen  Anzahl 
sehr  lehrreicher  Special  -  Untersuchungen,   so  das 8  wir  die  ge- 
nannten vier  Kapitel  einem  Jeden,  der  die  Lehre  von  den  Reihen  in 
ihrem  neuesten  Zustande  mit  hinreichender  Vollständigkeit  keu-  | 
nen  lernen  will ,  ganz  besonders  empfehlen  können.  —    Das  St« 
Kapitel  enthält  die   Exponential-   und  logarithmischen  Reiben, 
und  das   9te  Kapitel   ist   den  circularen   und  hyperbolischen 
Reihen  gewidmet,  enthält  also  auch  eine  sehr  lehrreiche  Dar- 
stellung der  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen.  —  Das  lOte 
Kapitel  enthält  verschiedene  speziellere  Untersuchungen  über 
die  Reihen,  mit  Vorausschickung  verschiedener  besonders  allge 
meiner  Sätze  über  die  Conversjenz  der  Reihen.  —  Das  Ute  Ka 
pitel  ist  der  Theorie  der  Producte  mit  unendlich  vielen  Factoreo, 
mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Untersuchungen  von  Gauss 
und  Heine,  gewidmet,  und  das  12te  Kapitel  betrifft  die  Theo 
rie  der  analytischen  Facultäten  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die 
Arbeiten  von  Betti  und  Weiers trass.  —  In  dem  13ten  und  14 teu 
Kapitel  endlich  hat  der  Herr  Verfasser  die  Theorie  der  conti 
nuirlichen  Brüche,  ihre  Verwandlung  in  Reiben   und  umgekehrt, 
wie  es  scheint,  mit  besonderer  Vorliebe  und  gleichfalls  überaß» 
lehrreich  und  vollständig,  auch  hier  immer  mit  besonderer  RSck 
sieht  auf  Convergeuz  und  Divergenz,  bebandelt. 
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Man  wird  aus  dieser  Darlegung  des  Inhalts  entnehmen,  dass 
der  Herr  Verfasser,  was  wir  noch  besonders  hervorzuheben  nicht 
unterlassen,  in  diesem  ausgezeichneten  Buche  alle  Arten,  wie 
Functionen  durch  in's  Unendliche  fortlaufende  Ausdrücke  darge- 
stellt werden  können,  nämlich:  1.  durch  Verbindung  der  Glieder 
der  vorzugsweise  mit  dem  Namen  „Reihen"  belegten  analytischen 
Ausdrucke  durch  Addition  und  Subtraction;  2.  durch  Producte 
mit  unendlich  vielen  Factoren  also  durch  analytische  Ausdrucke, 
deren  in's  Unendliche  fortlaufende  Glieder  durch  Mul  tiplicatiou 
mit  einander  verbunden  sind;  3.  durch  die  sogenannten  conti- 
ouirlichen  Bruche,  also  durch  analytische  Ausdrücke,  deren  in's 
Unendliche  fortlaufende  Glieder  durch  Division  mit  einander 
verbunden  sind;  mit  ganz  gleicher  Vollständigkeit,  Gründlichkeit, 
Strenge  und  Sorgfalt  behandelt  hat,  was  in  gleicher  Weise  noch 
nicht  geschehen  sein  dürfte,  so  dass  also  auch  in  dieser  Rück- 
sicht das  Werk  die  wärmste  Empfehlung  verdient. 

So  bald  uns  der  zweite  Theil  zu  Gesicht  kommt,  werden 
wir  nicht  verfehlen,  unsere  Leser  sogleich  ausführlich  mit  demselben 
bekannt  zu  machen.  G. 


Physik. 

Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellschaft  für 
Meteorologie.  Redigirt  von  G.  Jelinek  und  J.  Hann. 
I.Band.    Nr.  5  — 12. 

Die  4  ersten  Nummern  dieser  neuen  sehr  verdienstlichen 
Zeitschrift  sind  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXIX.  S.  18.  von  uns 
angezeigt  worden.  Da  wir  uns  über  die  Entstehung  und  Tendenz 
derselben  an  diesem  Orte  schon  ausführlich  genug  ausgesprochen 
haben,  so  ist  es  nur  nöthig,  den  Inhalt  der  uns  jetzt  vorliegenden 
Nummern  5  —  12  des  ersten  Bandes  im  Allgemeinen  anzugeben, 
um  dadurch  von  Neuem  zu  zeigen ,  wie  sehr  diese  neue  Zeit- 
schrift die  allgemeinste  Beachtung  und  Empfehlung  verdient,  wo- 
bei wir  uns  aber  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen  auf  den 
Inhalt  der  jeder  Nummer  beigefügten  kleineren  Mittheilungen,  so 
viel  Interessantes  auch  gerade  diese  meistens  enthalten,  nicht 
einlassen  können,  sondern  uns  mit  der  Angabe  der  grösseren 
Aufsätze  begnügen  müssen:  Die  Witterungs -Vor  herbe  - 
Stimmungen  der  Pariser  Sternwarte.  —  Das  Anernid 
als  Instrument  zur  Messung  der  Aenderungen  der 
Schwere.  Von  Sr.  Excellenz  B.  Freiherr  n  von  W Olle  rs- 
torf -Urbair     Dieser  sehr  deutlich  verfasste  Aufsat/,   des  be- 
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rühmten  Herrn  Verfassers  erläutert  in  sehr  lehrreicher  Weise  die 
von  demselben  zuerst  gefasste  und  weiter  verfolgte  Idee,  aus 
der  Vergleichung  gleichzeitiger  mit  einem  Aneroid  und  einem 
Quecksilberbarometer  angestellter  Beobachtungen  die  Verände- 
rungen der  Schwere  auf  der  Erdoberfläche  zu  bestimmen;  wir 
empfehlen  Jedem,  der  sich  hiermit  näher  bekannt  machen  will, 
diesen  Aufsatz  recht  sehr.  —  Ueber  eine  ei  ge  nt  h  um  Ii  che 
Trübung  des  Himmels  in  Sicilien  und  deren  Beziehung 
zum  Scirocco.  Von  Dr.  Rudolph  Edl.  von  Vi  veno  t  jun. 
—  Ueber  die  grossten  Regenmengen  in  Oesterreich. 
Von  Carl  Fritsch.  —  Ueber  die  Grösse  der  Verdun- 
stung in  Ofen.  Von  Dr.  Guido  Schenzl.  —  In  Nr.  10. 
S.  157. — S.  160.  giebt  Herr  Jelinek  unter  den  kleineren  Mitthei- 
lungen ausführliche  Nachricht  von  den  grossartigen  meteorologi- 
schen Einrichtungen  in  Italien  und  den  Arbeiten  der  verschiede- 
nen Stationen,  so  wie  über  die  von  denselben  ausgehenden  tele- 
graphischen Mittheilungen.  Es  sind  in  Italien,  grösstenteils  an 
den  Küsten,  21  meteorologische  Stationen  errichtet,  und  deren 
telegraphische  Correspondenz  ist  am  1.  April  1866  eröffnet  wor- 
den. Die  Organisation  derselben  ist  der  in  Oesterreich  ähnlich. 
Wir  machen  auf  den  interessanten  Bericht  des  Herrn  Jelinek 
recht  sehr  aufmerksam. 


Vermischte  Schriften. 

Bulletins  de  l'Academie  Royale  des  sciences,  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  ßelgique.  (Vergl.  Literar. 
Ber.  Nr.CLXXV.  S.  13.) 

34me  Annexe,  2me  Ser.  T.  XX.  Seconde  note  sur  de  nou- 
velles  illusions  d'optique,  par  M.  Delboeuf.  Rapport  de  M.  Pla- 
teau, p.  6.  —  Sur  les  paratonnerres  et  sur  quelques  experiences 
faites  avec  l'etincelle  d'induction  et  les  batterics  de  Leyde;  pre- 
roiere  note  par  M.  Meisens.  p.  15.  —  Note  sur  l'e*tat  de  Tat- 
mosphero  ä  Bruxelles ,  pendant  lannee  1864;  par  M.  Er n est 
Quetelet.  p.  34.  —  Sur  les  propriötes  de  deux  droites  faisant 
avec  un  axe  fixe  des  angles  complementaires;  par  M.  Van  der 
Mensbrugghe.  p.  60.  —  Seconde  note  sur  de  nouvelles  illusions 
d'optique.  Essai  d'une  throne  psychophysique  de  la  maniere 
dont  l'oeil  apprecie  les  grandeurs;  par  M.  J.  Delboeuf.  p.70.  — 
Sur  la  stabil  ite*  des  System  es  liquides  en  lames  minces,  deuxieme 
partie;  par  M.  Lamarle.  Rapport  de  M.  Plateau,  p.  220.  — 
Note  sur  les  questions:  Les  pointes  des  paratonnerres  ont-elles 
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une  action  präventive  notable?  Kst-il  avantageox  d'employer  des 
pointes  aigu£s  011  des  pointes  multiple»;  par  M.  F.  Duprez. 
p.  227.  —  Orages  du  mois  de  juillet  1865;  par  M.  A.  Quete- 
let. p.  361.  —  M.  le  secretaire  perp^tuel  (A.  Quetelet)  pre- 
seote  la  note  suivante  sur  le«  Apparitions  remarquables 
de  toi  les  filantes  recueillies  dans  diverse«  chroniques  des 
«iecles  passe's,  par  M.  Alexis  Perrey.  p.  370.  —  Theorie  nou- 
vellc  du  mouvenient  d'un  corps  libre;  par  M.  F.  Folie,  p.  435. — 
Eruption  du  Vesuve  de  1631;  par  M.  H.  Le  Hon.  p.  4S3. 
(Sehr  interessanter  und  wichtiger,  56  Seiten  umfassender  Aufsatz). 
—  Observation,  ä  Bruxelles,  de  l'ecltpse  de  lune  du  4  octobre 
1865;  par  MM.  Ad.  et  Er n.  Quetelet  p.  602.  —  Etoiles  filan- 
tes observees  ä  Bruxelles,  le  10  aodt  1865;  par  MM.  Ad.  Que 
telet,  Ern.  Quetelet  et  Hooreman.  p.  602.  —  Sur  les  orage« 
observees  en  Belgique  pendant  le  mois  d'aoüt  1865,  par  M.  Ad. 
Quetelet.  p.  605.  —  Herr  Houzeau  theilt  p.614.  in  einem  Briefe 
„Nou vell e-Orleans,  13  aoilt  1865"  Bemerkungen  über  die 
Auflösung  der  Gleichungen  durch  Reihen  mit;  für  die  kleinste 
Wurzel  jrl  der  Gleichung  des  dritten  Grades 

x*  f  n x*  -f  bx  +  c  =  0 

giebt  er  die  folgende  Reihe: 

*,  -Jj  d-^(2a»-6)-5~a(a»-A) 

-  ^  (14  a*- 21  a*6  +  3o«) - 14  ~  (3a<  —  6a*6  -f  2A») 

-  6      (22  a«  -  55o*Ä  +  30a»6«  -2A») 

-33^4  o(l3««— 39a«6  + 30aH*-56»)-  

Sur  la  force  musculaire  des  insectes;  par  M.  Felix  Pla- 
teau. (Enthält  interessante  und  möglichst  genaue  Messungen 
der  Kraft  der  Insekten  mit  einem  besonders  construirten  Dyna- 
mometer.) p.  732.  —  ttoiles  filantes  de  novembre  1865;  avec 
une  note  de  M.  Secchi  ä  M.  Ad.  Quetelet.  p.  814.  —  Au- 
rores  boreales  observöes  ä  Christiania  pendant  l'ete>  et  l'automne 
de  1865.  (Lettre  de  M.  Chr.  Hansteen  a  M.  Ad.  Quetelet.) 
p.  816.  —  Comparaison  des  pouvoirs  refringents  et  catorifiques 
de  certains  gaz;  par  M.  Ch.  Montigny.    p.  855. 

35"*  Ann«* e.  2"*  Ser.  T.  XXI.   Sur  les  etoiles  filantes  du 
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10  uoüt  et  du  mois  de  noverobre  1865,  observees  aux  Et 

Lettre  de  M.Newton,  de  New-Haven,  a  M.  Ad.  Quetelel.  p.  12. 

—  Note  sur  I  "Integration  d'un  Systeme  d'cquations  homogenes; 
par  INI.  E.  Oatalau.  p.  25.  —  Note  sur  la  rolation  du  soleil; 
par  M.  F.  Dauge.  Rapport  de  M.  Schaar,  p.  80.  —  Sur  1'etat 
de  l'atmosphere,  ä  Bruxelles,  pendant  l'annee  1805;  par  M.  Er- 
nest  Quetelet.  p.  82.  —  Note  sur  la  temperature  de  janvier  1806, 
ä  Gand;  par  1V1.  Duprez.  p.  130.  —  Faut-il  terminer  les  para- 
tonnerres  par  des  pointes  ou  par  des  boules?  Lettre  adresaee 
par  M.  Peltier  ä  M.  Ad.  Quetelet.  p.  132.  —  Note  sur  la 
rotation  du  soleil,  par  M.  Dauge.  p.  142.  —  Perturbations  de 
la  declinaison  magnetique,  ohservees  dann  les  lignes  telegrapbi- 
ques  de  Belgique  et  de  France  et  dans  les  Observatoires  de 
Bruxelles  et  de  Paris,  le  21  fevrier  1800.  p.  210.  —  Sur  les 
tremblements  de  terre  en  1864,  avec  Supplements  pour  les  aniiäes 
1843  a  1803;  par  M.  Alexis  Perrey.  Rapport  de  M.  Dupre*. 
Rapport  de  M.  Ad.  Quetelet.  p.  264.  —  Perturbation  magnetique 
a  Christiania  le  21  fevrier  1860;  lettre  de  M.  Hansteen  ä  M. 
Ad.  Quetelet.  p.  280.  —  Phenomenes  atmospheriques  remar- 
quables  observes  ä  l'observatuirc  de  Bruxelles  au  commencement 
de  1806,  par  M.  Ern.  Quetelet.  p.  283.  —  Determination  ra- 
tionelle des  nombres  de  la  gamme  chromatique,  par  M.  J.  Del- 
boeuf.  Rapport  de  M.  Gloesener.  p.  313.  —  Determination 
rationelle  des  nombres  de  la  gamme  chromatique,  par  M.  J.  Del* 
boeuf.  p.  339.  —  Discussion  et  realisatinn  experirnentale  d'une 
surface  particuliere  ä  courbure  moyenne  nulle,  par  M.  G.  Van 
der  Mensbriigjjhc.  Rapport  de  M.  Lamarle.  Rapport  de  M. 
Catalan.  (Betrifft  die  von  Scherk  im  Jahre  1835*)  auf  die 
Gleichung 

4sin//u  =  ±(emx-c-mI)  (e*v  -  e'mv), 

wo  m  eine  Constante  bezeichnet,  zurückgeführte  Flüche.)  p.53ö. 

—  Note  sur  la  nouvelle  e*toile  changeante  de  la  couronne  boreale. 
par  M.  Ern.  Quetelet.  (Zu  Brüssel  angestellte  verdienst- 
liche Beobachtungen  dieses  merkwürdigen  Sterns,  und  Mitthei- 
lung anderer  Beobachtungen.)  p.  535.  —  Discussion  et  realisa- 
tion  expe'rimentale  d'une  surface  particuliere  a  courbure  moyenne 
nulle;   par  AI.  G.  Van  der  M en  s b rugghe.    (S.  oben.)   p.  552. 

Am  7ten  Mai  1860  feierte  die  Königlich  Belgische 
Akademie  der  Wissenschaften  das 


*)  Bemerkungen  über  die  kleiimle  Fläche  inncrhttlb  gegebener  Grun- 
zen.   Journal  Ton  Grelle.    Tbl.  \UI.  S.  1H5. 
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„Cinquantieme  An  ni  versaire  de  la  reconstitution  de 

T Academie" 

in  einer  feierlichen  Sitzung  aller  drei  Klassen.  Der  Präsident 
der  Akademie  Herr  Ch.  Faid  er  hielt  die  p. 457— p.  474  mitgetbeilte 
Festrede,  in  welcher  er  das  Thema  bebandelte: 

„Leopold  Ier  et  la  royaute  beige" 

und  it»  der  er  in  beredten  Worten  die  Verdienste  und  die  ganze 
Persönlichkeit  des  edlen,  nur  erst  vor  Kurzem  geschiedenen  Mo- 
narchen schilderte. 

Nach  Herrn  Faid  er  ergriff  Herr  Ad.  Que  feiet  das  Wort 
und  sprach: 

„Sur  les  travaux  d'ensemble  de  l'Academie  royale 
et  sur  les  relations  avec  les  Societes  savautes  e*tran- 
geres,  pendant  le  demi-siecle  qui  vient  de  s'dcouler" 

auf  welche  historisch  und  literarisch  sehr  zu  beachtende  Rede 
wir  unsere  Leser  noch  besonders  aufmerksam  zu  machen  nicht 
unterlassen  wollen. 


Giornale  d i  Matematiche  ad  uso  degli  studenti 
delle  universitä  italiane,  pubblicato  per  cura  del  Pro- 
fessore  G.  Battaglini.  Napoli.  (S.  Literar.  Ber.  Nr. 
CLXXIX.  S.  21.) 

Anno  IV.  Luglio  e  Agosto  1866.  Dimostrazione  di  al- 
cunc  formole  del  Sig.  Liouville;  per  C.  M.  Piuma.  p.  193.  — 
Ricerche  ulteriori  sulla  rotazione  di  un  sistema  di  tre  masse  che 
verificano  la  legge  delle  aree;  per  A.  de  Gasparis,  p.  202.  — 
Note  sur  les  series  de  courbes  ä  double  courbure;  par  E.  de 
JoDqujeres,  p.  210.  —  Note  pour  le  Giornale  di  Matematiche; 
par  E.  de  Jonquieres.  p.  212.  —  Sopra  una  curva  di  terza 
classe  e  di  quart'ordine;  par  G.  Battaglini.  p.  214.  — -  Saggio 
elementare  di  Geometria  della  sfera;  per  P.  Cassani.  p.  223.  — 
Tre  teoremi  sul  cerchio  dei  9  punti;  per  L.  Rajola.  p.  238. — 
Vuestione.  p.  239.  —  Dimostrazione  di  un  teorema  proposto  nell' 
Educational  Times;  per  L.  Rajola.  p. 241.  —  Nota  sull'  equa- 
z|oni  differenziali  che  si  presentano  nei  problemi  di  Meccanica; 
P*  R.  del  Grosso,   p.  243. 

Sitzungsberichte  der  königl.  böhmischen  Gesell- 
ig 
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schaft  der  Wissenschaften  in  Prag.  (Vergl.  Lite  rar.  Ber. 
Nr.  CLXXVIII.  S.  17.) 

Ja hrgang  1865.  Juli  —  December.  S.  39.  Herr  Nowak 
trug  eine  hydrologisch -meteorologische  Studie  vor  unter  dem 
Titel:  Ein  Streifzug  über  den  dunklen  Grund  der  nas- 
sen und  trockenen  Jah  re. —  S.  44.  —  S.  62.  Herr  Dastig 
hielt  einen  freien  Vortrag:  De  ber  das  Zustandekommen 
der  räumlichen  Gesichtsanschauung,  unter  Berück- 
sichtigung der  physiologischen  Mitbedingungen.  (Die- 
ser Aufsatz  scheint  uns  namentlich  in  psychologischer  und  phy- 
siologischer Rücksicht  recht  sehr  Beachtung  zu  verdienen.)  — 
S.  62.  Herr  Pozdgna  (als  Gast)  trug  einen  auf  specielle  Beob- 
achtungen basirten  Commentar  zur  modernen  Quellen- 
theorie vor.  (Nur  im  Auszuge  mitgetbeilt.)  —  S.  93.  —  S.  96. 
Herr  Fr.  Stolba  (als  Gast)  hielt  einen  Vortrag  über  die  Dar- 
stellung von  Sauerstoffgas  aus  Chlorkalk  und  über  ein 
Verfahren  diessGas  in  Flaschen  aufzufangen.  (Beides, 
besonders  das  letztere  deutlich  beschriebene  Verfahren ,  scheint 
auch  bei'm  Unterrichte  nützliche  Anwendung  finden  zu  können, 
und  wird  daher  hier  darauf  hingewiesen.) 

Nachträglich  bemerken  wir,  dass  in  der  Anzeige  von  Jahr- 
gang 1865,  Januar-Juni,  (S.  58.),  im  Literar.  Ber.  Nr. CLXXVIII. 
S.  17.  durch  ein  Versehen  auf  den  längeren,  der  Mittheilung  wobl 
werthen  Vortrag  hinzuweisen  unterblieben  ist,  den  Herr  Joseph 
Wesely  (als  Gast)  über  sein  Verfahren  elementarer  Be- 
stimmung der  Trägheitsmomente  mittelst  Anwendung 
von  Summenrethen  hielt 

Jahrgang  1866.  Jänner— Juni.  S.  18.  Herr  Prof.  Franz 
TU s eher  (als  Gast)  hielt  einen  demonstrativen  Vortrag  über 
einige  Sätze  aus  der  descriptiven  Geometrie.  — -  S.  41— 
S.  61.  Herr  Alois  Nowak  hielt  einen  (hier  vollständig  roitge- 
theilten)  Vortrag:  Ueber  die  Natur  und  meteorologische 
Bedeutung  des  Grundwassers. 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern.   (Bis  Nr.579  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXX1.  S.22.) 

Aus  dem  Jahre  1865.  Nr.  580.-602.  —  H.  Wild:  Bericht 
der  meteorologischen  Ceotralstation  in  Bern  vom  Jahre  1864. 
S.37.—  S.54.  —  H.  Wild:  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in 
Bern  aus  den  Jahren  1863  —  1864.  I.  Astronomische  Beob- 
achtungen; IL  Magnetische  Beobachtungen,  S.  64. — S.  73.  - 
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Professor  Dr.  Perty:  üeber  Seccbi'«  in  Rom  Abbildung  de» 
grossen  Sonnenfleckens  vom  Februar  1865.    Betrifft  eine  merk- 
würdige photographische  Abbildung  des  genannten  grossen  Son- 
nenfleckens, welcher  von  dem  berühmten,  seit  einer  Reihe  von 
Jahren  eifrig  mit  Sonnenbeobachtungen  beschäftigten  Seccbi  in 
Rom  im  grossen  Refractor  von  9  Zoll  Oeffoung  und  14  Fuss 
Brennweite  des  Collegio  Romano  in  Rom  gesehen  wurde«   S.  74. 
—  S.  78.  —  R.  Lauterberg,  Ingenieur:  Bericht  zu  den  Pegel* 
beobachtunqen  der  Aar  in  Bern  und  Thun  vom  1.  Mai  1864  bis 
1.  Mai  1865.    (Für  solche  Beobachtungen  und  deren  Benutzung 
sehr  lehrreich.)   S.  79.  —  S.  96.  —  Friedrich  Geiser,  Docent 
am  eidgenossischen  Polytechnikum:  Ueber  eine  geometrische  Ver- 
wandtschaft zweiten  Grades.    („In  Bezug  auf  einen  festen  Punkt 
P  und  einen  festen  Kegelschnitt  K  kann  jedem  Punkte  p  in  der 
Ebene  ein  anderer  pt  zugeordnet  werden,  indem  man  die  Ge- 
rade pP  zieht,  welche  K  in  kx  und       schneiden  möge,  und 
nun  zu  p,  kt  und  k%  den  vierten  harmonischen  p  zugeordneten 
Punkt  pl  construirt.   Einem  Punkte  p  entspricht  im  Allgemeinen 
stets  ein  und  nur  ein  Punkt  plf  während  diesem  wiederum  der 
ursprüngliche  p  conjugirt  ist;  die  aufgestellte  Beziehung  ist  also 
eindeutig  und  reeiprok."   Diese  Beziehungen  betrifft  der  vorlie- 
gende Aufsatz.)   S.97.  — S.  107.  -  Professor  Dr.  Perty:  üeber 
das  neue  Marine- Doppelfernrohr  von  Herrn  Sigmund  Merz  in 
München  (Oeffnung  der  Objective  11  Linien;  Brennweite  4}  Zoll; 
Sehfeld  3  Grade;  Vergrößerung  wird  auf  10  Mal  angegeben, 
ist  aber  wirklich  fast  12  Mal;  die  Oculare  sind  die  gewöhnlichen 
Fraunhoferschen ,  aus  4  Gläsern  bestehenden;  die  mechanische 
Arbeit  ist  sehr  vorzüglich;  Preis  180  Fr.).   S.  139.— S.  140. 


Sitzungsberichte  der  königl.  bayerischen  Akade- 
mie der  Wissenschaften  zu  München.  (Vergl.  Literar. 
Ber.  Nr.  CLXXVllf.  S.  17.). 

1866.  I.  Heft  1.  Enthält  in  den  Kreis  des  Archivs  gehö- 
rende Aufsätze  nicht.  Sehr  interessant  sind  aber  die  Aufsätze 
von  Nägeli:  a)  die  abgeleiteten  Pflanzenbastarde.  S.71;  b)  die 
Theorie  der  Bastardbildung.  S.93. 


1866.  1.  Heft  IL  Enthält  in  den  Kreis  des  Archivs  ge- 
hörende Aufsätze  nicht. 

1866.  I.  Heft  111.  Zu  unserem  grossen  Bedauern  ist  uns 
dieses  Heft  nicht  zugegangen,  vielleicht  in  Folge  des  Krieg  w 
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was  wir  um  so  mehr  beklagen,  weil  dasselbe  Necrologe  von 
Baumgartner,  Bond  und  En cke  enthält.  Vielleicht  dürfen  wir 
uns  einer  späteren  Zusendung  dieses  uns  sehr  interessanten  Heften 
erfreuen. 

1866.  I.  Heft  IV.  Wir  machen  dringend  aufmerksam  auf 
den  Aufsatz:  Nägeli:  üeber  die  Theorie  der  Capillarität.  S. 597. 
-  S.  627. 

1866.  II.  Heft  1.  Enthält  in  den  Kreis  des  Archivs  ge- 
hurende Aufsätze  nicht. 


Berichtigungen. 
Thl.  XLV.  S.  238.  Z.  11  v.  u.  am  Ende  dieser  Zeilo  ist  dus  ausgel«^ 
Wort  „nenne"  beizufügen. 

Thl.  XLV.  Hft.  4.  S.  387.  Z.  5.  v.  u.  ist  statt  „142»  C."  zu  setzen:  „—  U2*  C" 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

LeMess&batdeMohammedbenMoussaalKhärezmi. 
Extrait  de  son  Algebre.  Traduit  et  annote  par  Aristide 
Marre.  2«Edition  revue  et  corrigle  sur  le  texte  arabe 
publie  fpar  Rosen.  Rome.  Iniprimerie  des  sciences 
mat hem a t iq lies  et  physiques.    1866.  4°. 

Abou  Abdallah  Mohammed  ben  Moussa  AI  Kbä- 
rezmi  ist  der  älteste  arabische  Algebrist ;  Ibn  Khaldoün 
erklärt  ausdrücklich,  dass  Abou  Abdallah  AI  Khärezmi 
unter  den  Arabern  der  erste  war,  welcher  über  die  Algebra 
schrieb.  Die  gelehrte  und  interessante  Vorrede  enthält  weitere 
historische  Nachrichten  über  diesen  arabischen  Mathematiker. 
Sein  hierher  gehörendes  Werk  führt  den  Titel:  „Kitdb  al 
mokbtessar  fi  hiss&b  aldjebr  oua'l  mok&balah,  und  ist  um 
das  Jahr  820  der  christlichen  Zeitrechnung  auf  den  Wunsch  des 
( halifen  AI  Mamoun  verfasst.  Im  Jahre  1831  lieferte  Rosen 
den  ganzen  algebraischen  Text  nebst  einer  englischen  Ueber- 
setzung.  Nach  dieser  ist  die,  in  zweiter  Auflage  hier  vorlie- 
gende französische  Uebersetzung  des  auf  die  Geometrie  bezüg- 
lichen Kapitels:  ,.B&b  al  messahat"  von  Herrn  Aristide 
Marre  gefertigt,  wofür  derselbe  jedenfalls  den  Dank  aller  derer 
verdient,  die  aus  der  Geschichte  der  Mathematik  ein  besonderes 
Studium  machen,  denen  wir  daher  diese  Schrift  recht  sehr  zur 
Beachtung  empfehlen.  In  einer  grösseren  Anzahl  von  Noten 
sind  die  gegebenen  algebraischen  Auflösungen  geometrischer 
Aufgaben  von  dem  Herrn  üebersetzer  erläutert. 

ihl.XLVI.Hft.2.  2 
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Brani   dell'   Aritmetica  d'Elia  Misrachi.  Tradotu 
dall'  Ebraico  con  alcune   note.    Lettera  IV.  di  M.Stein 
Schneider  a.  D.  B.  Boncompagni.    Roma.  Tipografia 
delle  scienze  maternatiche  e  fisiche.    1806.  4°. 

Elia  Misrachi  oder  Mizrahi  (d.  Ii.  ein  Morgenländer, 
setzt  der  Herr  Herausgeber  hinzu)  war  gegen  Ende  des  I5tf n 
Jahrhunderts  Rabbiner  in  Constantinopel ,  und  starb  132*2  oder 
1527.  Der  Brief  an  den  Fürsten  Herrn  B.  Bon co mpagni  ent 
hält  weitere  sehr  interessante  literarische  und  historische  Nach 
richten  über  denselben,  auf  die  wir  unsere  Leser  recht  sehr  zu 
verweisen  uns  erlauben.  Von  seiner  »»Arithmetik"  (Burli 
von  der  Zahl)  liefern  die  hier  aus  derselben  gegebeueu  Mit- 
theilungen ein  anschauliches  Bild»  weshalb  auch  diese  Schritt 
jedenfalls  ein  mit  Dank  aufzunehmender  Beitrag  zur  Geschiebte 
der  Mathematik  ist. 


In  einem  Auszuge  aus  den  Bulletins  de  TAcademic 
H.  de  Bruxelles.  1™  se>.  t.  XXII.  n"  9  et  10.  1866.  hat  Herr 
Ad.  Quetelet  zwei  höchst  interessante  Briefe  Kaiser  Karl  s  V. 
an  Fr  an  901s  Kabelais  mitgethcilt,  welche  er  der  Gute  des 
Herrn  Chasles  verdankt.  Diese  Briefe  zeigen,  wie  sehr  der 
grosse  Kaiser  sieb  auch  für  die  Wissenschaften  interessirte»  wes- 
halb wir  uns  erlauben,  dieselben  nachfolgend  unseren  Lesern  mit 
zutheilen: 

„Maistre  Rabelais, 

Vous  qu'avez  Kesprit  fin  et  subtil,  me  pourriez  vous  satislaire? 
J'ay  promis  1000  escus  ä  celuy  qui  trouvera  la  quadrature  du 
cercle,  et  nul  mathematicien  u'a  pu  resoudre  ce  problesme.  J'ay 
pense  que  vous  qui  estes  ingenieux  en  toutes  choses  me  satis- 
feriez;  et  si  le  faictes,  forte  recompense  en  recevrez.  Dieu  vous 
vienne  en  aide.1" 

„Ce  X  septembre  1542." 

„Charte  s." 

A  maistre  Francois  Rabelais,  docteur  en  toutes  sciente* 
et  bonnes  lettres. 

Ferner: 

„Maistre  Rabelais,  je  suis  moult  surpris  de  ce  que  nc 
m  avez  encore  fait  response  ä  la  proposition  que  je  vous  ay  faite 
touchant  la  quadrature  du  cercle.    Est-ce  que  reelleraent  cett* 
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rhose  serait  impossible  ä  resoudre?  Mais  quant  ainsy  serait,  je 
piyeray  vous  me  faire  response  quelle  quelle  soit,  vous  nignorez 
pas  quelle  scra  toojnurs  bien  venue  de  moy.  Je  Kattens  donc 
par  le  porteur  dicellc,  et  nie  ferez  plaisir.  Adieu 

„Charles." 

A  maistre  Fr.  Rabelais. 

Also  selbst  Karl  V.  interessirte  sich  lebhaft  für  die  Qua- 
dratur des  Kreises!  Das  Weitere  muss  man  a.  a.  O.  in  den 
interessanten  Aufsatz«»!)  der  Herren  Ad.  Quetelet  undGachard 
nachsehen,  wobei  wir  freilich  bemerken  müssen,  dass  Herr 
Barbar d  Zweifel  rücksirhtiich  der  Echtheit  dieser  Briefe  erhebt, 
Hie  aber  auf  der  anderen  Seite  von  Herrn  Ad.  Quetelet  mit  sehr 
triftigen  Gründen  in  einer  interessanten  Ausführung  vertheidigt  wird. 


A  r  i  t  h  ni  e  t  i  k. 

Sehr  wichtige  literarische  Sachricht. 

Herr  Professor  Bierens  de  Haan  an  der  Universität  zu 
Leiden  hat  die  Güte  gehabt,  uns  die  interessante  und  wichtige 
Nachricht  zu  geben,  dass  von  seinen  Tafeln  der  bestimmten 
Integrale,  durch  welche  er  der  Wissenschaft,  namentlich  der 
Integralrechnung  und  deren  allseitigster  Anwendung,  einen  so 
grossen  Nutzen  gebracht  hat,  in  kurzer  Zeit  eine  neue  Ausgabe 
erscheinen  wird,  au f  die  wir  unsere  Leser  durch  die  Mittheilung 
des  wesentlichen  Inhalts  der  folgenden,  von  dem  Herrn  Verfasser 
»elbst  mit  besonderer  Güte  uns  gegebenen  vorläufigen  Nachricht 
am  besten  aufmerksam  machen  können.  Wir  sehen  diesen  neuen 
Tafeln,  die  jedenfalls  wie  die  alteren  auch  unter  den  besonderen 
Auspicien  der  K •» n i g I i  c b  niederlä  ndischen  Akademie  der 
Wissenschaften  publicirt  werden,  mit  dem  grössten  Verlangen 
entgegen,  und  sprechen,  so  wie  dem  Herrn  Verfasser  selbst,  auch 
der  vorher  genannten  gelehrten  Kürperschaft,  für  die  Publication 
dieses  neuen  wichtigen  Werkes  schon  jetzt  unseren  wärmsten 
Dank  aus.  G. 

Die  zweite  Auflage  meiner  „Tafeln  der  bestimmten 
Integrale"*)  —  (schreibt  uns  der  Herr  Verfasser)  —  wird  hof- 
fontüch  bald  unter  dem  Titel: 


*)  M.  i.  dir  iiunliihrlirhr  \rv<-»jrc  Liicmi  Der.  >r  CXMl-  S-  M 
(Thl.  3*.). 
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..Nouvelles  Table»  d'  1  n t^js  rales  Definies" 
erscheinen.  Ich  glaube  diese  zweite  Autlage  mit  Recht  „Keue 
Tafeln"  nennen  zu  dürfen.  Denn  unter  etwa  8*200 Formeln  kommen 
nur  ungefähr  50%  aus  den  älteren  Tafeln  vor;  20%  8ln^  m  meinem 
„Expose  de  la  theorie  etc.  des  Integrales  defi  nies  (Abb. 
der  K.  Akademie  der  VViss.  Amsterdam,  Bd.  VIII.)*)" 
abgeleitet,  und  die  übrigen  30%  finden  sich  in  mehreren  anderen 
Abhandlungen  und  Arbeiten  von  mir.  Ungeachtet  der  jetzigen 
sehr  grossen  Anzahl  von  Integralen  nehmen  doch  die  neuen 
Tafeln  ungefähr  denselben  Raum  ein  nie  die  älteren,  was  auf 
folgende  Art  zu  ermöglichen  gewesen  ist. 

1°.  Von  der  Beifügung  der  Literatur  ist  in  den  neuen  Tafeln 
abgesehen  worden :  fiir  diese  bleihen  die  alteren  Tafeln  eioe,  wie 
ich  hoffe,  gute  Dienste  leistende  Quelle.  So  viel  als  möglich 
ist  aber  in  den  neuen  Tafeln  doch  auch  auf  mein  oben  erwähntes 
Memoire  in  Band  VIII.  hingewiesen  worden,  und,  wo  dies  nicht 
möglich  wdr  oder  ausreichte,  auf  Band  IV  (Tables  d'Integrales 
definies),  was  somit  rucksichtlich  der  Quellenangabe  wohl  als  ge 
nü'gend  wird  angesehen  werden  können. 

2°.  Die  spezielleren  Formeln  sind  den  allgemeineren  unterge 
ordnet  und  nur  dann  angeführt  worden ,  wenn  sie  als  fiir  den 
Gebrauch  ein  wesentliches  und  besonderes  loteresse  darbietend 
angenommen  werden  konnten.  Eben  so  sind  die  Integrale  gani 
übergangen  worden,  welche  sich  unmittelbar  und  ohne  Weitere* 
aus  den  entsprechenden  allgemeinen  oder  unbestimmten  Integralen 
ableiten  lassen. 

Durch  alle  diese  Mittel  ist  eine  sehr  grosse  Raumersparnis* 
bewirkt  und  es  auch  möglich  gemacht  worden,  die  erforderliche 
Literatur  nüthigenfalls  mit  Rucksicht  auf  Band  VIII.  und  Band  IV. 
(S.  vorher)  leicht  nachschlagen  zu  können. 

Der  Druck  ist  bereits  bis  zum  TOsten  Bogen  vorgeschritten 
und  wird  der  niederländischen  Typographie  alle  Ehre  machen. 


Geometrie. 

Mathematische  Unterhaltungen.  Heraugegeben  vom 
Oberstudienrath  Dr.  Riecke.  Erstes  Heft.  Stuttgart. 
Aue.  1867.  8°. 


•)  M.  s.  die  ttiifefiihrliclie  Auzcige  diese«  „Expit"  im  Lilrr-r 
Bei.  i\r.  CLVI.  S.  1.  (Thl.  39). 
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Diese  Schrift  eines  «ehr  würdigen  Veteranen  der  Wissen- 
schaft enthalt  (wenigstens  vorzugsweise)  eine  Sammlung  geo 
metrischer  Aufgaben,  theils  bekannter,  theils  unbekannter,  für 
die  theilweise  recht  nette  Auflösungen  durch  Construction  ge 
geben  werden.  Eine  solche  sehr  hübsche  Construction  ist  z.  ß. 
auf  S.  1*26  und  S.  127  für  die  Kap  II 's  che  Aufgabe*):  „Wenn 
4  Punkte  A%  ßt  C,  D  auf  einer  Geraden  gegeben  sind,  so  soll  der 
geometrische  Ort  eines  Punktes  K  gefunden  werden,  von  welchem 
aus  die  Linien  AB  und  CD  unter  gleichen  gegebenen  Winkeln  er- 
scheinen" gegeben  w  orden.  Wir  bitten  namentlich  auch  Lehrer  der 
Mathematik,  das  Schriftchen,  welches  von  seinem  würdigen  und 
verdienstvollen,  bereits  in  den  Ruhestand  getretenen  Verfasser, 
als  eine  Frucht  seiner  Müsse  mit  grosser  Anspruchslosigkeit  der 
Oeffentlichkeit  übergeben  wird,  nicht  unbeachtet  zu  lassen;  sie 
werden  darin  manches  für  ihre  Zwecke  Brauchbare  finden.  Möge 
der  Herr  Verfasser  bald  ein  zweites  Heft  folgen  lassen. 

Zur  Bestimmung  des  Dreiecks  aus  Eckentransver- 
salen. Eine  mathematische  Aufgabe,  behandelt  von 
'onrector  Dr.  Möhring.    Aurich.    18G6.  4°. 

Die  Bestimmung  des  Dreiecks  aus  Eckentransversalen  ist  in  die 
ser  Schrift  mit  grosser  Auslührlichkeitsowobl  im  Allgemeinen  als  auch 
ru'cksichtlicb  besonderer  Fälle  behandelt  worden,  und  dieselbe  ent 
halt  einengrossen  Reichthum  von  Formeln.  Auf  Einzelheiten  können 
wir  hei  einer  solchen  Schrift  hier  natürlich  nicht  eingehen,  glauben 
aber  dieselbe  wohl  allen  denen,  die  sich  für  solche  elementare 
Untersuchungen  interessiren,  zur  Beachtung  empfehlen  zu  dürfen. 

N oiiv  eile  Ätude  algebriquc  des  lignes  et  surfaces 
du  second  degre.  Par  Georges  Dostor,  Doctcur  es- 
sciences  mathematiques,  Professeur  au  Lyce*e  Impe- 
rial de  la  Reu  nion.  Premiere  Partie.  Ellipse  et  Hy- 
perbel e.  Extrait  du  Bulletin  de  la  Societe  d  es  Sciences 
et  Arts  de  la  Re*union.  Saint- De  nis  (Reuuion).  Imp. 
Hthographique  et  ty  pographique  de  A.  Roussin.  Rue 
de  Teglise.  96.  -  Paris.    Gauthier- Villa  rs.  18ti0. 

Der  Herr  Verfasser,  welchem  das  Archiv  (z.  B.  Tbl.  XXVI.) 
mehrere  sehr  werthvolle  Beiträge  verdankt,  jetzt  „Professeur 


*)  Der  um  13.  October  1844  gestorbene  Obel  itudienrath  Heinrich 
Christi«»  Kauff  in  Stuttgart  legte  diu«e  Aufgabe  im  Jahre  1842 
■uehreren  Freunden  vor  und  erweiterte  dtaclbc. 
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au  Lycee  Imperial  de  !a  Röunion"  hat  uns  durch  gütige 
Zusendung  der  obigen  Schrift  ans  jener  weiten  oceanische« 
Ferne  eine  «ehr  »rosse  und  von  uns  mit  ganz  besonderem  Dauk 
anerkannte  Freude  gemacht.  Diese  Schrift,  von  der  nur  die  erste 
Abtheilung,  welche  die  Ellipse  und  Hyperbel  betrifft,  uns  bi* 
jetzt  vorliegt,  hat  den  Zweck,  eine  neue  ganz  allgemeine,  ein  be- 
liebiges schiefwinkliges  Coordinaten-System  zu  Grunde  legende, 
die  betreffenden  Formeln  in  völlig  entwickelter  Form  gebende 
Darstellung  der  Theorie  der  Linien  und  Flächen  des  zweiten 
(irades  zu  liefern.  „Pour  cela"  —  sagt  der  Herr  Verfasser  in 
der  Vorrede  — -  „nous  avons  etabli,  tout  d'abord,£que  les  deui 
equations 

{x'!/-y'x)H{x"y-y"x)*  =z  (x'y"  -j/x")*,  ! 

+  (xy"z"'-xz"y'"+yz"x'"-yx"zm \zx"y'"-zy"xm)*  j 
+  (xywz'-xz'"y'  f  yzmx'—  yz'"i' +zx"'y' -  zymx')*  ; 

representent,  la  premiere,  l'ellipsc  et  I'hyperbole,  la  seconde. 
I'ellipsoi'de  et  les  deux  hyperholoides,  lorsque  ces  figures  sout 
rapportees  ä  leur  centre  et  que  x\  y' ;  x",  y"\  x\  y\  z' ;  x\y\ 
:";  xm,  g'",  z'"  designent  les  coordonnecs  de  sommets  conjugue*. 
Ensuite  nous  avous  identifie  ces  menies  equations  avec  les  equa- 
tions generale*  du  second  degre,  et  nous  ayons  ainsi  obteou, 
immediatement  et  presque  saus  calcul ,  les  expressious  de  tous 
les  elements,  dans  leur  plus  grande  geue>alite. 

Nous  avons  suivi  une  marcbe  analogue  pour  la  parabole  et 
les  deux  paraboloTdes. 

Les  resultats  obtenus,  moins  complique's  qu'on  ne  pourrait 
le  supposer,  nous  ont  conduit  a  formuler  quelques  regles  bieo 
simples,  qui  permettent  d'^crire  immediatement  les  equations  qui 
donnent  la  plnpart  des  elements,  Sans  passer  par  les  calcuU 
transitoires. 

Le  present  memoire  se  composera  de  cinq  parties,  dont  nous 
livrons  au  public  la  premiere,  qui  coroprend  I  Ellipse  et  TÜy- 
perbole;les  trois  suivantes,  qui  paraitront  successivement,  traitent 
de  la  Parabole,  de  l'EHipsoide  et  des  deux  Hyperboloides,  pui> 
des  deux  Paraboloides.  Dans  la  derniere,  enlin,  nous  donnon^ 
la  Discussioti  generale  des  lignes  et  surfaces  du  second  deer< 
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i.ar  la  Methode  des  sections  plane«  et  par  celle  de  la 
itecomposition  en  carrös,  en  la  faisant  suivre  de  nombreux 
exercices  nuineriques.  Dans  le  choix  des  exemples,  nous  oous 
sorames  principalement  arrete  aux  cas  particuliers,  qui,  par  leiir 
lorine  singuliere,  reviennent  souvent  aux  examens  dadmissiou  a 
i  tcole  polytechnique  et  a  l'Ecole  normale  superieure." 

Wir  glauben  hiernach  diese  jedenfalls  nicht  wenig  Neue« 
darbietende  allgemeine  Theorie  der  Linien  und  Flachen  des 
weiten  Grades  zu  sorgfältiger  Beachtung  unseren  Lesern  em- 
pfehlen zu  müssen. 


Astronomie. 


Cehersicht  der  Thätigkeit  der  Nicola  i-Hauptst  ern- 
«arte  wahrend  der  ersten  25  Jahre  ihres  Bestehens. 
Zusammengestellt  von  Otto  Struve.  St.  Petersburg. 
1866.  4°. 

Die  Nicolai-Hauptsleriiwartc  in  V  ulkowa  feierte  am  7.  (19.) 
August  1864  das  Fest  ihres  25jährigen  Bestehens,  welches  die 
nächste  Veranlassung  gab  zur  Abfassung  der  vorliegenden  pracht 
voll  ausgestatteten,  mit  dem  schonen  Bddnisse  ihres  ersten 
Directors,  des  berühmten  \V.  St ru  v e,  geschmückten,  Sr.  Kaiser- 
liehen  Hoheit  dem  Grossisten  Constantin  Nicola jewitsch 
gewidmeten,  einen  guten  Theil  der  Geschichte  der  Astronomie  in 
dem  jetzigen  Jahrhundert  enthaltenden  Schrift.  Die  Zusammen 
Mellung  derselben  rührt  «anz  von  Otto  Struve  her;  als  dieser 
erkrankte,  übernahm  W  in  n  ecke  die  Herausgabe;  und  als  auch  die- 
ser  erkrankte,  ging  das  Geschäft  der  Herausgabe  und  Drucklegung  in 
die  Hände  von  W.  Döllen  über,  dem  also,  wie  seinen  Vorgängern, 
die  Wissenschaft  dafür  zu  besonderem  und  wärmstem  Danke  ver- 
nichtet ist.  Die  Schrift  bietet  für  Jeden,  der  an  den  Fortschritten 
der  Astronomie  Theil  nimmt,  ein  sehr  grosses  Interesse  dar,  und 
'st,  wie  dies  kaum  anders  sein  konnte,  mit  so  grosser  Sachkennt- 
nis«, Sorgfalt,  Genauigkeit  und  historischer  Treue  verfasst,  dass 
*ie  unbedingt  als  ein  sehr  wichtiges  Actenstück  für  die  Ge- 
schichte der  Astronomie  betrachtet  werden  muss,  und  als  ein  sol- 
thes  von  uns  mit  der  grössten  Freude  begrüsst  worden  ist.  - 
S.  1  —  S.  21.  liefern  eine  höchst  anziehende  Geschichte  der 
Sternwarte  im  Allgemeinen,  mit  Rücksicht  auf  Entstehung,  Zweck, 
Einrichtung  und  namentlich  au(  alle  die  verdienten  Männer,  welche 
11  den  vergangenen  *25  Jahren  an  der  berühmten  Anstalt  thätig 
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gewesen  «sind.  —  Auf  8.22  —  S.  2S.  sind  die  der  Sternwarte  unter 
dem  14.  A umist  1862  verliehenen  neuen  Statuten  mitgetheilt,  auf 
deren   Originale  Seine  Majestät   der  Kaiser  Hüchsteigenhändic 
geschrieben  bat:    „Dem  sei  Also",  wobei  wir  auch  beroerkeo. 
dass  in  diesen  neuen  Statuten   der  Sternwarte  zu  Ehren  ihres 
Gründers    die   amtliche   Bezeichnung    „Ni  colai -Hauptstern- 
warte"  verlieben  wurde.    Nach  diesen  neuen  Statuten  bilden 
das  Personal  der  Sternwarte:    a)  Der  Direetor.    b)  Vier  altere 
Astronomen,  von  denen  einer  die  Stellung  als  Yice-Director  hat 
c)  Zwei  Ad  junkt-Astronomen,    d)  Zwei  Rechner,    e)  Ein  Mecha- 
niker.   0  Ein  Inspector.    g)  Ein  Schriftführer,    h)  Ein  Arzt;  im 
Ganzen  also  13  Personen,  »voraus  die  Grossartigkeit  des  Instituts 
hinreichend  erhellen  möge,  da  die  Beschränktheit  des  Raum»  wei- 
tere Anführungen  nicht  erlaubt.  —  Hierauf  wird  nun  von  S.  2'J. 
an  die  Thätigkeit  der  Sternwarte  in  den  vergangenen  25  Jahren 
unter  folgenden  Rubriken  zusammengefassl:  I.  Astronomische 
Thtttigkeit.    1.  Die  Beobachtungen,  a)  das  grosse  Pawsa 
geninstrument  von  Ertel.    b)  Der  grosse  Vertikalkreis  von  Ertel. 
c)  Der  Meridiankreis  von  Repsold.    d)  Das  Passageninstrunient 
im  ersten  Vertikale,  e)  Der  grosse  Refractor.   f)  Das  Heliometer 
2.    Die   Reduction   und  Publicatinn  der  Beob achton 
gen.     3.    Andere    astronomische    Arbeiten.     II.  ttee- 
graphisch-geodätische  Thätigkeit.    a)  Von  der  Stern 
w ar t e  a usgc f ü h r t e  Unternehmungen  (1844:  Ba>isme$sunLr 
bei  Elimä  im  südlichen  Pinnland.   1845:  Basismessung  bei  Ulea 
borg  und  astronomische  Bestimmungen  in  ihrer  Nachbarschaft, 
so  wie  bei  Torneo.    1848:  Basismessung  hei  Romankauzi.  IS50: 
Astronomische   Bestimmungen  am  Nordende  der  Grndmessnn;; 
von  Fuglenacs  in  Finnmarken.    1851 :  Wiederholung  der  astrono- 
mischen Bestimmungen  bei  Torneo  und  Basismessung  bei  Öfter 
Torneo.  1852 :  Basismessung  bei  Taschbunar  nahe  dem  Südende  der 
Gradraessung  in  Bessarabien.    1853:  Bestimmung  der  Polhühf 
von  Biclin.    1855:  Bestimmung   der  Polhohe  von  Nemesch).  f» 
Andere    auf    Geodäsie    und    geographische  Ortsbe 
Stimmung  bezügliche  Studien  und  Arbeiten,   c)  Unter- 
stützung der  von  anderen  Behörden  unternommener 
Arbeiten.     III.     Die    Lehrt  hat  igkeit.     a)  Ausbildung 
jüngerer  Gelehrten  (namentliche  Aufführung  der  hier  gebilde- 
ten   Astronomen,  neun   und   dreissig   aus  den  verschiedenste) 
Gegenden  der  Erde),    b)  Ausbildung  von  Militair6  für 
geodätischen    Arbeiten    im   Reiche;    neuu   und  sech/ii: 
Ofüziere  vom  Landheere  und  der  Flotte  haben  hier   ihre  Au> 
bildunt;  erhalten.  —  IV.    Die  mechanische  Werkstatt.  - 
Hie   Beziehungen   zu  anderen  Sternwarten  und  Ge- 
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lehrten.  (Keioer  der  bedeutenderen  Astronomen  lelill  hier).  — 
Nachschrift  (Entstehung  der  Schrift).  —  Den  Schluss  bildet 
da«,  in  literarischer  Rücksicht  mit  dem  grössten  Danke  aufzu- 
nehmende: Verzeichnis^  der  von  Pulkowaer  Astronomen 
pnblieirten  Schriften  von  1939  bis  18«*.— Welche  gross- 
artige  Thätigkeit  nach  allen  möglichen  Seiten  und  Richtungen 
hin!  Möge  die  herrliche  Nicolai-Sternwarte  fernerhin  immer 
noch  schöner  gedeihen  zur  Ehre  ihres  edlen  Gründers,  dessen 
Namen  sie  tragt! 


Von  den  neueren  Publicationen  dei  Nicolai-Hauptsternwarte 
wollen  wir  hier  noch  auf  die  folgenden  aufmerksam  machen: 

1.  Jahresbericht,  am  17.  Mai  1864  dem  Comite  der  Nicolai- 
Hauptstern  warte  abgestattet  vom  Director  der  Sternwarte. 
St.  Petersburg.    1804.  8». 

Jahresbericht,  am  19.  Mai  1805  dem  Comite  der  Nicolai- 
Hauptsternwarte  abgestattet  in  Vertretung  de«  Directors  der  Stern« 
warte  von  dem  älteren  Astronomen  W.  Döllen.  St  Peters- 
burg.   1865.  8°. 

2.  Observation**  de  la  grande  nehuleuse  d'Orion,  faites  a 
Cazan  et  ä  Poulkowa.  Par  O.  Struve.  ire  Partie:  Memoire  de 
M.  Liapounov  snr  les  observations  de  Cazan.  II'  Partie. 
O.  Struve:  Additions  au  memoire  de  M.  Liapounov  et  Obser- 
vation« de  Poulkowa.    St.-Petershnurg.   180*2.  4°. 

3  Die  Zeitbestimmung  vermittelst  des  tragbaren  tDurcb* 
gaugsiustruinentes  im  Verticale  des  Polarsterns.  Von  W.  Döllen. 
St.  Petersburg.    1863.  4°. 

» 

4.  Beobachtungen  des  Mars  um  die  Zeit  der  Opposition 
1862.    Von  Dr.  A.  Winnecke.    St.  Petersburg.    1803.  4\ 

5.  Pulkowaer  Beobachtungen  des  hellen  Coroeten  von  1862. 
nebst  einigen  Bemerkungen.  Von  Dr.  A.  Winnecke.  St.  Peters- 
burg.   1864.  4» 

6.  l'ntersuchunacn  über  die  Constitution  der  Atmosphäre 
und  die  Strahlenbrechung  in  derselben.  Von  Dr.  H.  Gylden. 
St  Petersburg.    1806.  4°. 

Alle^diese  Schrilten>ind  von  grosser  wissenschaftlicher  Be- 
deutung, «äs  rücksichtlich  der  eigentlichen   theoretischen  o*"* 

mathematischer  Astronom'?*»  tn*l»o«niideTe  von  3. 
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.1.  J.  von  l/ittrows  Atlas  des  gestirnte»  Himmel* 
für  Freunde  der  Astronomie.  Dritte,  vielfach  verbes- 
serte und  vermehrte  Aullage,  herausgegeben  von  Karl 
von  l/ittrovv,  Director  der  Sternwarte  und  Professor 
der  Astronomie  in  Wien.  Stuttgart.  Gustav  Weife. 
1860.  8". 

Dieser  treffliche  Himmels-Atlas,  welcher  Freunden  der  Astro- 
nomie vor  allen  (ihrigen  empfohlen  werden  muss  und  mit  den  im 
Literar.  Ber.  Nr.  (LXXIX.    S.  17.  in  fünfter  Auflage  von  uns 
angezeigten  „Wundern  des  Himmels4'  desselben  Herrn  \  er- 
fassers  in  naher  Verhinduug  steht  und  denselben  zu  wesentlicher 
Ergänzung  dient,    liegt  zu  unserer  besonderen  Freude  in  einer 
neuen,  schön  ausgestatteten  dritten   Auflage  vor    uns.    Ein  wie 
treffliches  Hülfsmitfel  dieser  schone  Atlas  ist,  um  den  gestirnten 
Himmel  in    kurzer  Zeit  genauer   kennen  zu  lernen,   haben  wir 
selbst  durch  Erfahrung  genugsam  erprobt,  und  können  es  nicht 
hoch  gtMiug  anschlagen,  dass  in  demselben   bekanntlich  zuerst 
eine  Zeichnungsw  eise  eingeführt  worden  ist,  bei  welcher  das  Bild 
des  Himmels,  das  sie  geben  soll,  nicht  weiter  wie  in  allen  alteren 
Karten  durch  Nebendinge    oft  bis  zur  Unkenntlichkeit  entstellt 
wird,  worin  spätere  Arbeiten  ähnlicher  Art  diesem  Muster  mit 
Recht  meistens  gefolgt  sind.    „Die  hauptsächlichsten  Verbesser- 
ungen, welche  unser  Atlas  in  der  vorliegenden  Ausgabe  erfuhr,*4 
—  sagt  der  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede  —  „beziehen  sich 
auf  die  zu  gleicher  Zeit  erschienene  fünfte  Auflage  der  Wunder 
des  Himmels  und  die  darin  berücksichtigten  Fortschritte  des 
betreffenden  Theiles  der  beschreibenden  Astronomie,  wodurch  sieb 
zahlreiche  Aendcrungen  sowohl  in  dem  beigeschlossenen  Auszuge 
des  eben  genannten  Werkes  als»  in  den  Noten  auf  den  einzelnen 
Blättern  des  Atlas  ergaben.    Ueberdiess  konnte  das  bereits  in 
deu  früheren  Ausgaben  versuchte  Hervorheben  von  Objecten,  die 
schon  in  mittleren  Fernröhren  ihre  individuellen  Eigentümlich- 
keiten zeigen  und  daher   auch  weiteren  Kreisen  das  Vergnügen 
der  Autopsie  ermöglichen,   nun  weit  vollständiger  durchgeführt 
werden,  da  eine  sich  darauf  beziehende  Vorarbeit,  die  in  dem 
Vorworte  zur  zweiten  Auflage  als  sehr  wünschenswerth  bezeichnet 
wurde,  jetzt  in  T.  W.  Webb's  Celestial  Objects   for  common 
telescopes  (London  1859)  vorliegt. " 

Man  sieht  hieraus,  wie^sehr  der  Herr  Herausgeber  bemüht 
gewesen  ist,  in  dieser  neuen  Ausgabe  allen  Wünschen  der  Freunde 
der  Astronomie  entgegen  zu  kommen,  und  in  derselben  mit  den 
neuesten  Fortschritten  der  beschreibenden  Astronomie  vollständig 
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gleichen  Schritt  zu  halten,  so  das6  dieselbe  jedenfalls  die  wärmste 
Kinpffhlun«  verdient. 

Kaieoder  für  alle  Stände.  1867.  Herausgegeben 
von  Karl  v.  L i 1 1 r o w ,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  in 
Wien.  Mit  zwei  Ii  th  o  g  raphi  rten  Tafeln.  Wien.  Carl 
Gerolds  Sohn.  «ü. 

Der  vorige  Jahrgang  dieses  trefflichen  Kalenders  ist  im 
Ltterar.  Nr.  CLXXVI1.  S.  10.  von  uns  angezeigt  worden.  Was 
»vir  dort  und  früher  nun  sehon  so  oft  bemerkt  haben,  dass  näm- 
lich derselbe  keineswegs  als  ein  Kalender  gewöhnlichen  Schla- 
des betrachtet  werden  darf,  sondern  neben  den  gewöhnlichen 
kalenderangaben  eine  kleine  astronomische  Ephemeride  liefert, 
welche  für  Freunde  der  Astronomie  vollständig  hinreicht  und  den- 
selben nicht  genug  empfohlen  werden  kann,  gilt  vollständig  auch 
von  dem  neuen  .  im  (Manzen  in  seiner  Einrichtung  unverändert  ge- 
bliebenen Jahrgänge.  Die  wissenschaftlichen  Heilagen  sind  die 
lolgenden:  I.  Astronomische  Miscellen.  (Neue  Planeten. 
Neue  Kometen.  Wiederkünfte  bekannter  Kometen.  Physische 
Beschaffenheit  der  Sonne.  Merkwürdige  Lichtveränderungen 
eines  Fixsterns,  nämlich  des  bekannten  merkwürdigen  Sterns  im 
Sternbilde  der  nordlichen  Krone.)  —  II.  U ebersieht  des 
Planetensystems  (wie  immer  vollständiger  als  irgend  wo 
anders).  III.  K  ome  t  en-K  atalog  (ebenfalls  höchst  vollständig 
and  sehr  dankenswerth).  IV.  Kingfö  rmige  Sonnenfinster- 
nis« a\n  6.  März  1867.  V.  U  eher  sieht  der  meteorolo- 
gischen Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte  zu 
Wien  im  Jahre  1805.  —  Ausser  der  gewöhnlichen  Sternkarte 
ist  diesem  Jahrgange  noch  eine  von  Herrn  Dr.  E.  Weiss  ent- 
worfene Karte  der  vorher  genannten  ringförmigen  Sonnenfinster- 
niss  beigegeben. 

Wir  wüssteu  in  der  That  nicht,  welche  besseren  und  voll- 
ständigeren Hülfsmittel  bei  ihren  Beschäftigungen  wir  Liebhabern 
der  Astronomie  empfehlen  sollten  als  die  „Wunder  des  Him- 
mels", den  vorher  angezeigten  Atlas  des  gestirnten  Him- 
mels" und  als  kleine  astronomische  Ephemeride  den  vorliegen- 
den „Kalender",  sämintlich  Schriften,  durch  deren  Herausgabe 
sich  der  Herr  Herausgeber  jedenfalls  ein  nicht  hoch  genug  an- 
zuschlagendes Verdienst  um  die  weitere  Verbreitung  astronomi- 
scher Kenntnisse  erworben  hat  und  fortwährend  erwirbt. 
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Vermischte  Schriften. 

An nali  di  Matetnatica  pura  cd  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  K.  Betti  a  Pisa. 
F.  lirioschi  a  Milano,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini  a  Koma.    (Vergl.  Literar.  Ber.  No.  CLXXX.  S.  ?.). 

Tom.  VII.  No.  5.  Sülle  proprieta  geometriche  e  dinamii  he 
de  cenlri  di  percossa  ne'  mott  di  rotazione.  Memoria  di  D.  Che- 
lini.  p.  217.  —  Recherche.«  *ur  les  equation«  du  cinquieme  degre 
par  M.  Roberts,  p.  257.  —  Rivista  biblio?rafica.  Le 
Messahat  De  Mohammed  Ben  Moussa  al  Kharezmi.  Kxtrait  de 
son  Algebre.    Traduil  et  annote  par  Aristide  Marre.    p.  201). 

Giornalc  di  M  a  t  e  m  a  t  i  c  h  e  ad  »so  degli  studenti 
d  e 1 1 e  u  n i  v e  r s i  t ä  i  t a  I i a n c ,  p u  Ii  b l i c a  t  o  per  i  ura  d  e I  P  r  o  - 
fessore  G.  Battaglini.  Napoli.  (S.  Literar.  Ber  Nr. 
CLXXXI.  8.  13.) 

Anno  IV.     Settembre  e   Ottobre    1806.     Nota  sulle 
eqoazioni    differenziali  cbe  si  pre«entano  nei  problemi   di  Mec- 
ranica;  per  R.  del  Grosso,    p.  257.  —  Süll'  inversione  qua- 
drica  dclle  curve  piane;  per  T.  A.  Hirst.   p.  278.  —  Questione. 
p.  293.  —  Teorcma  sui  determinanti  a  due  scale  e  soluzione  dellaque 
stinne47;   per  G.  Torelli.  p.294. —  Altra  soluzione; per L.  Rajola 
p. 297.—  Annunzio  Bibliografico.  p. 297.  —  Sulle  supcrflcie  gobbe  appli- 
cabili  su  quelle  di  rivoluzione,  e  su  alcune  proprieta  delle  super- 
ficie  gobbe  delle  normali  principali  di  una  ourva;  per  U.  Dint 
p.  298.  —  Sulle  superßcie  gobbe  che  soddisfanno  a  date  equa- 
zioni  alle    derivate  parziali   del  second'ordine;    per  D.  Dioi. 
p.  305.  —  Questioni.  p.  318. 

Sitzungsberichte  der  kais.  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien.    (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXIX 

S.  20  ). 

Band  LH.  Heft  III.  Mach:  Heber  die  Wirkung  der 
räumlichen  Verkeilung  des  Lichtringes  auf  der  Netzhaut.  S.  303. 
—  U  nferd  inger:  Theorie  der  Transversalen,  welche  die  Mit- 
telpunkte der  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  verbinden:  darauf 
bezügliche  Lehrsätze  und  Probleme.  (Sehr  ausführlich  und  be- 
achtenswerth.)  S.  323.  —  Scb warzer:  Beziehungsgleichiingen 
zwischen  der  Seite  und  dem  Halbmesser  gewisser  regelmässiger 
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Kreis  Vierecke.  8.  363.  —  Losch  midf:  Zur  Grosse  der  Luft- 
molectile.    S.  395.  —  Schmidt:  Ueber  die  Atomwärme.  8.417. 

—  Alle:  Ueber  die  Entwicklung  von  Functionen  in  Reihen,  die 
nach  einer  besonderen  Gattung  algebraischer  Ausdrücke  fort- 
schreiten. (Steht  mit  der  neueren  Functionentbeorie  in  naher 
Verbindung  und  muss  zur  Beachtung  besonders  empfohlen  wer- 
den). S.  453. 

Band  LH.   Heft  IV.   Stefan:  Ueber  die  Farbenzerstreuung 
durch  Drehung  der  Polarisationsebene  in  Zuckerlösungen.  8.  486.  - 

—  Popper:  Theorie  der  Convergenz  unendlicher  Keinen  und 
bestimmter  Integrale,  die  keine  periodischen  Functionen  enthal- 
ten. (Auch  wegen  der  altgemeinen  Theorie  der  Convergenz  he- 
achteoswerth).  8.  496.  —  v.  Littrow:  Ueber  eine  Modifikation 
des  Hanseirschen  Registrirapparates.  (Diese,  wie  es  uns  scheint, 
sehr  zu  beachtenden  Moditicationeu  der  von  Hansen  für  die  mit- 
teleuropaische Gradmessung  angegebenen  galvanischen  Registra- 
toren  betreffen  vorzugsweise  die  leichtere  Transportabilität  und 
leichtere  Aufstellung,  ohne  das  Hansen'sche  Princip  im  Wesent- 
lichen zu  alteriren.  Eine  ausserordentlich  schöne  Abbildung  des 
neuen  Apparats  ist  beigegeben.)  8.  546.  —  Lipp  ich:  Ueber 
einen  neuen  Fallapparat.  (Ebenfalls  der  Beachtung  recht  sehr 
zu  empfehlen ;  durch  sehr  deutliche  Abbildungen  erläutert). 
S.  549.  —  Ditscheiner:  Eine  Bemerkung  zu  Herrn  Lewis 
M.  Rutherford's  Construction  des  Spectroscopes.  Mit  I  Tafel. 
S.  56a 

Band  LH.  Heft  V.  Niemtschik:  Directe  Coostmctionen 
der  Contouren  von  Rotationsflächen  in  orthogonalen  und  perspective 
sehen  Darstellungen.  Mit  5  Tafeln.  (Für  Descriptive  Geometrie 
und  Perspective  recht  sehr  zu  beachten).    S.  573. 

BandLIH.  Heftl.  Win  ekler:  Allgemeine  Sätze  zur  Theorie 
der  unregelmässigen  Beobachtungsfehler.  S.  6.  —  Grabowski, 
A.9  Graf:  Methode  und  Apparat  zur  Bestimmung  der  Dampfdichte. 

S.  84.  —  Frischauf:    Bahnbestimmuog  des  Planeten  (67)  Asia. 

S.  96.  ~ 

Band  LH1.  Heft  II.  Aus  einem  Schreiben  des  Herrn 
Lewis  M.  Rutberford  an  Prof.  Sc b rotter.  (Die  Photographie 
des  Monds  u.  s.  w.  betreffend).  S.  191.  —  Boltzmann:  Ueber 
die  mechanische  Bedeutung  des  zweiten  Hauptsatzes  der  Wärme- 
theorie.  S.  195.  —  Ditscheiner:  Ueber  einen  luterferenzver- 
«uch  mit  dem  Quarzprisma.  8.  233.  —  Oppolzer:  Ueber  die 
Hahn  des  Cometen  1.    1866.    S.  "247.  —  Friesach:  Beschrei 
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billig  einer  Tabelle  zur  Erleichterung  der  Schifffahrt  im  grösMen 
Kreise.  (Bei  der  großen  Wichtigkeit  der  Schifffahrt  im  grüsRteu 
Kreise,   dem  loxodromischen  Cours  gegenüber,   würde  die  Her 
Stellung  der  hier  beschriebenen  Tabellen  gewiss  sehr  wünschen*- 
werth  sein).    S.  258. 

• 

Band  Uli.  Heft  III.  Wagner:  Erfolge  der  Bestrebun 
uen,  den  Elektromagnetismus  als  Triebkraft  nutzbar  zu  machen. 
8.  308.  —  Wi  uckler:  Geometrische  Construction  rationaler 
•  Polynome.  Mit  3  Holzschnitten.  (In  mehrfacher  Beziehung  zu 
beachten).  S.  3*26.  —  Pierre:  (Jeher  die  durch  Fluorescenz  her- 
vorgerufene Wärmestrahlung.  S.  330.  —  Memorsky:  Leber 
die  Earbe  des  Tageslichts  und  einiger  künstlicher  Beleuchtung*- 
mittel.  8.  345.  —  Oppolzer:  Einige  Bemerkungen  und  Zusätze 
zu  Le  Verrier's  Sonneutafelu.  S.  348.  —  Von  v.  Hahn. 
Christomanos  und  Schrütter  finden  sich  8.411.  u.  s.  w. 
sehr  interessante  Mittheiltingen  über  die  vulkanischen  Eruptionen 
auf  der  Insel  Santorin  und  die  chemische  Zusammensetzung  der 
Eruptivgesteine  der  neuen  Erhebung  (von  Schrütter).  — Schwar- 
zer: Allgemeine  Entw  iekelung  der  Beziehungsgleichungen  zwischen 
der  Seite  und  dem  Halbmesser  regelmässiger  Sehnenpolygone, 
deren  halbe  Seitenzahl  ungerad  (Vergl.  oben  Band  LH.  Heft  III) 
S.  454.  —  Petzval:  Bericht  über  die  Kulik'schen  Factoreo- 
tafeln.  (Herr  Prof.  Petzval  giebt  den  Mathematikern  hiereioe 
sehr  interessante  Nachricht  von  einer  staunensw  erthen  Arbeit  des 
verstorbenen  Professor  Kulik  in  Prag,  nämlich  von  den,  von 
demselben  nachgelassenen  Factorcntafeln  aller  durch  2,  3f  5  nicht 
theilbaren  Zahlen  von  Brei  bis  Hundert  Millionen,  welche 
in  sechs  grossen  Foliobanden  der  kais.  Akademie  der  Wissen- 
schaften vorgelegt  worden  sind,  eine  Arbeit,  deren  Grosse  wahr- 
lich alle  Begriffe  übersteigt.  Herr  Petzval  giebt  an,  ivelche  be- 
sonderen Hülfsmittel  von  Kulik  angewandt  worden  sind,  um 
diese  Tafeln  auf  einen  verhaltnissmässig  kleinen  Raum  zu  brin- 
gen, und  verbreitet  sich  dann  in  interessanter  selbstständiger 
Weise  über  die  Mittel,  welche  anzuwenden  sind,  um  den  aller- 
dings im  höchsten  Grade  w  ünschenswerthen  Druck  dieser  Tafeln, 
deren  Ausdehnung  schwerlich  für  alle  künftigen  Zeiten  jemals 
übertroffen  werden  wird,  möglich  zu  machen).  S.  460. 

Band  LI1I.  Heft  IV.  Pranghofer:  Abhandlungen  aus 
dem  Gebiete  der  höheren  Mathematik.  (Ucber  das  Gauss  sehe 
Kriterium  der  Convergenz,  über  gewisse  Flächen,  bemerken*- 
wertbe  Beziehungen  des  Moments  der  Gesammtresullante  und  der 
Momente  der  nach  den  Axcti  der  .r,  y,  z  wirkenden  Seitcnreswl- 
tanten  auf  einen   freien    Punkt  wirkender   Kralle).    S.  503.  — 
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Stefan:  Ueber  eine  Methode  die  Längen  der  Lichtwellen  zu' 
messen.  S.  521.  -  Derselbe:  Ucber  den  Einfluss  der  inneren 
Reibung  in  der  Luft  auf  die  Schallbewegung.  S.  529.  —  Der- 
selbeTüeber  Intcrlcrenzversnche  mit  dem  wSoleil'schen  Doppel- 
quarz. 8.  548.  -  Jelinek:  Mittheilung  über  einige  in  den  letz- 
ten Jahren  beobachtete  Staubfalle.  (In  preussich-  und  öster- 
reichisch-Schlesien;  in  Krain;  in  Valona  in  Albanien;  in  Tunis 
und  Rom;  in  Klagenfurt.  Sehr  interessante  Beschreibungen  und 
Reflexionen  tiber  die  Natur  solcher  Staubfiillc  und  Schlammre- 
gen).  S.  555. 


Verslagen  en  M  ededeelingen  der  Koninklijke  Aka- 
demie van  Wetenschappen.  Afdeeüng  INa  tu  urk u nde. 
Tweede  Reeks.    Eerste  Deel.    Amsterdam.    1866.  8°. 

Die  Königlich  niederländische  Akademie  der  Wissenschaften 
besinnt  mit  dem  obigen  Ersten  T heile  eine  neue  Reihe  ihrer 
vieles  Wichtige  enthaltenden  Verslagen  en  i\I  ededeelingen, 
weshalb  wir  es  uns  vo»  jetzt  an  zur  besonderen  Aufgabe  machen 
werden,  den  Hauptinhalt  der  einzelnen  Theile  so  bald  als  irgend 
möglich  nach  ihrem  Erscheinen,  so  weit  derselbe  in  den  Kreis 
des  Archivs  gehört,  zur  Kenntniss  unserer  Leser  zu  bringen. 

Tweede  Reeks.  Deel  I.  —  R.  Lobatto:  Bijdrage  tot  het 
vormen  der  vergelijkingen  welker  wort  eis  de  Zijdcn  en  Diago- 
nalen der  regelmatige  veelhoeken  doen  kennen,  p.  33.  —  G. 
J.  Verdam:  Over  eene  wijze  van  wording  der  Kromtelijnen  op 
de  oppervlakte  van  de  ellipsoide  met  drie  ongelijke  assen,  en 
over  de  verwantschap  dezer  lijnen  met  confocale  spherische  el- 
Hpsen.  p.  64.  —  F.  J.  Stamkart:  Over  eene  Benaderingsmanier 
ter  berekening  der  waarde  van  Lijfreuten  en  Verbindings- 
renten.  (Met  eene  Tabel).  p.  95.  —  M.  Hoek:  Ephemeride 
vao  Proserpina,  voor  de  oppositie  van  l2.Januarij  1865.  p.  112.  — 
D.  Bierens  de  Haan:  Bijdrage  tot  de  Theorie  der  bepaalde 
Integralen,  p.  117.  —  P.  M.  Brüte I  de  la  Ri viere:  Eenige 
opmerkingen ,  betreffende  eene  nieuwe  oplossing  van  het  vraag- 
stuk  der  lengte-bepaling  op  zee.  p.  141.  (Betrifft  die  bekannte 
Methode  der  Längenbestimmuug  zur  See  von  Littrow).  — 
R.  van  Rees:    Over  elektrische  spanning  en  potentiaal.  p.  11)4. 

—  P.  J.  van  Kerckhoff:    Over  atomiciteit  en  afßniteit.  p.262. 

—  J.  Badon  Ghijben:  Nieuwe  Bijdrage  tot  het  vormen  der 
vergelijkingen,  die  de  uit  e^n  hoekpunt  getrokkene  Zijden  en 
Diagonalen   eeoes  regelmatigen  veelhoeks   tot  wortels  hebben. 


Digitized  by  Google 


Literarischer  Bericht  CLXXX11. 


p.  294.  —  K.  J.  Stanikart:  Over  den  invloed  van  luchtdruk- 
king  en  capillaire  werking  bij  de  vervaardiging  en  het  gebruik 
van  Areometers.  Bepaling  door  proefneming  van  de  hoeveelheid 
vloeistof  tvelke  buiten  aan  ecne  buis  door  de  capillaire  werking 
opgehouden  wordt.  p.  320.  —  F.  Kaiser:  Waarneroingen  ora 
trent  een  Merkwaardigen  Vuurbot,  volbragt  aan  de  Sterrewacht 
te  Leiden,  p.  349.  —  F.  Kaiser:  Eenige  opmerkingen  orotrent 
de  petiodieke  (outen  van  Mikrometer -schroeven,  naar  aanleiilm« 
van  de  jongste  onderzoekiogeo  aau  de  Sterrewacht  te  Leiden, 
p.  359.  —  J.  van  Gogh:  Overzigt  van  de  heershende  winden 
en  daarbij  waargenonien  Barometerständen  te  Nagasaki  op  het 
eiland  Desima  in  Japan. 
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Dr.  Gideon  Jan  Verdam 


wurde  am  2.  December  1802  zu  Mijdrecht  (Niederlande,  Prov. 
Zd- Holland)  geboren.  Er  studirte  Mathematik  und  Naturwissen- 
schaften an  der  Universität  zu  Leiden,  1819—25,  uud  erhielt 
während  seiner  Studien  fünfmal  die  goldene  Medaille  für  gekrönte 
Preisschriften.  Er  promovirte  öffentlich  am  1.  October  1825,  und 
lehrte  1826  —28  die  angewandte  Mechanik  als  Lector  au  der  Uni- 
versität zu  Groningen.  Darauf  stand  er  zehn  Jahre  mit  Professor 
Hisely  an  der  Spitze  einer  Schule  für  Real -Unter  rieht  im  Haag, 
und  wurde  1839  mit  der  ausserordentlichen,  1845  mit  der  ordent- 
lichen Professur  der  Mathematik  und  Mechanik  an  der  Univer- 
sität zu  Leiden  bekleidet.  In  dieser  Stelle  arbeitete  er  unermüdlich, 
bis  er  am  29.  October  1866  an  den  Folgen  einer  Brustkrankheit 
entschlief,  nachdem  bereits  im  Jahre  1863  der  Unterzeichnete 
ihm  zur  Seite  getreten  war. 

Er  war  ein  höchst  gatmüthiger,  rechtschaffener  Mann,  und 
wird  bei  seinen  Schalern,  für  die  er  Vieles  that  und  sehr  Vieles 
war,  lange  in  dem  gesegnetsten  Andenken  bleiben. 

Was  seine  wissenschaftlichen  Leistungen  betrifft  —  (man  ver- 
gleiche das  angehängte  Verzeichniss)  —  so  sind  die  folgenden 
vorzüglich  hervorzuheben. 

Schon   während  der  Herausgabe  seines  Werkes   öfter  die 
Gründe  der  angewandten  Mechanik,  Groningen  1829  —  37  (4  Theile, 
Bände  in  8°)  erschien  eine  deutsche  Uebcrsetzung  desselben 
von  Dr.  C.  U.Schmidt,  Weimar  1834-38;  vom  4teo  Bande,  über 
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die  Danipfniaficbinen-T beorie,  sogar  eine  zweite  deutsche  Auflage 
im  Jahre  1848.  Dieses  Werk  zeichnet  sich  durch  den  sehr  voll- 
ständigen Inhalt,  den  äusserst  klaren  Vortrag  und  durch  die 
ausserordentlich  schönen  Figuren  aus,  inabesondere  die  für  die 
Dampfmaschinen.  Uebcrhaupt  gehörte  das  Zeichnen  von  Epures, 
worin  er  grosse  Fertigkeit  hesass,  zu  seinen  Liebhabereien:  davon 
können  ausserdem  die  Zeichnungen  zu  seiner  Comment.  de  linea 
loxodromica  und  zu  seiner  Abhandlung  über  die  hyperbolischen 
Paraboloide  Zeugniss  ablegen. 

Seine  bicher  gehörenden  grösseren  Abbandlungen  über  das 
Princip  von  d'Alembert  nach  Lagrange,  und  über  die  Haupt* 
axen  von  Körpern  sind  jüngeren  Ursprungs. 

Auf  dem  Gebiete  der  analytischen  Geometrie  schrieb  er  u.  A. 
zwei  grössere  Abhandlungen:  üher  die  inversen  Curven  und 
über  die  Lemniscaten ;  ferner  eine  schöne  Abhandlung  über 
die  Nabelpunkte  des  Ellipsoids.  Auch  gehört  hieher,  obsebon 
sie  nach  der  Methode  der  descriptiven  Geometrie  behandelt  ist, 
die  schon  erwähnte  interessante  Abhandlung  über  die  hyperboli- 
schen Paraboloide. 

Noch  haben  wir  von  ihm  eine  Notiz  über  sphärische  neuere 
Geometrie,  und  über  die  Reductionsformeln  der  elliptischen  In- 
tegrale. 

Alle  diese  Aufsätze  zeichnen  sich  durch  eine  elegante  ße 
haudlungsmethode,  reichen  Stoff,  und  insbesondere  durch  grosse 
Vollständigkeit  aus,  und  enthalten  meistens  die  ausführliche  An- 
gabe der  betreffenden  Literatur. 

Von  seiner  Methode  der  kleinsten  Quadrate  erschienen  zwei 
Lieferungen,  grösstenteils  das  Historische  und  die  Grundbegriffe 
der  Theorie  betreffend. 

Von  seinen  Summaria  der  Trigonometrie,  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie und  über  dereu  Anwendung  auf  mathematische  Geo- 
graphie erschienen  resp.  3,  2  und  2  Auflagen;  die  letzten  sind  zu 
Handbüchern  ausgeführt  worden  und  enthalten  wohl  alles  Wesent- 
liche über  den  betreffenden  Stoff.  Neuerlichst  gab  Professor 
Dienger  eine  ausführliche  Reeeosion  in  den  Heidelberger  Jahr- 
büchern 1866.  S.  329-334. 

Ein  kleineres  Summarium  über  mathematische  Methode  er- 
lebte drei  Auflagen. 

V er  dam  war  Mitglied  des  königl.  Niederl.  Instituts,  später 
der  königlichen  Akademie  der  Wissenschaften;  der  wissenschalt- 
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liehen  iSocietäten  zu  Utrecht,  Haarleiu,  Rotterdaro  und  Batavia 
(in  Ost-Indien);  des  Ingenieur-Institutes;  Ehrenmitglied  der  ma- 
thematischen Gesellschaft:  Een  onvermoeide  Arbeid  etc.;  aus- 
wärtiges Mitglied  der  Konigl.  Böhmischen  Gesellschaft  der  Wis- 
senschaften zu  Prag.  Im  Jahre  1858  wurde  er  zum  Ritter  des 
Niederländischen  Löwen-Ordens  ernannt. 


Yemichnis«  der  Schriften  ron  Gideon  Jan  Verdam. 

1823.  Comm.  de  superficierum  regularium  angulis  et  soliditate. 
Gron.   79.  Pag.    4°.  &  2  Fig. 

1823.  Comm.  de  linea  lotodromica.  Gand.  56  Pag.  4°.  &  2  Fig. 

1824.  Comm.  de  theoria  maximorum  et  mioimorum.  Lugd.  ßat. 
100  Pag.   4°.  &  1  Fig. 

1824.  Comm.  de  theoria  compositionis  virium.   Traj.  ad  Rhen. 

243  Pag.   8°.  &  2  Fig. 
1828.  Comm.  de  vi  qua  corpus  e  Luoa  sit  projiciendum  in  tel- 

lorem.   Lugd.  Bat.   25  Pag.   4°.  &  2  Fig. 
1828.  Diss.  philos.  de  mensura,  construetione  et  munitione  ag- 

gerum  terreorum.    107  Pag.    4°.   21  Fig.   Lugd.  Bat. 
1828  — 37.  Grondeo  der  toegepaste  werktuigkunst.  Groningen. 

4  Tb.  8  Bde.   8°.   mit  31  Taf.  &  Atlas  von  21  Taf.  - 

Davon  eine  deutsche  Ausgabe. 
1834—38.  Grundsätze  der  angewandten  Mechanik,  fibersetzt  von 

Dr.  C.  H.  Schmidt.  4  Th.  8°.  Weimar.  Voigt.  Vom  4ten 

Tbeile  eine  neue  Auflage: 
1848.  Grundsätze,  nach  welchen  alle  Arten  von  Dampfmaschinen 

zu  beurtheilen  und  zu  erbauen  sind.   Weimar.   8°.  mit 

23  Tafeln. 

1840.  Oratio  luaug.  de  artium  et  institutorum,  quae  ab  tndustria 
vocantur,  progressu  et  perfectione,  recentioruin  mathema- 
ticorum  diligentissimis  pervestigationibus  atque  egregüs  in- 
ventis  magnam  partetn  tribuendis.    14  Pag.  4°» 

1842.  GrunerU  Archiv.  Bd.  2.  S.  188-196.  Sur  une  regle 
particuliere  pour  trouver  l  equation  d'une  ligne  ou  d'un  plan, 
taogeut  une  courbe  ou  une  surface  du  second  degres  et  Note 
relative  ä  la  cbainette. 

1842.  Grunerts  Archiv.  Bd.  2.  S.  210-212.  Schreiben  über  das 
Problem  von  Snellius. 

1842.  Het  Instituut.  Bl.  57—79,  136-168.  Over  de  tafelen  van 
Elliptische  Bogen  door  Prof.  Schmidt ;  en  over  de  herleidiog 
van  eenige  Integraalformulen  tot  Elliptische  Functien. 

1844.   N.  Verb.  Ned.  lust.  1.  Kl.  DI.  10.  Bi.  1-53.  &  2  Tafeln. 
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Over  de  meetkundige  beschouwing  der  hyperbolische  Pa 
raboiuide. 

1844.  Het  Instituut.    Bl.  211-246,  271-298.    Uitbreiding  ran 

een  gedeelte  der  eleinentaire  meetkunde. 
1844.  Grunert»  Archiv.    B.  4.   S.  221—2-23.    Ueber  das  Integral 

/dz 
x  ' 

1844.  Summarium  der  Goniometrie  en  regllijnige  Trigoeomelrie 
Leiden.  56  Bl.  8°.  Hievon  1850  2.  Aufl.  (152  BL).  185* 
3.  Aufl.    (255  Bl.)    Mit  2  Tal. 

1844.  Summariuru  der  sphaerische  Trigonometrie.  (51  Bl.)  Leiden. 
8°.   2.  Aufl. 

Haudboek  der  sphaerische  Trigonometrie.  Leiden  1866.  (295 
Bl.).   Mit  4  Tai'. 

1844.  Handleiding  bij  de  beoefening  der  sphaerische  Trigono- 
metrie. Leiden  8°.  2.  Aufl.  Leiden  1856.  (200  Bl  ).  Mit  2  Tal 

1844.  Summarium  van  beginselen  a.  s.  \\\  der  mathematische 
Methode.  Leiden.  8".  Hievon  2.  Aufl.  1850.  3.  Aufl.  1857. 
(58  Bl.) 

1846.  N.  Verh.  Ned.  lust.  1.  Kl.  ül.  12.    Bl.  67-93.   Over  om 
gokeerde  of  tegenovcrgestelde  kromme  Irjiien. 

1846.   Het  Instituut.  Bl.  163-177.  Geschiedkundige  aanteekening 
betreffende  de  algemeene  oplossing  van  derde  magtsver 
gelijkingen. 

1848.  N.  Verh.  Ned.  lust.  1.  Kl.  DI.  13.  Bl.  81-162  mit  1  Taf 

Beschouvting  der  Lemui&cateii. 
1848.   Grunert's  Archiv.  Bd.  11.  S.  13-25.    Note  sur  uoe  raa 

niere  particuliere  de  determiner  !es  equations  des  lignes 

courbes. 

1848.  Algemeene  Konst-  en  Letterbode  N.  46 — 54.  Leven  van  den 
Hoogleeraar  J.  de  Gelder. 

1849.  Tijdscbr.  v.  W.  et  N.  Wet.  Dl  2.  Bl.  1—11.  Verslag  over 
eene  brochure  van  den  heer  J.  A.  Geholten. 

1850.  Tijdscbr.  v.  W.  en  N.  Wet.  DI.  3.  Bl.  225<-246  Over  de 
betveging  eener  geetpanueu  snaar. 

1850.  Die  letzte  Abtheilung  van:  J.  de  Gelder,  Beginselen  der 

üifferentiaal-,  lntegraal-  &  Variatie-Kekeniog.  II.  Hage. 
1850.   Verhandeltng  over  de  Methode  der   kleinste  Quadraten. 

Groningen.   4°.   2.  Lieferung  erschien  1852. 
1852.  Tijdschr.  v.  W.  en  N.  Wet.    DI.  5.  Bl.  42-85.  &  2  Taf 

Opmerkingen  over  de  Umbilici  der  Ellipsoide  en  de  rec 

tificatie  der  Ellips. 
1852.  Tijdschr.  v.  W.  en  N.  Wet.  DI.  5.   Bl.  126-133.  &  1  Tat. 

Over  de  declinatie  van  bet  slingervlak. 
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1853.  Oratio  rectoralis:  De  justa  pertractandi  et  vera  inveatigandi 
ratione  systeroarica,  a  mathematicis  temerius  neglecta,  dili- 
gentiasimo  studio  disciplinas  mathemattcas  perficientibus, 
earumque  anibitum  amplificantihug. 

186-2.  Versl.  en  Meded.  d.  k.  Ak.  v.  Wet.  Del.  XIV.  Bl.  149—269. 
Bijdrage  tot  de  meetkundige  tbeorie  der  hoofdassen  van 
ligchamen. 

1863.  V«rsl.  en  Meded.  d.  k.  Ak.  v.  Wet.  Dl.  XV.  Bl.  376—388. 
Note  zu  der  vorigen  Abhandlung. 

1864.  Verh.  d.  k.  Ak.  v.  Wet.  DI.  10.  Bl.  1—90.  Over  het  begin- 
sel  Fan  d'Alerabert  naar  de  rekenwijze  van  Lagrange. 

Bierens  de  Haan. 


A  r  i  t  h  m  e  t  i  k. 

Multiplicatio  ns  -  Tabellen  aller  Zahlen  von  1  bis 
">00.  Ein  Hülfsbuch  für  Geometer,  Baumeister,  Forst- 
männer und  überhaupt  alle,  die  viel  zu  rech nen  haben , 
zur  schnelleren  Erlangung  rieh  tiger  Resultate  bei'm 
Mnltipl  i  cir  en  und  Dividiren.  Zweite  revidirte  Auf- 
lage. O I den  bürg  (Schulze  sche  Buchhandlung).  1866.  8°. 

Die  erste  Auflage  dieser  Multiplications-Tafeln  erschien  im 
Jahre  1860,  und  ist  im  Literar.  Bericht  Nr.  CXXX1X.  S.  5.  an- 
gezeigt worden.  Seit  jener  Zeit  haben  wir  uns  mehrfach  von  deren 
Brauchbarkeit  zur  Abkürzung  von  Rechnungen  zu  überzeugen  Ge- 
legenheit gehabt,  und  können  daher  unsere  damals  ausgespro- 
chene Empfehlung  nur  vollständig  wiederholen. 

Tables  de  Logarith mes  ä  sept  decimales  pour  leg 
nombres  depuis  1  jusqu'a  108000,  et  pour  les  fonetions 
trigonomötriques  de  dix  en  dix  secondes;  par  le  Dr.  L. 
Schrön,  Directeur  de  l'Obser vatoire  et  Professeur  a 
Jdna.  Precede'es  d'une  introduetion  frangaise,  par 
J.  Hoüel,  Professeur  de  Mathe*matiqnes  ä  la  Faculte 
des  Sciences  de  Bordeaux.  Sixieme  edition  stlräo- 
type,  revue  et  corrigöe.  Brunswick.  Fröderic  Vie- 
weg  et  fils.    Paris.    Gauthier  Villars.    1866.  8°. 

Table  d'Interpolati  on  pour  le  calcul  des  parties 
proportionnelles.  Faisant  suite  aux  Tables  de  Loga- 
Mthmes  a  sept  dezimales.  Par  le  Dr.  L.  Schrön,  Di- 
recteur de  l'Observatoirc  et  Professeur  a  Jena.  Pre*- 
ce'de'ea   d'une   Introduetion  fran?aise,   par   J.  ffouel, 
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Professeur  de  Mathömatiques  ä  la  Faculte  des  Scieo- 
ces  de  Bordeaux.  Sixieme  edition  ste're'oty  pe,  revue 
et  corrigöe.  Brunswick.  Fr e*d eric  Vie w eg  et  fils.  Paris. 
Gautbier-Villars.    1866.  8°. 

Wir  freuen  uns  sehr,  diese  französische  Ausgabe  der  treff- 
lichen Tafeln  von  SchrKn  hier  anzeigen  au  können,  welche  von 
einem  französischen  Mathematiker  veranstaltet  worden  ist,  der 
sich  schon  so  vielfach  und  in  so  hohem  Maasse  durch  die  Her- 
ausgabe von  Tafeln  verdient  gemacht  hat,  und  dem  daher  au! 
diesem  Gebiete  eine  sehr  grosse  Erfahrung  zur  Seite  steht,  so 
dass  hier  unter  allen  Umständen  nur  eine  ausgezeichnete  Leistung 
zu  erwarten  war.  Herr  Ho  fiel  hat  aber  durchaus  nicht  nöthig 
gefunden,  an  den  Schron 'sehen  Tafeln  selbst  wesentliche  Ver- 
änderungen vorzunehmen,  und  dieselben  erscheinen  daher  hier  in 
ziemlich  unveränderter  Gestalt,  was  ein  neuer  sehr  erfreulieber 
Beweis  ihrer  grossen  Vortrefflichkeit  ist.  Indess  hat  der  franzosi- 
sche Herr  Herausgeber  doch  ein  Paar  jedem  Kenner  der  Schron- 
sehen  Tafeln  sogleich  in  dio  Augen  springende  Veränderungen  an- 
gebracht, welche  wir  ftir  sehr  zweckmässig  und  sehr  danken*- 
werth  halten;  er  sagt  darüber  selbst  in  der  Vorrede  p.  III.:  „Nous 
avons  repete,  sur  toutes  les  pages  de  la  Table  I,  ceux  de  ces  nom 
bres  qui  se  präsentent  les  plus  souvent  dans  les  calculs;  et,  dana 
la  Table  trigonometrique,  nous  avons  inscrit,  pour  plus  de  ctarte,  en 
caracteres  plus  apparents,  les  nombres  de  degres  en  haut  et  en  bas 
de  chaque  page."  Vorzuglich  die  letztere,  auch  in  älteren  Tafeln 
fast  allgemein  übliche  Einrichtung  erleichtert  das  Aufschlagen 
wesentlich,  namentlich  das  erste  Blättern  —  um  so  zu  sagen  — 
zur  Auffindung  des  gesuchten  Winkels.  Die  der  franzosischen 
Ausgabe  vorgesetzte  „Introduction"  über  Einrichtung,  Gebrauch 
u.  s.  w.  der  Tafeln,  ist  von  Herrn  Hoüel  ganz  neu  verfasst;  sie 
ist  kürzer  gehalten  als  die  den  deutschen  Ausgaben  vorausge- 
schickte Einleitung,  lasst  aber  dessenungeachtet,  wie  es  ods 
scheint,  keinen  wesentlichen  Punkt  unberührt,  und  hat  uns  eben 
durch  ihre  grossere  Kürze  besonders  angesprochen,  ohne  dass 
es  uns  auch  nur  im  Entferntesten  in  den  Sinn  kommen  kann,  der 
grossen  Genauigkeit,  Sorgfalt  und  Ausführlichkeit,  mit  welcher 
die  Einleitung  des  so  sehr  verdienten  deutschen  Herrn  Heraus- 
gebers verfasst  ist,  ihren  Werth  und  ihr  Verdienst  irgendine 
schmälern  zu  wollen.  Die  franzosische  Einleitung  umfasst  nor  9 
Seiten  unter  folgenden  Rubriken:  Table  1.  Logarithmes  des 
nombres  depuis  1  jusqu'a  108000.  -  Table  11.  Logaritb» 
mes  des  sinus,  tangentes,  cotangentea  et  cosinus  de 
tous  les  angles  du  quadrant,  de  10  en  10  secondes.  — 
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De  1' Interpolation  des  tables.  Premiere  roäthode.  Seeon  de 
raäthode.  Troisieme  methode.  Usage  des  diffe'rences  secoodes.  — 
Als  eine  sehr  dankeoswerthe  Zugabe  der  franzosischen  Aasgabe  be- 
trachten wir  endlich  noch  die  Tafel  der  „Nombres  usuels 
avec  lenrs  logarithm  es." 

W  ie  sehr  den  in  jeder  Beziehung  so  sehr  ausgezeichneten 
Sehr  Tin' sehen  Tafeln  durch  diese  französische  Ausgabe  eine  noch 
grössere  Verbreitung,  als  sie  schon  besitzen,  gesichert  werden 
wird,  liegt  auf  der  Hand,  und  jeder  deutsche  Mathematiker  ist 
deshalb  sowohl  Herrn  Houel,  als  auch  den  Herren  Gauthier 
Villars  und  F.  Vieweg  und  Sohn,  filr  deren  Herausgabe  zu 
dem  gross ten  Danke  verpflichtet. 

Reeueil  de  Formules  et  de  Tables  numeriques.  Par 
J.  Ho  fiel,  Ancien  tileve  le  l'Ecole  Normale,  Professeur 
de  Mat  h  ematiqu es  pures  ä  la  Faculte*  des  Sciences  de 
Bordeaux.    Paris.    Gauthier  Villars.    1866.  8°. 

Wir  können  den  Zweck  dieser  neuen  Tafeln  des  durch  die 
Herausgabe  seiner  trefflichen  „Tables  de  Logarithmes  ä 
cinq  Dezimales"  so  sehr  verdienten  Herrn  Hoiiel  nicht  besser 
angeben  als  mit  seinen  eigenen  Worten  (Avertissement  p.  V.): 
„En  redigeant  ce  Reeueil  de  formules  et  de  Tables  je  me  suis 
propose  un  double  but.    J'ai  voulu,  d'une  part,  rassembler  des 
Tables  abregees  a  l'usage  des  personnes  qui  s'oecupent  d'ap- 
plications  numeriques  n'exigeant  pas  beaueoup  d'approxiroation,  ce 
qui  est  le  cas  d'une  grande  partie  des  calculs  d'Astronomie  ou 
de  Ph^sique;  mais,  d'autre  part,  mon  dessin  principal  a  e*te  de 
venir  en  aide  ä  ceux  qui  ätudient  les  parties  ölevees  des  Mathe*- 
matiques,  et  auxquels  la  mise  en  nombre  des  formules  peut 
faciliter  l'intelligence  des  theories,  en  jouant  un  rdle  analogue  a 
celui  des  experiences  dans  l'enseiguement  des  sciences  pbysiques.'* 
Wir  glauben,  dass  der  Herr  Verfasser  in  dieser  mit  grosser 
Sachkenntniss,    Sorgfalt    und    Genauigkeit  zusammengestellten 
Sammlung  von  Formeln  und  den  darauf  folgenden  numerischen 
Tafein  den  in  Rede  stehenden  doppelten  Zweck  vollkommen  er- 
reicht bat,  und  erkennen  in  dieser  Sammlung  namentlich  auch  ein 
mit  dem  grössten  Danke  aufzunehmendes  Hulfsmittel  für  den  ma- 
thematischen Unterricht,  weshalb  wir  dieselbe  in  dreifacher  Rück- 
sicht dringend  zur  sorgfaltigsten  Beachtung  empfehlen,  nämlich 
1.  allen  Mathematikern  und  Praktikern  „qui  s'oecupent  d'appli- 
cations  numeriques   n'exigeant   pas  beaueoup  d'approximation"; 
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2.  jüngeren  Studirenden,  welche  in  diesen  Tafeln  ein  reiches  Ma- 
terial zur  Uebung  und  numerischen  Anwendung  linden;  3.  allen 
Lehrern  der  Mathematik,  welche  ihre  Schuler  auf  solche  An- 
wendungen hinföbren,  zu  denselben  vorbereiten  und  anleiten 
wollen. 

Indem  wir  im  Allgemeinen  bemerken,  dass  diese  Tafeln, 
eben  weil  sie  nur  für,  eine  beschränktere  Annäherung  bezweckende 
Rechnungen  dienen  sollen,  überall  nur  eine  geringere  Anzahl  von 
üecimalstellen  liefern,  und  —  genothigt  durch  die  Beschränkt- 
heit des  uns  in  diesen  Literarischen  Berichten  gebotenen  Raums  — 
wegen  der  Einrichtung  derselben  auf  die  mit  grosster  Sacbkennt- 
niss  und  Deutlichkeit  verfasste  „I  ntroduction"  verweisen, 
beschranken  wir  uns  im  Folgenden  auf  eine  übersichtliche  An- 
gabe des  Inhalts. 

* 

Nach  dem  „Avertissement  (p.  V.  —  p.  IX.)"  giebt  die 
„Intro d uction"  auf  p.  XI. —  p.  XXIX.  sehr  deutliche  Nach* 
rieht  über  die  Einrichtung  der  Tafeln  und  Anleitung  zu  ihrem 
Gebrauch ,  worauf  dann  auf  p.  XXX.  —  p.  LXXI.  eine  sehr  reich- 
haltige und  für  die  Zwecke  des  Büches  vollständig  ausreichende 
8ammlung  von  Formeln  für  die  hyperbolischen  und  elliptischen 
Functionen  folgt,  nämlich:  Formules  relatives  aux  fonetions  hy- 
perboliques.  —  Resolution  des  e'quations  du  second  et  du  troi- 
sieme degre*  (mit  Anwendung  der  hyperbolischen  Functionen.)  — 
Form nl es  relatives  aux  fonetions  elliptiques:  }.  I.  II.  III.  IV.  V. 
Des  fonetions  §.  VI.  VIL  VIII.  IX.  X.  XI.  XII.  Des  fonetions 
elliptiques.  §.  XIII.  Calcul.  nume'rique  des  integrales  elliptiques 
de  prerniere  espece.  §.  XIV.  Integrales  elliptiques  de  seconde 
espece.  §.  XV.  XVI.  Developpement  en  sencs  des  integrale« 
de  prerniere  et  de  seconde  espece.  §.  XVII.  XVIII.  XIX.  Cal- 
cul des  integrales  elliptiques  au  moyen  de  la  transformation  roo- 
dulaire  de  Landen.  j.  XX.  XXI.  XXII.  XXIII.  XXIV.  XXV. 
Integrales  elliptiques  de  troisieme  espece.  Parametre  =  n. 
§.  XXVI.  Des  integrales  de  troisieme  espece  ä  parametre  imagi- 
naire.    §.  XXVII.  Reduction  de  la  differentielle 

_  dy  _ 

V  Ay*  +  By*+Cy*  +  Dy  +  E 

ä  la  forme  normale 

1  dep  1  dtp 

m  '  V  l—  k*sin*ip  ~~m'J(p' 

§.  XXVIII.    Reduction  de  la  differentielle  F(y,  VR)dy  aux  dif- 

*  • 
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flerentielles  elliptiques,  F  dösignant  une  fonction  rationelle,  et  H 
an  polynomo  du  troisieme  oa  du  qnatrieme  degre  en  y.  —  Ap- 
plications numeYiques  des  fonctions  elliptiques.  I.  Aire  de  l'ell  ip- 
so i  de.  II.  Longueur  de  la  ligne  geodesique  d'un  spheroYde  de 
Evolution.  III.  Mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide.  Mit 
dieser  Sammlung  von  Formeln  fär  die  hyperbolischen  und  ellip- 
tischen Functionen  hat  man  für  die  Kreisfunctionen  und  nicksiebt- 
lieh  vieler  anderer  Formeln  das  „Recueil  de  formales  et  de  nom- 
bres  usueJs,  avec  leurs  logarithmes"  in  des  Herrn  Verf.  „Tab! es 
de  logarithmes  a  cinq  decimales.  p.  XXXV. —  p.  XLVI." 
zu  verbinden.  —  Nun  folgen  Tables  numeriques.  I.  Loga- 
rithmes vulgaires  ou  deVimaux  des  2000  premiers  nombres. 
II.  Anti logarithmes.   III.  Logarithmes  d'addition  et  de  soostrac- 

1  +  x 

tiou.    IV.  Logarithmes  du  rapport  \  •    V.  Table  abregte  pour 

i  ~ ~ ■  x 

le  calcul  des  logarithmes  vulgaires  ä  15  decimales.  VI.  Loga- 
rithmes oaturels  ou  hyperboliques  ä  4  decimales.  VII  Table 
abregne  pour  le  calcul  des  logarithmes  naturels  ä  20  dezimales. 
VIII.  Tables  de  conversion  des  logarithmes  naturels  en  loga- 
rithmes vulgaires,  et  des  parties  dezimales  du  rayon  en  parties 
dezimales  du  quadrant,  et  reeiproquement,  ou  Tables  des  mul- 

1       2  7t 

tiples  de  M,  jij,        2«  IX.  Valeurs  naturelles  des  fonctions  cir- 

culaires,  ä  4  deViraales,  de  15'  en  15'  d'arc,  ou  de  minute  en 
rainute  de  temps.  X.  Logarithmes  des  fonctions  circulaires,  ä 
4  decimales,  de  minute  en  minute  jusqu'a  100',  et  de  10'  en  10* 
pour  le  reste  du  quadrant.  XI.  Logarithmes  des  fonctions  cir- 
culaires a  4  decimales  de  6'  en  6'  ou  de  dixieme  en  dixieme  de 
degre.  XII.  Valeurs  naturelles,  ä  3  decimales,  des  fonctions  cir- 
culaires, pour  cbaque  centieme  du  quadrant,  avec  la  conversion 
des  parties  decimales  du  quadrant  en  parties  sexagesimales. 
XIII.  Logarithmes  des  fonctions  circulaires  ä  3  decimales,  de 
centieme  en  centieme  du  quadrant,  et  a  4  decimales  de  millieme 
en  millieme  du  quadrant.  XIV.  Valeurs  naturelles  et  logarith- 
miques  des  fonctions  circulaires  et  hyperboliques,  pour  des  arcs 
croissant  de  millieme  en  millieme  du  quadrant.  XV.  Valeurs 
oatorelles  des  fonctions  circulaires  a  10  decimales.  XVI.  Tables 
des  fonctions  elliptiques.  XVII.  Tables  de  diverses  transcendantes. 
XVIII.  Tables  des  carres  ä  4  decimales  des  nombres  depois 
0.000  jusqu  a  1,200.    XIX.  Tables  de  puissances. 

Mögen  sich  alle  unsere  Leser  das  ungemein  viel  Nützliches 
enthaltende,  und  auch  Susserlich  schon  und  zweckmässig  ausge 
stattete  Buch  recht  sehr  empfohlen  sein  lassen. 
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Mechanik. 

Allgemeine  Maschinenlehre.  Ein  Leitfaden  für 
Vorträge,  sowie  zum  Selbststudium  des  heutigen  Ma 
schi  nenwesen  s,  mit  besonderer  Berücksichtigung  sei- 
ner En tw ickel u n g,  für  angehende  Techniker,  Camera- 
listen, Landwirthe  und  Gebildete  jeden  Stande? 
Von  Dr.  Moritz  Rühlmann,  Professor  an  der  polytech- 
nischen Schule  in  Hannover.  Mit  zah I reic  hen  Holz- 
schnitten. Zweiten  Bandes  erste  und  zweite  Hälfte. 
Rraunschweig.   Schwetschke  und  Sohn.    1865.  8°. 

Je  weiter  dieses  Werk,  dessen  erster  Band  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXLVII.  S.  4.  und  Nr.  CLII.  S.  5.  von  uns  angezeigt  worden 
ist,  fortschreitet,  desto  mehr  überzeugen  wir  uns,  dass  dasselbe 
nicht  bloss  als  ein  höchst  zweckmässiges,  sondern  als  eio  un- 
entbehrliches Hülfsmittel  für  Jeden  zu  betrachten  ist,  der  skh 
eine  gründliche  Einsicht  in  das  praktische  Maschinenwesen,  na- 
mentlich auch  in  Bezug  auf  die  neueren  und  die  neuesten  Fort 
schritte  desselben  verschaffen  will,  wobei  aber  besonders  her- 
vorgehoben werden  muss,  dass  überall  historische  und  literarische 
Notizen  in  sehr  reichem  Maasse  beigebracht  worden  sind.  Die 
schonen  und  sauberen,  bei  einem  solchen  Werke  natürlich  un- 
entbehrlichen Holzschnitte  erhöhen  den  Werth  des  vorliegenden 
wesentlich,  da  sie  in  allen  Fällen  eine  sehr  deutliche  Einsiebt 
in  die  Construction  und  das  innere  Wesen  der  betreffenden  Ma- 
schinen gewähren.  Wir  können  also  hiernach  unsere  frühere 
Empfehlung  des  in  seiner  Art  trefflichen  Werkes  in  erhöhetem 
Maasse  wiederholen  und  begnügen  uns  des  Weiteren  wegen  mit 
der  Inhaltsangabe  des  vorliegenden  zweiten  Bandes. 

Im  Allgemeinen  enthält  dieser  zweite  Baud  die  Fortsetzung 
der  zweiten  Abtheilung,  nämlich  der  Maschinen  zur  Ver- 
richtung nützlicher  mechanischer  Arbeiten,  und  ist  gani 
den  Mühlen  und  den  landwirtschaftlichen  Maschinen  gewidmet, 
nämlich: 

Fünfter  Abschnitt.  Fabrikationsmaschinen.  Mühleo. 
A.  Mühlen  zur  Verarbeitung  von  Stoffen,  welche  Menschen  und 
Thieren  zur  Nahrung  dienen.  I.  Getreidemühlen  zur  Meblbereituag- 
II.  Getreidemühlen  ohne  beabsichtigte  Mehlbereitung.  —  B.  Mühlen 
zur  Verarbeitung  von  Stoffen,  welche  Menschen  und  Thieren  nicht 
zur  Nahrung  dienen.  I.  Mühleo  für  Knochen,  steinige  Materialien. 
Farbstoffe  und  Gerberlohe.   II.  Oelmühlen.   III.  Sagemühlen. 
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.Sechster  Abschnitt.  Landwirthschaftlic he  Maschi- 
nen. Geschichtliche  Einleitung.  Die  landwirtschaftlichen  Ma- 
schinen der  G ei;en wart.  I.  Maschinen  zur  Bodencultur  durch 
Daoipfkraft  (Dampfpfliige).  A.  Systeme  mit  selbstbeweglicher 
Locoronbile.  B.  Dampfpflugsysteme  mit  feststehender  Locomo- 
bile.  C.  Die  transportable  Dampfmaschine  der  Landwirtschaft. 
II.  Säemaschinen.  A.  Reihensfiemaschinen.  (Drillmaschinen). 
B.  Breitsaemaschinen.  III.  Erntemaschinen.  A.  Mähmaschinen. 
B.  Heuwendemaschinen  und  Pferderechen.  IV.  Dreschmaschinen. 
A.  Lang-  oder  Spitz- Dreschmaschinen.  B.  Breit-  oder  Quer- 
Dreschmaschinen.  V.  Stroh-  oder  H&ckselschneidemascbinen. 
VI.  Wurzel-  und  Hübenschneidemaschinen.  VII.  Oelkuchen- 
brecher. 

Weil  die  landwirtschaftlichen  Maschinen  in  der  neueren 
Zeit  eine  so  grosse  Rolle  spielen  und  immer  mehr  an  Wichtig- 
keit gewinnen,  haben  wir,  um  die  Vollständigkeit  des  Werkes 
zu  zeigen,  den  Inhalt  des  dieselben  betreffenden  Abschnitts  voll- 
ständig mitzuteilen  für  zweckmässig  erachtet. 


Astronomie. 

Tables  pour  la  reduction  du  terops  en  parties  dezi- 
males dujour  par  G.  J.  Hoüel,  Prof.  de  Mathematiques 
ä  laFaculte*  des  Sciences  de  Bordeaux.  Publication 
der  astronomischen  Gesellschaft  IV.  Leipzig.  W.En- 
gel mann.    1866.  4°. 

Diese  mit  grosser  Sorgfalt  und  Genauigkeit  berechneten 
Tafeln  zur  Verwandlung  der  Zeit  in  Decimaltheile  des  Tages, 
welche  von  der  astronomischen  Gesellschaft  in  Leipzig  auf 
dankenswerte  Weise  publicirt  worden  sind,  werden  den  Astro- 
nomen ein  erwünschtes  und  nützliches  Hiilfemittel  zur  leichten 
und  schnellen  Ausführung  der  in  Rede  stehenden,  oft  wieder- 
kehrenden Rechnungen  sein.  In  der  Einleitung  sagt  der  Herr 
Verf.:  „La  table  I.  donne  ä  simple  vue  le  nombre  des  jours 
•cooles  entre  le  o  janvier  de  l'anntfe  o  de  l'aire  vulgaire *),  et 
ane  dato  quelconque  du  calendrier  gregorien,  jusqu'a  Tan  2000. 
On  y  trouve  Imme»  internen  t  le  nombre  de  jours  correspondant 
au  o  janvier  de  chaque  annee  (au  1  janvier,  si  l'annee  est  bis- 


•)  Jotqo'*  1&82  on  «  corapte  le«  datc«  ju  Henne«,  eepui«  IMS  lea 
riatef  gregortenne«. 
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sextile);  il  ne  reste  plus  qu'a  y  ajouter  le  nombre  de  joura  cor- 
respondant  ä  la  date  de  l'annee,  et  ce  nombre  est  indique*  par 
la  table  auxiliaire  placke  en  roarge.  —  La  table  II.  sert  a  la 
conversion  des  heures,  minutes  et  secondes  en  fractions  deci- 
male»  du  jour."  —  Wir  empfehlen  diese  nützlichen  Tafeln  der 
Beachtung  der  Astronomen  recht  sehr. 

Ueber  Rillen  auf  dem  Monde.  Von  J.  F.  Julius 
Schmidt,  Director  der  Sternwarte  zu  Athen.  Nebst 
drei  Steindrucktafeln.    Leipzig.    Barth.    1866.  4°. 

Rillen  auf  dem  Monde  nennt  man  bekanntlich  jene  merk 
würdigen  langen  und  schmalen  grabenartigen  Furchen  oder  Thal- 
formen, welche  eben  so  wie  alle  anderen  Formen  auf  dem  Monde, 
jene  ausgenommen,  die  nur  Verschiedenheiten  des  Lichtes  oder 
der  Farbe  darbieten,  erst  durch  ihren  Schattenwurf  kenntlich 
werden.  Der  Herr  Verf.  hat  den  Mond  seit  1842  fleissig  beob- 
achtet, und  dabei  auch  den  erwähnten  Gebilden  besondere  Auf- 
merksamkeit gewidmet.  Um  von  den  neuen  Rillen  Kunde  zu 
geben,  hat  er  nach  Madlers  Vorgange  den  Mond  in  vier  Qua- 
dranten getheilt,  und  die  fraglichen  Objecte  aus  älteren  und 
seinen  eigenen  Beobachtungen  catalogisirt,  wodurch  es  dem 
Beobachter  möglich  wird,  durch  genäherte  Kenntniss  der  Oerter 
die  Rille  zur  geeigneten  Zeit  aufzusuchen,  zu  bestätigen  und  (Ür 
einzelne  Fälle  nachzuweisen,  dass  die  fragliche  Form  eine  andere 
Deutung  verlange.  Auf  diese  Weise  ist  der  auf  S.  13  — S.  24. 
mitgetheilte  „("atalog  der  seit  1787  entdeckten  Mond- 
Rillen"  entstanden,  welcher  425  Rillen  enthält  und  jedenfalls 
für  alle  Mondbeobachter  ein  unschätzbares  nicht  zu  entbehrendes 
Hülfs mittel  ist,  für  dessen  Puhlication  dem  Herrn  Verf.  beson- 
derer Dank  gebührt  Die  Schrift  ist  auch  für  die  allgemeine 
Mond-Topographie  wichtig  und  interessant,  und  mag  hiemit  un- 
seren sich  für  Astronomie  interessirenden  Lesern  recht  sehr  zur 
Beachtung  empfohlen  sein. 


Physik. 

Lehrbuch  der  technischen  Physik  von  Dr.  J.  Fer- 
dinand Hesster,  weiland  Professor  der  Physik  am 
k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien.  Nach  dem 
Tode  des  Verfassers  fortgesetzt  und  umgearbeitet  von 
Dr.  Fr.  Jos.  Pisko,  Professor  in  Wien.    Dritte,  dem 
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neuesten  Stande  der  Wissenschaft  entsprechende 
Auflage.  Mit  891  dem  Texte  ei  ngedruckten  Holzschnit- 
ten. Auch  unter  dem  Titel:  Hessl  er-Pis  k  o,  Lehrbuch 
der  technischen  Physik.  Dritte  Auflage  in  zwei  Ban- 
den. I.  Bandy  enthaltend:  Mechanik»  Akustik  und  Elec- 
tricitat.  Von  Dr.  J.  F.  Hessler.  II.  Band,  enthaltend: 
Schluss  der  E I  eCtricität,  Optik  und  Wärme.  Von  Dr. 
}.  F.  Hessler  und  Dr.  Fr.  Jos.  Pisko.  Wien.  W.  Brau- 
müller.   1866.  8°. 

„Das  Specifiscbe  des  Hess I e r'scBen  Lehrbuchs  der  Phy- 
sik", —  sagt  Herr  Professor  Pisko  in  der  Vorrede,  —  „Hegt 
darin,  dass  es  die  für  die  Technik  wichtigen  Disciplinen  ein- 
gehend bebandelt  und  sie  in  die  allgemein  bildenden  Zweige  der 
Physik  an  gehörigem  Orte  einschiebt.  So  sehen  wir  denn  die 
allgemeinen  Messapparate,  die  Wage,  das  Pendel,  die  Aräo- 
und  Barometer,  die  Telegraphen,  den  Funkeninductor  von  Ruhm- 
korff  sehr  ausgedehnt  besprochen;  so  finden  wir  die  Ausnutzung 
physikalischer  Wahrheiten  z.  B.  bei  Schiffslampen,  Wegmesser, 
Centrifugalapparate,  elektrische  Sprengvorrichtungen  u.  s.  w.,  und 
so  endlich  wird  man  auch  das  sie  umschlingende  Band  der  all- 
gemeinen Physik  nirgends  vermissen.  Und  weil  es  dem  Ver- 
fasser darauf  ankam,  die  Leuchte  der  Physik  recht  weit  (ragen 
zu  lassen,  so  beanspruchte  er  in  diesem  Werke  nur  die  Vor- 
kenntnisse der  niederen  Mathematik  mit  Ausschluss  der  Reihen, 
und  richtete  seine  Ableitungen  darnach  ein.  Gleichwohl  wollte 
er  aber  auch  anderseits  die  Errungenschaften  der  hohen  Wissen- 
schaft für  seinen  Leserkreis  nicht  verloren  geben  und  so  sollten 
wenigstens  die  Resultate  derselben  in  seinem  Buche  Platz  fin- 
den. —  In  diesem  Sinne  war  also  das  Buch  weiter  zu  führen. 
Es  sollte  „eine  technische  Physik"  mit  allgemein  bildender 
Grundlage  sein,  aber  auch  die  „physikalische  Technik" 
berücksichtigen;  wie  wir  denn  in  der  That  zur  rechten  Zeit  stets 
Winken  zur  Durchführung  des  Experimentes  begegnen.0 

Dass  ein  physikalisches  Lehrbuch  von  diesem  Charakter  und 
dieser  Tendenz  von  grossem  Nutzen  sein  muss  und  ein  Bedürf- 
nis« ist,  lässt  sich  gewiss  nicht  in  Abrede  stellen;  soll  es  aber 
den  beabsichtigten  Nutzen  wirklieb  in  vollem  Maasse  stiften,  so 
ist  nach  uuserer  Meinung  als  ein  Hauptgesichtspunkt  festzu- 
halten» dass  zwischen  der  strengen  wissenschaftlichen  Theorie 
und  der  technischen  Anwendung  eine  richtige  Mitte  und  ein  rich- 
tiges Verbältniss  getroffen  werde.  Gerade  in  dieser  Beziehung 
scheint  uns  nuu  das  Hessler-Pisko'sche  Werk  Vorzügliches  zu 
leisten  und  unser  Interesse  ist  bei  der  näheren  Einsicht,  welche 
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wir  von  demselben  genommen  haben,  vielfach  angeregt  norden. 
Die  Theorie  ist  überall  mit  grosser  Deutlichkeit  gegeben,  nod 
die  Darstellung  ist  keineswegs  eine  unmathematische,  sie  be- 
dient sich  aber  nur  der  Lehren  der  Elementar  Mathematik,  uod 
bleibt  bei  den  dadurch  gesteckten  Gränzen  überall  zweckmässig 
stehen ;  die  technische  Anwendung  ist  jederzeit  gehörig  eint- 
reibet, übergeht  keine  der  in  neuerer  Zeit  besonders  hervorge- 
tretenen Anwendungen,  und  ist,  ohne  in  zu  grosse  SpeciaHUteo 
sich  einzulassen,  was  hierbei  als  besonders  lobenswerte  erscheint, 
stets  so  weit  geführt,  dass  derjenige,  welcher  die  Theorie  voll- 
ständig verstanden  hat,  leicht  weiter  zu  gehen  im  Stande  ist« 
wobei  auch  die,  hauptsächlich  in  den  von  Herrn  Professor  Pisko 
bearbeiteten  Partieen  mit  der  grössten  Vollständigkeit  und  Reich- 
haltigkeit beigegebene  Literatur  wichtige  und  wesentliche  Unter- 
stutzung  gewährt.  Der  Antbeil,  den  jeder  der  beiden  Herren 
Herausgeber  für  sich  in  Anspruch  zu  nehmen  berechtigt  ist,  ist 
schon  auf  dem  Titel  mit  völliger  Bestimmtheit  bezeichnet,  so 
dass  darüber  hier  nichts  weiter  zu  sagen  ist.  Wir  halten  das 
auch  äusserlich  mit  grosser  Eleganz  ausgestattete  Werk  in  seiner 
jetzigen  gegen  früher  sehr  vervollkommneten  Gestalt  rücksiebtiiek 
seiner  einem  Bedürfniss  entsprechenden  Teudenz  für  eine  wich- 
tige Erscheinung  auf  dem  Gebiete  der  physikalischen  Literatur, 
uod  machen  unsere  Leser  recht  sehr  auf  dasselbe  aufmerksam, 
indem  wir  zugleich  gern  und  bereitwillig  das  Verdienst  anerken- 
nen, welches  sich  Herr  Professor  Pisko  dadurch  erworben  hat, 
dass  er  sich  des  von  dem  der  Wissenschaft  leider  zu  früh  ent- 
rissenen trefflichen  Hessler  nachgelassenen  Werkes  mit  so  viel 
Umsicht  uod  so  ausgebreiteter  Sacbkenntniss  annahm,  und  seinen 
Fleiss  vorzugsweise  den  Theilen  der  Physik  zuwandte,  deren 
weitere  Vervollkommnung  ganz  das  Werk  der  neuesten  Zeit  ist, 
wodurch  die  Arbeit  nur  erschwert  wurde  und  eben  deshalb  be- 
sondere Anerkennung  für  sich  in  Anspruch  zu  nehmen  berechtigt 
ist.  Schliesslich  bemerken  wir  noch ,  dass  dem  Werke  auch  sehr 
nützliche  physikalische  Tabellen  in  ziemlich  grosser  Anzahl  uod 
zweckmässiger  Auswahl  und  Ausdehnung  beigegeben  sind. 

Spektrafanalys,  exposöloeb  hlstorik,  af  Rob.  Thalia. 
Med  e n  Spektralkart a.  (Aftryckur  Upsala  Universitet« 
Ärsskrift,  1866.)  Upsala,  Edquist  &  Berglund.  1866.  8°. 

Wir  mochten  diese,  aus  der  immer  viel  Schönes  enthaltenden 
Upsala  Universitets  irsskrift  besonders  abgedruckten 
Schrift  eines  trefflichen  schwedischen  Naturforschers  recht  sehr 
zu  einer  Uebertragung  in*s  Deutsche  empfehlen,  weil  wir  nicht 
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glauben,  dass  unsere  Literatur  eine  ähnliche  Schrift  besitzt,  aus 
welcher  man  mit  gleicher  Leichtigkeit  sich  über  alles  Wesent- 
liche in  Betreff  der  Spectralanalyse  belehren  könnte,  wobei  im- 
merhin der  Uebersetzung  vielleicht  noch  weitere  Notizen  Gber 
die  Einrichtung  verschiedener  neuerer  Spectroscope  u.  s.  w.  beigefügt 
werden  könnten.  Die  Schrift  besteht,  wie  auch  schon  der  Titel 
besagt,  aus  zwei  Abtheilungen,  einer  theoretischen  und  einer 
historischen.  Die  erste  verbreitet  sich  mit  grosser  Einsicht 
und  ausgebreiteter  Kenntnis»  über  alles  in  der  angegebenen 
Richtung  Wissenswert  he,  wobei  die  nach  unserer  Ansicht  sehr  zu 
wünschende  Uebersetzung  mit  Leichtigkeit  die  oben  erwähnten  Zu- 
sätze erhalten  könnte.  Die  zweite  historische  Abtheilung  zerfallt  in 
zwei  Abschnitte,  nämlich  die  Zeit  von  1672  — 1814  (welche  natürlich 
nur  einige  allgemeine  Notizen  in  Bezug  auf  Newton  und  Fraun- 
hofer u.s.w.  enthalten  konnte)  und  in  die  Zeit  von  1814  bis  jetzt, 
welche  auf  S.  5 — S.  51  eine  sehr  schöne  und  vollständige  Ueber- 
sicht  über  diesen  ganzen  Zeitraum  liefert.  Ein  allgemeiner  Rück- 
blick scbliesst  die  schöne  Schrift. 


Die  Gesetze  des  räumlichen  Sehens.  Ein  Sup- 
plement zur  physiologischen  Optik.  Von  Dr.  Hermann 
Scheffler.  Mit  10  tithograph  irten  Tafeln.  Braun* 
schweig.   Schulbuchhandlung.    1866.  8°. 

Die  beiden  Theile  der  physiologischen  Optik  des  Herrn  Ver- 
fassers sind  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXI1.  S.  9.  und  CLXXIII. 
S.  15.  angezeigt  worden.  Der  vorliegende  Supplement- Band  ent- 
hält vorzugsweise  neue  Entdeckungen  des  Herrn  Verfassers,  auf 
welche  derselbe  bei  weiterem  Studium  seit  dem  Erscheinen  der 
beiden  ersten  Tbeile  geführt  worden  ist.  Wir  haben  auch  diesen 
dritten  Theil  mit  grossem  Interesse  gelesen,  und  haben  aus  dem- 
selben namentlich  auch  in  Beziehung  auf  die  Praxis  des  richtigen 
Sehens  vielfache  Belehrung  geschöpft,  so  dass  wir  unsere  Leser 
nur  recht  dringend  auch  auf  diesen  3ten  Theil  des  ausgezeichneten 
Werks  aufmerksam  machen  können.  Von  der  Reichhaltigkeit  des 
Inhalts  und  von  dem  vielen  in  diesem  Buche  enthaltenen  Neuen 
wird  das  Folgende  Zeugniss  ablegen:  I.  Fähigkeit  eines  und 
beider  Augen  zum  stereoskopischen  Sehen.  II.  Fixirung  mit 
einem  Auge.  III.  Erkenntniss  der  Entfernung.  IV.  Erkenntniss 
der  Grösse.  V.  Scheinbare  Richtung.  —  Applikation.  VI.  Ein- 
facbseben  mit  zwei  Augen.  VII.  Doppelehen.  VIII.  Zusammen- 
sehen. IX.  Einfluss  der  Applikatiou  auf  die  scheinbare  Grösse, 
Entfernung  und  Form.   X.  Identität  und  Wettstreit  der  Sehfelder. 
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XI.  Fixationsprozess.  XII.  Erhöhung  des  stereoskopischen  Ein- 
druckes beim  Sehen  mit  zwei  Augen.  —  Beweglichkeit  der  Stäb« 
chenschiebt.  —  Antipathie  gegen  das  Einfachseben.  XIII.  Varia- 
tionen des  Stereoskops.  —  Gemusterte  Flächen.  XIV.  Perspective. 
XV.  Die  Statik  der  Netzhaut  und  die  pseudoskopischen  Erschei- 
nungen. —  Zölluersche  Linien.  XVI.  Einfluss  des  Wettstreites 
auf  die  scheinbare  Entfernung  der  Doppelbilder.  XVII.  Verän- 
derung der  scheinbare»  Entfernung  bei  Motilitätsstörungen  in 
Folge  des  Wettstreites.  -  Lähmung  des  Trochlearis.  XVIII. 
Die  Muskelthätigkeit,  als  Ausfluss  des  Identitätsgesetzes.  -  Kon- 
sensus und  Antagonismus.  XIX.  Abhängigkeit  der  empfindenden 
Nerveneinheit,  der  scheinbaren  Grösse  und  der  Entfernung  von 
der  Akkommodation  und  der  Konvergenz  der  Augenaxen.  XX.  Ex- 
perimentelle Bestätigung  des  allgemeinen  Gesetzes,  welches  die 
scheinbare  Grösse  und  Entfernung  mit  der  Akkommodation  und 
der  Konvergenz  verbindet.  XXI.  Das  IdentitäUgeselz.  XXII. 
Allgemeine  Theorie  der  Augenfehler.  XXIII.  Akkommodations- 
fehler.  —  Kurzsichtigkeit,  Fernsichtigkeit,  Übersichtigkeit,  Hy- 
pernietropie,  Astigmatismus  und  Asphärismus.  XXIV.  Applika- 
tionsfehler. —  Schielen  mit  Einfachsehen.  XXV.  Motilitätsfebler.  — 
Schielen  mit  Doppelsehen  und  schiefer  Kopfhaltung.  XXVI.  Be- 
ziehung des  Schieleos  zur  Kurz-  und  Fernsichtigkeit  XXVII. 
Systematische  Bestimmung  der  Brille  für  jeden  Augenfebler. 
XXVIII.  Eigentümliches  Einfach-  und  Doppelsehen  nach  Schiel- 
operationen, sowie  Erscheinungen  der  Antipathie  gegen  das  Ein- 
fachsehen.  XXIX.  Schlussbemerkungen. 

Das  Gesetz  der  Stürme  in  seiner  Beziehung  zu  den 
allgemeinen  Bewegungen  der  Atmosphäre.  Von  H.  W. 
Dove.  Mit  Holzschnitten  und  zwei  Karten.  Dritte  sehr 
vermehrte  Auflage.   Berlin.   Reimer.  1866. 

Das  vorliegende  wichtige  Buch  ist  aus  seinen  beiden  ersten  Auf- 
lagen so  bekannt,  dass  es  im  Allgemeinen  genügt,  hier  nur  das  Er- 
scheinen dieser  dritten  Auflage  anzuzeigen,  und  zu  bemerken» 
dass  diese  allerdings  mit  Recht  als  eine  vermehrte  bezeichnet 
werden  darf,  indem  der  Herr  Verfasser  in  dieselbe  die  wesent- 
lichen Ergebnisse  seiner  Schrift :  „Die  Wärme  der  gemässigten 
Zone  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Wärme  des  Winters 
1862 — 63.  Berlin.  1863."  aufgenommen,  und  ausserdem  neuere 
strengere  Belege  für  das  Drehungsgesetz  beigebracht  hat  Für 
die  Leser,  welche  die  früheren  Auflagen  weniger  kennen,  geben 
wir  noch  die  Hauptrubriken  des  Inhalts  an:  Die  allgemeinen 
Bewegungen  der  Atmosphäre.    Einfluss  der  Drehung  der 
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)  r.lo  nuf  ihre  Kichtun».  I.  Die  beständigen  Winde  (Passate). 
11  Die  jährlich  periodischen  Winde  (Moi.soons).  III.  Die  ver- 
n.derlichen  Winde.  -  Die  Sturme.  I.  Stürme  der  beugen  Zone 
nd  ihr  Eingreifen  in  die  gemässigte.  II.  Sturme,  welche  an  der  aus- 
«wten  Granze  des  Passats  entstehen.  III.  Staustürme.  IV.  Sturme 
durch  seifliche  Einwirkung  entgegensetzter  Ströme  auf  einan- 
der.  Allgemeine  Ergebnisse.  —  Praktische  Regeln.  Passat- 
zone. Gebiet  der  Mnnsoons.  Nördliche  gemässigte  Zone.  Sffd- 
liche  gemässigte  Zone.  Kalte  Zone.  —  Beigegeben  sind  mehrere 
Sfurmkarten,  namentlich  eine  grosse  sehr  schöne  Darstellung 
lies  Sturms  vom  20.  Januar  1863. 


WtVIitige  literarische  Anzeige. 

Herr  L.  Cremona,  gegenwärtig  Professor  am  „Islituto 
Teenico  Superiorc"  in  Mailand,  welches  unter  Brioschi's 
Oirectorium  immer  mehr  aufblühet,  wird  seiner  schönen,  von 
Herrn  M.  Curtze  übersetzten  „Introduzionc  ad  una  Teoria 
-eomelrica  delle  curve  piane"  das  nachstehend  angezeigte 
Huch  folgen  lassen.  Ich  hoffe  mit  Bestimmtheit,  dass  es  mir 
gelingen  wird,  unverzüglich  eine  Übersetzung  auch  dieses  Wer- 
kes zu  veranlassen,  und  habe  dazu  bereits  die  erforderlichen 
Schritte  gethan.  Grunert. 


PRELIMINARI 

DT  UNA  TEORIA  GEOMETRTCA 

DELLE  SÜPEKFICIE 

PEH 

tylJCJ  CREIHONA 

Prof.  i)  H.  htitoto  Twnico  Soperiore  io  fliluo. 

Qucsto  lavoro  e  pubblicato  dall  Accaderoia  delle  scienze  di 
-dogna  nelle  sue  Mcmorie,  ed  e  gia  uscita  la  prima  parte,  che 
mala  di  un  fascicolo  di  6  fogli  di  stampa  in  4*>.  gr.  -  A  com- 
imento  mancano  circa  10  altri  fogli,  che  usciranno  entro  il  1867. 
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Di  queat'  opera  isolata  noo  aono  in  vendita  che  sessai«ta 
copie,  le  quali  trovansi  gia  sin  d'ora  deposttate  presso  il  Tip. 
Zawetti  Franc,  Aniministratore  del  Politecnico,  in  Milano. 

L  opera  intera  costa  it.  L.  6;  chi  amasse  comperarla  e  pregato 
spedire  un  Vaglia  postale  di  detta  sororaa,  iotesfato  al  Zanetli, 
il  quäle  mandera  tosto  la  parte  pubblicata ,  ed  in  seguito  il  com- 
pimento,  franco  d'ogni  spesa. 


Kurz  ?or  dem  Schluss  dieses  Literarischen  Berichts  ist  mir 
noch  zugegangen: 

Discorso  di  Apertura  del  secondo  Anno  della  Fa- 
coltä  di  Chimica,  fondata  per  iniziata  privata.  Lett« 
dal  Fondatore  Prof.  Carlo  Cassola.  Napoli.  Tipografia 
de*  Fratelli  de  Angelis.    1867.   (19  Seiten.) 

Dieser  „Discorso"  enthält  einen  .sehr  interessanten  aus 
führlichen  Bericht  über  das  vorher  genannte  sehr  grossartige  che 
mische  Institut,  dessen  Errichtung  im  Jahre  1866  wir  schon  in 
Literar.  Ber.  CLXXX.  S.  8.  angezeigt  haben.  Wir  machen  all* 
unsere  Leser,  die  für  Chemie  sich  interessiren ,  recht  sehr  au 
diese  Schrift  aufmerksam.  G. 
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Literarischer  Berieht 

CLXXXIV. 


f  Dr.  Marian  Koller  "). 

Unter  den  vielen  Opfern,  welche  die  in  den  letzten  Monaten  des 
Jahrs  1866  herrschende  Choleraepidemie  aus  den  Reihen  der  Intelli- 
cenzunerbittlich  forderte,  haben  wohl  wenige  eine  so  allgemeineTheil- 
nahme  erweckt,  wie  der  so  plötzliche  Tod  des  Ministerialrates 
im  Österreichischen  Staatsministeriuni  (Abtheilung  für  Cultus  und 
Unterricht)  Dr.  Marian  Wolfgang  Koller.  Wenige  Stunden 
-  and  jener  Mann  war  nicht  mehr,  dessen  Verlust  Wissenschaft 
und  Unterricht  tief  beklagen.  <?rnss  waren  seine  Verdienste  in 
Heiden,  und  wenn  trotzdem  sein  Name  ausserhalb  der  Grenzen 


*)  Indem  ich  diesen  mir  freundlichst  zugewandten ,  nud  mit  dem 
/frönten  Danke  von  mir  entgegen  genommenen  Necrnlog  eine«  Mannes 
im  Folgenden  mittheile,  welchem,  nach  gemachter  persönlicher  Bekannt- 
schaft, im  Leben  näher  getreten  zu  nein,  ich  jederzeit  für  ein  mir  zu 
Tbeil  gewordene«  besonderes  Glück  halten,  und  dessen  Andenken  ich 
»tets  Iren  in  meinem  Herzen  bewahren  werde,  bemerke  ich,  dass  als 
eine  dankenswerthe  Ergänzung  diese« ,  übrigen«  alles  Wesentliche  ent- 
haltenden Necrnlog«  die  folgende  mehrfach  interessante  Schrift  betrach- 
tet werden  darf: 

Dr.  Marian  (Wolf ff  an  5)  Koller,  Capitolar  des  Bene- 
riietiner  -  Stiftes  Kremsmünster,  k.  k.  \1  inisterialr  at  h  im 
hohen  Staatsmin  isterium,  Ritter  des  kais.  österr.  Leopold- 
Ordens,  wirkliches  Mitglied  der  kais.  Akademie  der  Wis- 
■  enschaften  in  Wien,  wirklicher  Consisto  rlnlrath  des  Bis- 
thums Linz  etc.  etc..  emeritirter  Prodirertor  der  philoso- 
phischen Studicnanstalt.  Director  des  Conrictes  und  der 
Sternwarte  zu  Kremsmünster  KineLebensskizse,  bear- 
beitet von  Dr.  Augnstfn  Reslhaber,  Stiftsabte  und  Dire- 
ctor der  Sternwarte  zu  Kremsmüns  ter.  Wien.  CarlGerold's 
Sobn.    1866.  8°. 

Ein  Paar  kleinere,  dem  folgenden  Necrologe  von  mir  beigefügte 
Anmerkungeo  sind  dieser  Schrift  entnommen.  CS. 
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seines  Vaterlandes  nicht  so  bekannt  ist,  wie  jene  es  erbeiscbeo, 
so  ist  gewiss  die  einzige  Ursache,  das«  in  seinem  Geiste  der 
Dünkel  und  in  seinem  Herzen  die  Selbstsucht  keineo  Raum  fan- 
den. Um  so  mehr  erachten  wir  es  daher  als  unsere  Pflicht,  in 
diesen  Blättern  den  Gelehrten  und  Schulmannern  Deutschlands 
diesen  ausgezeichneten  Mann  wahr  und  ungeschminkt  vorzuführen, 
damit  ihm  in  der  Reihe  jener  Männer,  die  sich  es  zur  Lebens* 
aufgäbe  »teilten,  nur  der  Wissenschaft  und  der  Jugend  zu  nutzen, 
der  gebührende  Ehrenplatz  gesichert  werde. 

Marian  Wolfgang  Koller,  am  31.  Oktober  1792  zu  Fei- 
striz  in  Krain  geboren,  war  der  Sohn  eines  Eisenwerksverwesers 
und  erhielt  den  ersten  Unterricht  im  väterlichen  Hause.  Am  Ly~ 
ceum  io  Laibach  alsolvirte  er  das  Gymnasium  und  die  philoso- 
phischen Studien  mit  ausgezeichnetem  Erfolge  und  studirte  dann 
im  Studienjahre  1810 — 11  an  der  Ecole  centrale  de  medeclos  «Je 
Laibuch  Naturgeschichte,  allgemeine  Chemie  und  Mathematik, 
gleichzeitig  auch  das  Studium  der  französischen  und  italienischen 
Sprache  eifrig  betreibend,  indem  Koller  in  der  k.  k.  Bergaka- 
demie zu  Schemnitz  zum  Montaoisten  ausgebildet  werden  sollte. 
Die  ungünstigen  Zeitverhältnisse  Hessen  diesen  Plan  nicht  zur 
Reife  kommen  und  Koller  bezog  daher  im  Oktober  1811  die 
Wiener  Universität,  um  sich  hier  mit  voller  Kraft  auf  die  mathe- 
matischen und  naturwissenschaftlichen  Studien  werfen  zu  können 
—  jenen  Disciplinen,  zu  welchen  bereits  der  zarte  Knabe  neb 
hingezogen  fühlte  und  denen  der  Greis  in  den  letzten  Stunden 
seines  Daseins  noch  mehr  als  den  nothigen  Tribut  zollte.  Hier 
besuchte  er  die  Vorlesungen  der  höheren  Mathematik  von  dem 
Astronomen  Burg  und  die  ex  mathesi  forensi  mit  dem  ausge- 
zeichnetsten Erfolge.  Während  dieser  zwei  Jahre  machte  Koller 
mehrere  Concursprüfungen  mit,  um  eine  mathematische  Lehr- 
kanzel zu  erlangen,  wurde  jedoch,  da  immer  ältere  Coropetenten 
berücksichtiget  werden  mussten,  auf  die  —  Zukunft  vertröstet. 
Er  nahm  daher  1814  eine  ihm  angebotene  Hofmeisterstelle  für 
französische  und  italienische  Sprache  zu  Steinbacb  an  der  Steyer 
in  Oberösterreich  an  und  blieb  daselbst  drei  Jahre. 

Während  dieser  Zeit  lernte  Koller  das  Stift  Kremsmüneter 
kennen,    au   dem  seit    einer  Zeit,    wo  das  Unterrichtsweseu 
Oesterreichs  noch  tief  im  Argen  lag,  schon  die  mathematisch 
naturwissenschaftlichen  Zweige  sorgsam  gepflegt  und  talentvolle  1 
Zöglinge  für  das  Leben  tüchtig  gebildet  wurden.    Dieser  Hort 
der  Wissenschaft  verfehlte  nicht  auf  Koller  den  nothigen  Ein-  I 
druck  zu  üben.    Bald  ward  sein  Entschluss  gefasst,  denn  im 
Herbste  1816  sehen  wir  bereits  den  früheren  akademischen  Bflr-  I 
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«er  der  Wiener  Universität  als  Novize  im  Stifte  Kremsiminster*). 
Doch  Unrecht  wäre  es,  zu  glauben,  Koller  habe  diese  Wahl 
getroffen,  um  ungestört  seinen  Lieblingsstudien  obliegen  zu  kön- 
nen. Derselbe  lebte  bis  zu  seinem  Tode  streng  den  Regeln 
seines  Ordens  gemäss,  wie  wir  aus  vielfacher  personlicher  Be- 
ziehung wissen,  so  dass  wir  mit  Recht  in  ihm  auch  einen  der 
würdigsten  Priester  verehren. 

Nachdem  Koller  das  Noviziat  zurückgelegt  und  seine  theo- 
logischen Studien  in  Linz  beendet  hatte,  wurde  derselbe  im 
Jahre  1821  zum  Priester  geweiht  und  wirkte  dann  bis  zum  Jahre 
1824  als  Cooperator  in  der  Pfarrei  Sipbachzell  in  der  Seelsorge, 
indem  jedes  Ordensmitglied  ohne  Unterschied  mindestens  einige 
Jahre  in  der  eigentlichen  Seelsorge  thStig  sein  muss**);  allein 
schon  1824  sollte  er  endlich  seinen  Lieblingswunsch  erreicht 
sehen.  Als  nämlich  am  18.. April  1824  P.  Thaddäus  Derf- 
linger,  bisheriger  Decan  der  philosophischen  Studien,  Direktor 
des  Conviktes  und  der  Sterwarte  in  ein  besseres  Jenseits 
.«♦chied,  wurde  Koller  in  das  Stift  zurückgerufen,  um  sieb  für  die 
Professur  der  Naturgeschichte,  welche  er  nun  mit  Beginn  des 
Studienjahres  1825  an  der  philosophischen  Lehranstalt  übernehmen 
sollte,  vorzubereiten. 

Im  Oktober  1825  ubernahm  auch  Koller  dieselbe  provisorisch, 
vereinigte  mit  derselben  1826  die  Lehrkanzel  der  Physik  und 
legte  am  17.  Februar  1827  die  strenge  Prüfung  aus  beiden  Fä- 
chern an  einem  Tage  mit  sehr  gutem  Erfolge  ab,  worauf  derselbe 
von  der  k.  k.  Studien- Hofkommission  als  ordentlicher  Professor 
bestätigt  wurde.  Jetzt  endlich  war  das  langersehnte  Ziel  er- 
reicht und  nun  beginnt  Koller's  segensreiche  Thätigkeit  auf  dem 
Gebiete  des  Unterrichtes.  % 

Doch  auch  auf  dem  Gebiete  der  Wissenschaft  sollte  sich 
ihm  bald  ein  grosses  Feld  der  Thätigkeit  eröffnen;  denn  als  am 
29.  April  1830  der  bisherige  Direktor  der  Sternwarte  P.  Bonifa- 
tius Schwarzenbrunner  plötzlich  mit  Tod  abging,  übernahm 
Koller  die  Leitung  der  Sternwarte  mit  Beibehaltung  der  Lehr- 
kanzel der  Physik.  Letztere  versah  er  bis  zu  Ende  des  Studien- 
jahres 1830,  erstere  hingegen  bis  Oktober  1847,  beide  mit  uner- 
müdlichem Eifer  und  ausgezeichnetem  Erfolge. 


•)  Bei  seinem  Eintritt  in'«  Noviziat  am  5.  Ortober  1816  erhielt 
Wolfgang  Koller  den  Stiftsnamen:  Fr.  Marianus.  G. 

•*)  Er  wird  als  ausgezeichneter  Seelsorger,  Katechet  und  Kanzel- 
reilner  geschildert.  G. 
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Die  Hunderte  von  Schülern,  welche  in  ihm  ihren  Lehrer 
verehren,  sind  mit  uns  gewiss  einer  Meinung,  wenn  wir  sagen: 
Koller  war  nicht  nur  ein  ausgezeichneter  Schulmann,  er  war 
auch  ein  Freund  der  Jugend ,  deren  Sympathien  er  vollständig 
besass  und  in  deren  Andenken  er  immer  fortleben  wird.  Was 
jedoch  Koller  während  dieser  siebzehn  Jahre  als  Mann  der  Wis- 
senschaft leistete,  davon  geben  die  vielen  und  verschiedenartig* 
sten  Publikationen  mehr  als  genügend  Zeugniss. 

Die  Sternwarte  dieses  mit  Recht  berühmten  Benediktiner- 
stiftes feierte  vor  wenigen  Jahren  ihr  erstes  Säculum.  Der  erste 
Astronom  derselben,  P.  Placidus  Fixlmillner  (1762— J79I),  ein 
ebenso  genialer  als  liebenswürdiger  Mann,  begründete  schnell  den 
Ruf  dieses  neuen  Uranientempels.  Seine  Leistungen  und  seine 
ausgebreitete  Correspondenz  mit  de  la  Lande,  Jobann  Ber- 
noulli,  Maximilian  Hell  u.  v.  a,  beweisen  diess  zur  Genüge. 
An  diesen  reihte  sich  in  würdiger  Weihe  P.  Thaddaeus  Derf- 
linger,  (1791 — 18*24),  dessen  Name  in  der  astronomischen  Welt 
sich  des  besten  Rufes  erfreut.  Sein  Nachfolger  P.  Bonifa? 
Scbwarzenbrun  ner,  ein  äusserst  talentvoller  und  strebsamer 
junger  Mann,  bekleidete  die  Stelle  eines  Astronomen,  wie  v^ir 
bereits  erwähnten,  nur  sechs  Jahre,  bis  zum  Jahre  1830,  wo  ihn 
der  Tod  plötzlich  abrief.  Der  vierte  Astronom  dieser  Sternwarte 
war  nuu  jener  Mann,  dessen  Andenken  diese  Zeilen  geweiht 
sind— es  ist  unser  uovergesslicher  Koller.  Wenn  wir  hier  mit 
einigen  Worten  eine  Geschichte  der  Sternwarte  einfluchten,  so 
geschah  diess  nur,  um  darauf  hinweisen  zu  kiinnen,  dass  sich 
Koller  vollkommen  würdig  an  seine  drei  Vorgänger  anreihte 
und  den  Ruf  dieser  Sternwarte  nicht  nur  nicht  schmälerte,  son- 
dern wo  möglich  noch  vergrösserte.  In  Gemeinschaft  mit  seinem 
intimen  Freunde  Professor  Stampfer,  welcher  leider  noch  frü- 
her als  Koller  der  Wissenschaft  entrissen  wurde  und  dessen 
Andenken  erst  kürzlich  in  diesen  Blättern  so  schon  gewahrt 
wurde,  stellte  er  den  zweischubigen  Meridiankreis  auf  (1831), 
dann  ein  tragbares  Aequatorial,  mit  welchen  Instrumenten  dir 
Beobachtungen  seit  ihm  ohne  Unterbrechung  fortgesetzt  werden. 
Grosse  Aufmerksamkeit  widmete  Koller  den  meteorologischen 
Beobachtungen,  denn  seit  1831  bereits  datiren  die  täglichen  Auf- 
zeichnungen über  Luftdruck,  Temperatur,  Dunstdruck  u.s.  f.,  aus 
welchem  Materiale  Koller  ans  einige  äusserst  interessante  Ar- 
beiten hinterlasse.  Als  im  dritten  Decennium  Humboldt  und 
Gauss  die  Untersuchungen  über  den  Erdmagnetismus  anregten, 
war  Kol  ler  einer  der  ersten,  der  die  Sache  aufgriff,  und  gründete 
daher  1839  das  magnetische  Observatorium,  welches  der  Zeit 
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uacb  das  zweite  in  Oesterreich  ward  (das  erste  gründete  Kreil 
in  Mailand). 

Es  ist  nicht  möglich  hier  Koller  s  Thätigkeit  als  Direktor 
der  Sternwarte  eingehend  zu  schildern*);  wir  begnügen  uns  da- 
her in  Kurze  die  Arbeiten  zu  nennen,  welche  derselbe  während 
dieser  Zeit  der  Oeffentlichkeit  übergab.  In  den  Annalen  der 
Wiener  Stern  warte:  „Sternschnuppenbeobacbtungen  im  Jahre  1839.'* 
In  den  Jahrbüchern  des  Musealvereines  Francisco*  Carolinum  zu 
Linz:  „Meteorologische  Beobachtungen  zu  Kremsmünster  in  den 
Jahren  1839  und  1840  (Jahrgang  1810  und  1841)";  „über  den 
stündlichen  <iang  der  Wärrae  für  Kremsmünster  nach  Bessets 
Metbode  (Jahrgang  1841)";  „über  die  stündlichen  Aeuderungen 
des  Luftdruckes  und  der  Feuchtigkeit  der  Luft  aus  zehnjährigen 
Psycbronieterbeobachtungen  (Jahrgang  1843)"  u.  ro.  a.  „Im  12. 
Bande  der  Memoirs  of  the  brit.  R.  A.  Society  (184*2)  ein  Ver- 
zeichnis* von  *208  neu  bestimmten  Fixsternen."  Ausserdem  finden 
wir  noch  zahlreiche  Arbeiten  in  C.  H.  Schumacher 's  „astrono- 
mischen Nachrichten"  Band  8 — 25;  in  Lamont's  Annalen  für  Me- 
teorologie und  Erdmagnetismus  und  in  Gaus»  und  Weber'«  Re- 
sultaten des  magnetischen  Vereines. 


Koller 's  Thätigkeit  theilt  sich  vorzüglich  in  zwei  Hauptab- 
schnitte: in  jenen  zu  Kremsmünster,  den  wir  eben  in  kurzen  Um- 
rissen kennen  gelernt  haben,  und  in  den  zu  W7ien,  wo  er  seine 
Thätigkeit  hauptsächlich  dem  Staate  widmete. 

Ais  nämlich  nach  dem  Tode  des  Hofrathes  J.  C.  Hallaschka 
die  Stelle  eine«  Referenten  für  die  philosophischen  Studienan- 
stalten bei  der  k.  k.  Studien- Hof kommissioo  in  Erledigung  kam, 
fiel  das  Augenmerk  der  hohen  und  höchsten  Behörden  auf  den 
bereits  rühmlichst  bekannten  Koller  und  derselbe  wurde  in 
Folge  dessen  am 30. Oktober  1847  von  Kaiser  Ferdinand  I.  zum 
L  k.  Regierungsrathe,  Referenten  für  die  philosophischen  Stu- 
dienanstalten bei  der  k.  k.  Studien-llofkommission  und  Präses  der 
philosophischen  Facultät  der  Wiener  Universität  ernannt,  welche* 
Amt  Koller  Anfangs  Dezember  desselben  Jahres  noch  antrat. 

In  Anerkennung  seiner  Verdienste  um  die  Wissenschaften 
erwählte  ihn  einige  Wochen  später,  am  26.  Jänner  1848,  die  kai- 

•)  Die  Jahresberichte  des  k.  k.  Obergymnasiunis  zu  hrvinsuiüiister 
bringen  bereits  in  drei  Forlsetzuugcn  (lr»64,  18ti5  nnd  \H66)  eine  aus- 
führliche Geschichte  der  dortigen  Sternwarte  von  P.  Sigismund  Fel- 
luker.  In  der  4.  Fortsetzung  (ISO?)  kommt  die  Wirksamkeit  koller's 
cur  Besprechung  und  uiu  diesem  Grunde  begnügen  wir  unt  tuit  obiger 
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serliche  Akademie  der  Wissenschaften  zo  ihrem  wirklichen  Mit. 
gliede,  welche  Wahl  am  I.  Februar  bereits  vom  Kaiser  bestätiget 
wurde. 

Das  erste  Jahr  seiner  Thätigkeit  im  Staatsdienste  war  be- 
kanntlich das  verhängnissvolle  Jahr  1848.    Doch  trotz  aller  Ge- 
fahren und  Wirren  blieb  Koller  am  Platze  und   zog  sich  nur 
Ende  Oktober  auf  einige  Tage  in  das  Stift  Melk  zurück,  von  wo 
er  gleich  Anfangs  November  wieder  zurückkehrte.    Als  im  Jahre 
1849  die  k.  k.  Studien- Hofkommission  aufgehoben  und  an  deren 
Stelle  ein  Ministerium  für  Cultus  und  Unterricht  trat,  wurdeKoller 
als  k.  k.  Sectionsrath  in  dasselbe  übersetzt  und  ihm  das  Referat 
Aber  die  polytechnischen,  nautischen  und  astronomischen  Institute 
übertragen.    In  diesem  Jahre  ging  gleichzeitig  Koller'«  Wirk- 
samkeit als  Präses  der  philosophischen  Fakultät  zu  Ende,  da 
ein  Gesetz  vom  *29.  Oktober  1849  den  akademischen  Behörden 
eine  andere  Organisation  gab.    Wie  sehr  er  sich  die  Achtung 
dieser  Körperschaft  in  dem  nur  kurzen  Zeitraum  von  kaum  zwei 
Jahren  erworben,  zeigt  die  ihm  bei  seinem  Scheiden  von  dieser 
zuerkannte  Auszeichnung.    Dieselbe  ernannte  ihn  nämlich  durch 
Acclamation  zum  wirklichen  Mitgliede  des  Doktoren- Collegium* 
der  philosophischen  Fakultät  der  Wiener  Universität  und  über- 
reichte ihm  das  Doctor- Diplom  mit  dem  Beisatze:  „de  repuulica 
literaria  optitne  meritus." 

Als  1851  das  .Ministerium  für  Cultus  und  Unterricht  definitiv 
organisirt  wurde,  avancirte  Koller  zum  kt  k.  Ministerialrathe  mit 
Belassung  seines  Referates.  Mit  diesem  Jahre  trat  in  Oesterreich 
die  moderne  Mittelschule,  die  sechsklassige  Realschule,  in'«  Le- 
ben, welches  Werk  fast  ausschliesslich  eine  Schöpfung  Koller'* 
war  und  denen  er  auch  bis  an  sein  Lebensende  sympathisch 
blieb.  Wenn  auch  beut  zu  Tage  mit  Recht  Rufe  nach  Reform 
dieser  jungen  Lehranstalten  laut  werden,  so  waren  dieselben  da 
raals,  wo  es  mit  dem  Unterrichtswesen  in  Oesterreich  noch  nicbt 
gar  sonderlich  gut  aussah,  gewiss  ein  nicht  zu  unterschätzende* 
Werk.  Wer  die  Früchte  kennt,  welche  diese  Schulen  währet 
ihres  fünfzehnjährigen  Bestandes  in  Oesterreich  getragen  habe«: 
wer  weiss,  wie  viele  tausende  von  jungen  tüchtig  geschulten 
Kräften  den  verschiedensten  technischen  und  industriellen  Eta- 
blissements durch  diese  zugeführt  wurden,  der  wird  die  Verdiente 
würdigen  können,  welche  sich  Koller  um  den  nationalen  Wohl* 
stand  Oesterreichs  erworben.  Dans  diese  Verdienste  auch  aller- 
höchsten Orts  gewürdiget  wurden,  zeigt  uns  die  Auszeichnung, 
welche  Koller  1859  zu  Tbeil  wurde.  Sr.  Majestät  Kaiser  Franz 
Josef  verlieh  ihm  nämlich  am  27. Mai  d.  J.  taxfrei  das  Ritterkreuz 
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des  kaisert.  öster.  Leopolds -Ordens  in  Anerkennung  seiner  Ver- 
dienste um  die  Wissenschaften  und  den  Staat.  In  dem  Vortrage 
des  damaligen  Ministers  sind  ausdrücklich  die  besonderen  Ver- 
dienste Koller  s  hervorgehoben,  welche  er  sich  „um  den  ra- 
schen Aufschwung  der  Realschulen  in  Oesterreich" 
erworben  habe.  Wie  eifrig  Koller  trotz  seines  schon  vorgerückten 
Alters  war  und  wie  er  nur  trachtete,  den  technischen  Unterricht 
in  Oesterreich  zu  heben,  dafür  sprechen  die  verschiedensten  Be- 
lege. So  hatte  er  z.  B.  im  Jahre  1852  das  Uoglück,  sich  den 
Arm  zu  brechen  und  musste  in  Folge  dessen  mehrere  Monate 
ausserhalb  Wien  zubringen.  Um  nun  mit  seinen  Arbeiten,  die 
sich  damals  gerade  sehr  häuften,  ja  nicht  im  Ruckstande  zu 
bleiben,  hielt  er  sich  während  dieser  Zeit  einen  Beamten  auf 
eigene  Kosten  und  diktirte  ihm. 

Ministerialrat  Koller  wurde  von  seinem  Minister  wieder- 
holt mit  Ehrenaufträgen  betraut.  So  ging  er  1854  nach  Triest, 
am  die  dortige  nautische  und  Handelsakademie  einer  eingehen- 
den Inspection  zu  unterziehen.  Auf  Grund  derselben  legte  er 
ein  detaillirtes  Elaborat  über  die  nothwendige  Reorganisation  die- 
ser Anstalten  allerhöchsten  Ortes  vor,  welches  sich  nicht  nur 
der  vollsten  Anerkennung  erfreute,  sondern  nach  welchem  die 
Reorganisation  auch  ausgeführt  wurde.  Im  Jahre  185?  inspizirte 
er  das  eben  vollständig  organisirte  Josefspolytechnikum  in  Ofen 
und  die  Realschulen  zu  Pest,  O'fen  und  Pressburg.  Am  22.  Au-  - 
gast  desselben  Jahres  wurde  Koller  über  Ansuchen  des  Mini- 
sters des  Innern  von  seinem  Minister  als  Repräsentant  des  Unter- 
richtsministeriums zur  Berathung  bezüglich  der  Errichtung  der 
land*  -und  forstwirtschaftlichen  Mittelschulen  gesendet.  Seine 
letzte  lnspectionsreise  unternahm  er  1859  nach  Graz,  wo  er  das 
Joanneum  und  die  dortige  Oberrealschule  einer  eingehenden  Prü- 
fung unterzog. 

In  diesem  rastlosen  Eifer  seiner  Thätigkeit  schwanden  Koller 
die  Jahre  dahin  wie  Stunden,  er  wurde  endlich  Greis  —  doch 
sein  Geist  blieb  jung.  Wer  so  glücklieb  war,  ihm  in  den  letzten 
Jahren  seines  Wirkens  näher  zu  stehen,  muss  staunen  über  die 
Geistesfrische,  die  dem  74jährigen  Manne  noch  inne  wohnte 
Mit  Freude  unterzog  er  sich  der  gewiss  äusserst  schwierigen  und 
muhevollen  Reorganisation,  welche  an  dem  hiesigen  Polytechni- 
kum durchgeführt  werden  sollte  und  nicht  einmal  nur  äusserte 
er:  „Dieses  Werk  will  ich  noch  vollenden  und  dann  ziehe  ich 
mich  nach  Kremsmünster  zurück."  Am  28.  November  1860  über- 
reichte das  Professorencollegium  des  Polytechnikums  das  von 
demselben  ausgearbeitete  Reorganisationsstatut  dem  Ministerium. 
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Die  Verhandlungen  begannen,  das  Statut  wurde  von  Sr.  Majestät 
sanetionirt  und  das  Professorencollegium  hatte  nun  seine  Anträge 
zu  stellen.    Antrag  auf  Antrag  kam  nun  ans  Ministerium,  alle 
mussten  durch  Koller  s  Hand  gehen  —  doch  seiner  Arbeits- 
kraft, seinem  Geiste  war  nichts  zu  viel.    Mit  gewohntem  sicheren 
Takte  traf  er  seine  Entschlüsse  und  legte  sie  seinem  Minister 
vor.    Schon  waren  mehr  als  20  Professoren  ernannt,  seboo  war 
bestimmt,  dass  mit  dem  1.  Oktober  das  reorganisirte  Institut  in's 
Leben  zu  treten  habe,  nur  noch  einige  Ernennungen  fehlten  und 
das  neue  Gebäude  war  hergestellt,  sein  letzter  Wunsch  erfüllt  — 
da  kam  der  unerbittliche  Tod  und  Koller  war  nicht  mehr. 

Schreiber  dieser  Zeilen  war  noch  am  18.  September  d.  J. 
Mittags  durch  fast  zwei  Stunden  bei  ihm  in  seiner  Wohnung,  um 
über  eine  astronomische  Arbeit  seinen  Rath  einzuholen,  in  der 
heitersten  Stimmung  überreichte  er  mir  einige  vollständig  gerech- 
nete astronomische  Aufgaben ,  die  er  Abends  des  vorigen  Tage* 
ausführte,  zeigte  mir  eine  neue  Broschüre  von  dem  von  ihm  be- 
sonders hochgeschätzten  Herausgeber  dieser  Zeitschrift  und 
verabschiedete  sich  mit  den  Worteu:  „besuchen  Sie  mich  dieser 
Tage  wieder,  den  nächsten  Sonntag  gehe  ich  nach  Kremsmünster, 
um  ein  wenig  Bergiuft  zu  athmen"  —  es  sollten  die  letzten 
Worte  sein,  die  der  freundliche  Ganner  gesprochen.  Abends  noch 
bis  in  später  Stunde  arbeitend,  ereilte  ihn  des  Morgens  —  am 
19.  September  —  die  tückische  Krankheit,  Mittags  gaben  ihn  die 
Aerzte  auf  und  um  5  Uhr  Nachmittags  ward  er  eine  Leiche. 

Er  ruhe  in  Frieden! 

Uns  aber  sei  es  noch  erlaubt,  einige  Züge  aus  den  letzten 
Jahren  seiner  Thätigkeit  hier  anzuführen,  welche  so  recht  bestä- 
tigen, was  wir  bereits  früher  über  ihn  sagten.    Koller  blieb  trotz 
seines  umfangreichen  Referats,  trotz  seiner  angestrengten  Berufs- 
thätigkeit  bis  zur  letzten  Stunde  seines  Lebens  der  von  ihm  ge- 
pflegten Wissenschaft  treu.    Es  entging  ihm  keine  wissenschaft- 
liche Novität  und  erzählte  man  ihm  von  einer,  so  war  diess  gewiss 
seine  nächste  Lektüre.    Er  sah  auf  junge  Kräfte  nicht  vielleicht 
mit  einer  gewissen  Geringschätzung  herab  —  nein,  er  eiferte  sie 
an  und  unterstützte  selbe.    War  an  der  philosophischen  Fakultät 
ein  anziehendes  astronomisches  Collen  iura  angekündigt,  so  war 
Koller  derjenige,  den  man  unter  den  Zuhörern  fand.    So  besuchte 
der  74jährige  Greis  noch  im  letzten  Sontmersemester  das  Colle- 
gium  unseres  jungen  Astronomen  Oppolzer  über  Bahnbestim- 
mutigen  und  zwar  so  eifrig,  als  er  es  im  Jahre  1812  unter  den» 
Astronomen  Bürg  gethan  haben  mochte     Aber  nicht  nur  noch 
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immer  Neues  verfolgend,  gab  er  auch  seine  eigene  Produktivität 
nicht  auf.  So  publicirte  er  in  den  Jahresheften  des  naturforscben- 
den  Vereines  in  Brünn,  dessen  Ehrenmitglied  er  war,  1863  eine 
Abhandlung  „über  das  Passage-Instrument"  und  1864  zwei  weitere 
Arbeiten,  betitelt:  „Zur  Theorie  des  August 'sehen  Heliostaten'* 
und  „Beitrag  zur  Theorie  der  Rohrenlibelle. *'  Man  erkennt  in 
Miesen  gehaltvollen  Schriften  nicht  nur  den  tüchtigen  praktischen 
Astronomen,  sondern  auch  den  strengen  Theoretiker.  Dass  selbe 
uberdiess  äusserst  klar  und  präcis  geschrieben  sind,  brauchen  wir 
jenen,  welche  seine  früheren  Arbeiten  kennen,  wohl  nicht  erst 
zu  sagen. 

Koller  war  auch  sehr  unterrichtet  in  den  modernen  Sprachen. 
Ibm  waren  die  Arbeiten  der  englischen,  franzosischen  und  italie- 
nischen Pachcollegen  ebenso  bekannt,  wie  jene  der  deutschen 
Gelehrten.  Ja  er  schrieb  wiederholt  kleinere  Arbeiten  in  einer 
der  eben  genannten  moderneu  Sprachen. 

Wohl  selten  wird  ein  Mann  nach  so  vielen  Richtungen  mit 
solchem  Erfolge  und  solcher  Auszeichnung  wirken,  wie  Koller 
es  that.    Priester,  Gelehrter  und  Staatsmann  zugleich,  bewies  er 

sich  bei  all  seinem  Wirken  stets  als  Mensch  im  edelsten  Sinne 

des  Wortes.    Seine  Humanität  war  allbekannt. 

Am  meisten  wüssten  wohl  hiervon  alle  Schulmänner  zu  er- 
zählen, deren  Vorgesetzter  er  war.  Er  kam  Jedem  als  Freund 
entgegen,  man  konnte  frank  und  frei  seine  Meinung  aussprechen 
—  man  hatte  ja  keinen  hoher  gestellten  Beamten,  sondern  einen 
ausgezeichneten  Schulmann  als  Vorgesetzten,  der  die  Bedürfnisse 
der  Schule  und  die  des  Lehrers  kannte  und  daher  auch  zu  wür- 
digen wusste.  Leider  musste  er  —  der,  welcher  nur  der  deut- 
schen Wissenschaft  lebte,  dessen  einziges  Streben  nur  dahin  ging, 
deutsche  Sitte  zu  pflegen  und  deutschen  Unterricht  zu  heben, 
noch  kurz  vor  seinem  Tode  mit  uns  das  Unglück  erleben,  aus 
Deutschland  ausgeschlossen  zu  werden.  Mögen  ihm  daher  Deutsch- 
lands Gelehrte  und  Schulmänner  um  so  mehr  den  Ehrenplatz 
anter  ihren  Koripbäen  anweisen,  den  er  gewiss  mit  Recht  verdient. 

Wien,  im  Christmonat  1866. 

Dr.  R.  Sonndorfer. 


Am  20*  Juli  1866  ward  in  Italien  zum  grössten  Schaden  der 
Wissenschaft  durch  den  Tod  dahingerafft  der  Professor 

Bernhard  Riemann 

aus  Güttingen. 
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Der  berühmte  Königl.  Bayer'scbe  Hofoptikirc 

Georg  Merz 

verschied  im  Januar  1867  in  München.  Georg  Merz  war  als 
der  Sohn  eines  armen  Leinwebers  im  Januar  1793  in  Benedict- 
beuren  geboren.  Bis  zu  seinem  15.  Lebensjahre  war  er  ohne 
bestimmten  Lebensplan.  Als  v.  ütz  schneid  er  die  Kunstglas- 
fabrik und  das  optische  Institut  in  Benedictbeuren  anlegte»  fand 
der  junge  Merz  als  Arbeiter  darin  Aufnahme.  Bei  Tag  wurde 
geschliffen,  bei  Nacht  Mathematik  und  Optik  studirt.  Besonders 
erhielt  er  mathematischen  Unterricht  vom  Pater  Rauch,  einem 
Ordens-Priester  der  aufgelösten  Benedictiner-Abtei  Benedictbeuren. 
Als  1826  Jos.  v.  Fraunhofer  starb,  wusste  v.  Utzschneider 
keine  tüchtigere  Persönlichkeit  für  die  Leitung  des  Instituts  als 
G.  Merz.  Von  ihm  gingen  jene  Rieseninstromente  an  alle  Stern- 
warten Europa's  und  Amerika's,  nach  Australien  und  an  da«  Cap 
der  guten  Hoffnung.  Erst  bei  vorgerückterem  Lebensalter  uber- 
gab er  seinem  Sohne  Sigmund  Merz  die  Direktion,  welcher 
dann  die  Preise  auf  den  Weltausstellungen  errang. 


Schriften  über  UnterrichtsweseiL 

Programma  del  Regio  Istituto  Teenico  superiore 
in  Milano  per  l'auno  scolastico  1866 — 67.  Pubblicato 
per  cura  del  Consiglio  direttivo  dell'  Istituto  m  e  d  e  - 
simo.   Milano.  1867. 

Die  Leser  kennen  das  höhere  technische  Institut  in 
Mailand  schon  aus  der  im  Archiv   Tbl.  XLII.    S.  42.  raifge- 
theilten  trefflichen  Eröffnungsrede  seines  berühmten  Directors,  des 
Herrn  Commendatore  Francesco  Brioschi.    Das  vorliegende, 
42  Seiten  starke  „Programma"  müssen  wir  allen  denen,  die 
sich  für  den  höheren  technischen  Unterricht  interessiren,  nament- 
lich solchen,  die  zur  Mitwirkung  bei  der  Gründung  neuer  tech- 
nischer Institute  berufen  sind,  dringend  zur  Beachtung  empfehlen. 
Dasselbe  enthält  eine  sehr  ausführliche,  im  höchsten  Grade  in- 
teressante und  lehrreiche  Nachricht  über  die  Einrichtung  des  In- 
stituts im  Allgemeinen,  über  seine  verschiedenen  Abtheilungen, 
seine  reichen  und  weit  ausgebreiteten  Sammlungen,  seine  Lehrer 
und  die  sämmtlichen  Vorlesungen,  welche  gehalten  werden.  Ganz 
besonders  interessant  sind  auch,  was  wir  in  Schriften  ahnlicher 
Art  noch  nicht  gefunden  haben  und  gewiss  alle  Nachahmung 
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verdient,  die  S.  29 — S.  36  ausführlich  mitgetheilten:  „Temi  per 
gli  Esami  generali  nell'  anno  1865 — 66."   Zuletzt  ist  noch 
ein  Elenco  degü  Scolari  e  degli  uditori  (1865  —  66)  mitge- 
theilt Unter  den  Lehrern  fiuden  wir  neben  den  Herrn  F.  Brioschi, 
Lt.  Cremona,  G.  Schiaparelli  und  Anderen  auch  den  berühm- 
ten  Ingenieur  Herrn  Cav.  Ignazio  Porro  als  Professore  di 
Celerimensura,  wobei  wir  im  Interesse  der  Wissenschaft  und 
der  Praxis  den  dringenden  Wunsch  aussprechen  möchten,  über 
diese  Schnell-  oder  Gesch windraessung  und  die  dabei  an- 
gewandten Methoden    und  Instrumente  nähere  Nachrichten  zu 
.erhalten;  dem  Unterzeichneten,  der  darüber  gern  Mittheilungen 
im  Archiv  machen  möchte,  ist  davon  bis  jetzt  nur  Das  bekannt, 
v*as  von  Herrn  Salneuve  in  seinem  verdienstlichen  „Cours  de 
Topographie  et  de  Geodesie.   Seconde  Edition.  Paris 
1850.  über  verschiedene  von  Herrn  Porro  erfundene  sinnreiche 
Instrumente,  z.  B.  über  seinen  Apparat  zu  Basismessungen,  seine 
stadia  und  seine  lunette  anallatique,  seine  longue-vue 
cornet,  sein  Ni vellirinstrumeo  t,  mitgetheilt  hat.    Eine  be- 
sondere Schrift  über  die  „Celerimensura"  würde  gewiss  höchst 
verdienstlich  sein,  und  wir  würden  uns  zu  dem  grossten  Dank 
verpflichtet  fühlen,  wenn  uns  vielleicht  schon  jetzt  eine  solche 
mitgetheilt  oder  namhaft  gemacht  werden  könnte. 

Alle  unsere  Leser  machen  wir  nochmals  auf  das  vorliegende 
höchst  interessante  Programm  aufmerksam.  Grunert. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Aus  dem  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXX11.  S.  2.  kennen  die  Leser 
die  beiden  von  Herrn  A.  Quetelet  mitgetheilten  höchst  interes- 
santen Briefe  Kaiser  Karls  V.  an  Fran$ois  Rabelais  in  Be- 
treff der  Quadratur  des  Kreises.    Auch  ist  dort  bemerkt  worden, 
dass  Herr  Gachard  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Brüssel 
Zweifel  an  der  Echtheit  dieser  Briefe  erhoben  habe.  In  einem  Aus- 
zuge aus  dem  Bulletin  de  l'Academie  Royale  deBelgique. 
2me  seVie,  t.  XXII.,  no.  11.  1866.  hat  nun  aber  Herr  Quetelet 
alle  diese  Zweifel  vollständig  beseitigt  und  die  Echtheit  der  beiden 
Briefe  auf  die  überzeugendste  Weise  nachgewiesen.    Ganz  be- 
sonders interessant  und  wichtig  ist  jedenfalls  das  mitgetheilte 
Fac-simile  des  ersteo  dieser  beiden  Briefe  des  grossen  Kaisers, 
die  sich  bekanntlich  im  Besitz  des  Herrn  Chasles  in  Paris  be- 
finden, wobei  wir  wohl  im  Interesse  mancher  Mathematiker,  die 
sich  vorzugsweise  mit  der  Geschichte  der  Mathematik  beschäf- 
tigen, den  Wunsch  aussprechen  mochten,  dass  es  Herrn  Quetelet 
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gefallen  möchte,  uns  auch  mit  einem  ähnlichen  Eac-siinile  des 
zweiten  Briefe»  zu  beschenken.  Besonders  hebt  Herr  Q  u ete  1  et 
auch  noch  hervor,  dass  Kabelais  auf  dem  hier  mitgetheilten 
Briefe  eigenhändig  bemerkt  habe,  dass  ihm  der  Brief  von  Karl  V. 
am  20.  September  1542  gesandt  worden  sei.  Natürlich  finden  sieb 
diese  Worte  Rabelais  auch  auf  dem  mitgetheilten  Faosimüe. 


Arithmetik. 

Methüdes  expeditives  pour  l'extractiou  de  la  racioe 
eubique  des  nombres  entiers.  Par  Georges  Dostor. 
Docteur  es-sciences  tuathemati ques,  Professeur  au 
Lycee  imperial  de  la  Reunron.  Extr.ait  du  Bulletin  de 
la  Societe  des  Sciences  et  Arts  de  la  Reunion.  Paris. 
Gauthier- Villars.  1866. 

Jeder  weiss,  wie  beschwerlich  die  gewöhnlichen  Methoden 
zur  Ausziehung  der  Cubikwurzel  sind.  In  dieser  aus  den  Schrittet 
der  Societe  des  Sciences  et  Arts  de  la  Reunion  (früher 
Isle  de  Bourbon,  Bonapartc)  besonders  abgedruckten,  sehr  ver- 
dienstlichen Abhandlung  bat  Herr  Dostor  diese  Methode  durch 
neue  Methoden  und  Sätze  zu  erleichtern  gesucht,  welche  jeden- 
falls alle  Aufmerksamkeit  und  namentlich  sehr  verdienen,  recht 
bald  in  die  Lehrbücher  der  Arithmetik,  besonders  auch  in  die  für 
Schulen  bestimmten,  Eingang  zu  finden.  Wir  machen  daher  für 
jetzt  alle  Lehrer  der  Mathematik  dringend  auf  diese  Schrift  auf- 
merksam, hoffen  aber,  bald  im  Archiv  selbst  Gelegenheit  zu  einigeu 
Mitteilungen  aus  derselben  zu  finden;  durch  Herrn  G  au  t  hier- 
Villars  in  Paris  ist  sie  ohne  alle  Schwierigkeit  zu  beziehen. 

Nagra  analytiska  Undersöknin gar.  I.  Om  Deterrai- 
nanter,    hvars   elementer   äro    binomialkoefficieu  ter. 
Af  Viktor  von  Zeipel.    (Ur  Lunds  Universitets  Ars. 
skrift).    Lund.    Berlingska  Bo ktry ckeriet.    1866.  4°. 

Diese  Schrift  enthält  eine  grosse  Anzahl  interessanter  Sätze 
über  Determinanten,  die  aus  Binomialcoefficienten  als  ihren  Ele- 
menten gebildet  sind,  und  ist  als  ein  neuer,  sehr  wichtiger  Bet- 
trag zu  der  Theorie  dieser  letzteren  interessanten  und  merkwür- 
digen Zahlen  zu  betrachten,  mit  welchen  sich  namentlich  *m 
Deutschland  bekanntlich  der  Erfinder  und  die  Bearbeiter  der 
combinatorischen  Analysis  so  vielfach  und  so  eifrig  beschäftigtem. 
Dieselbe  besteht  aus  vier  Paragraphen,  nämlich :  j.  1.  Om  deter- 
minanter, hvars  elementer  äro  konsekutiva  binomialkoefficienter. 
jj.  2.    Om  determinanter,  hvars  elementer  endast  tili  en  del  äro 
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konsekutiva  blnomialkoefßcienter.  §.  3.  Nägra  determinantersy- 
stemer,  hvars  dementer  äro  hinomialkoefficienter.  §.  4.  Om 
determinanter  af  formema  n.  s.  ir. ,  wo  man  die  der  Beschränkt- 
heit des  Raumes  wegen  nicht  mittheilliare  Form  in  der  Schrift 
selbst  nachsehen  muss.  —  Eine  grosse  Menge  sehr  merkwür- 
diger Sätze  sind  in  diesen  vier  Paragraphen  enthalten,  weshalb 
wir  alle  unsere  Leser  dringend  auf  diese  ausgezeichnete  Schrift 
aufmerksam  machen,  indem  wir  zugleich  bemerken,  dass  dieselbe 
auch  für  jeden  des  Schwedischen  nicht  oder  nur  weniger  Kun- 
digen sehr  leicht  verständlich  ist,  weil  sie  vom  Anfange  bis  zum 
Ende  (68  Seiten)  fast  nur  aus  Formeln  besteht 


Geometrie 

Etudes  geometriques  sur  la  theorie  des  paralleles 
par  N.  J.  Lobatsch  ewsky;  traduit  de  I' Allem  and  par 
J.  Hörtel,  Prof.  de  Mathem.  pures  ä  la  Paculte  des 
Sciences  de  Bordeaux.  Suivi  d'un  extra it  de  laCorre- 
spondance  de  Gauss  et  de  Schumacher.  Paris.  Gauthier- 
Villars.    1866.  8°. 

Ueber  die  sich  immer  mehr  und  mehr  Bahn  brechenden 
neueren  Ansichten  über  die  Theorie  der  Parallelen  kann  jeder 
unserer  Leser  sich  am  Besten  und  Kürzesten  belehren  in  den 
„Elementen  der  Mathematik.  Von  Dr.  Richard  Baltzer. 
Zweiter  Band.  Zweite  Auflage.  Leipzig.  1867.  S.  12  ff.", 
so  dass  wir  uns  füglich  hier  der  Kürze  wegen  weiterer  Ausein* 
andersetzungen  enthalten  können.  Wir  begnügen  uns  mit  der 
Bemerkung,  dass  es  als  das  Wesentlichste  dieser  Ansichten  be- 
trachtet werden  kann,  dass  es  bei  der  Theorie  der  Parallelen 
n  oth  w  e  n  d  i  g  jedenfalls  einen  Satz  geben  muss,  welcher  sich 
überhaupt  gar  nicht  beweisen  lässt,  über  dessen  Richtigkeit  viel- 
mehr nur  auf  dem  Wege  der  Erfahrung  entschieden  werden  kann, 
und  dass  es  eigentlich  zwei  Geometrieen  geben  wird,  von  denen 
aber  nur  die  eine  der  Erfahrung  entspricht.  Ursprünglich  gehören 
diese  Ansichten  Gauss  an;  ihre  Ausführung  haben  dieselben  aber 
zuerst  durch  den  Ungar  Bolyai*)  in  dessen  Werke:  Ten  tarnen 

")  Bolyai,  Farkas,  war  den  9.  Februar  1775  gehören  und  starb 
hui  20.  November  I8j6.  Ein  volUtandige«  Verzeichnis  der  von  ihm 
he rnuspegebenen.  über  sehr  verschiedene  Wissenschaft«/» eipe  »ich  \ 
breitendeo  Werke  findet  man  in  dem  .«ehr  verdienstlichen  „Magyar 
Tu  dorn.  Akadrmiai  Alma  nach.  MDCCCLXIII  -  H  a.  Pesten, 
p«£.  282  44  • 
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juventutem  studiosam  in  Elementa  Matheseos  Purae 
elementaris  ac  sublimioris,  methodo  intuitive,  eviden- 
tiaeque  huic  propria  int ro ducendi.  M.  Va*sä>hely. 
1832  —  3.  und  durch  Loba  tschewsky  *)  vorzugsweise  in  der 
Schrift:  „Geometrische  Untersuchungen  zur  Theorie  der 
Parallellinien,  von  Nicolaus  Lobatsche wsky,  kaiserl. 
ru»s.  wirkl.  Staatsrath  und  ordentl.  Prof.  der  Mathe- 
matik bei  <Jer  Universität  in  Kasan.  Berlin.  1840."  er- 
halten. —  Von  dieser  letzteren  Schrift  nun  bat  Herr  Ho  Sei  die 
vorliegende  verdienstliche  französische  Uebersetzung  geliefert,  die 
dadurch  noch  einen  besonderen  Vorzug  erhalten  hat,  dass  der 
Herr  Uebersetzer  ihr  auch  eine  Uebersetzung  aller  der  interes- 
santen Briefe  beigefügt  hat,  welche  zwischen  Gauss  und  Schu- 
macher über  die  Theorie  der  Parallelen  gewechselt,  und  durch 
die  verdienstliche,  von  Herrn  Peters  veranstaltete  Herausgahe 
dieser  Briefe  neuerlich  bekannt  geworden  sind.  —  Mögen  sich 
daher  die  Leser  die  beacbtenswerthe  Schrift  des  Herrn  Ho  Gel 
recht  sehr  empfohlen  sein  lassen. 


Physik. 

Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellschaft  für 
Meteorologie.  Redigirt  von  Dr.  €.**)  Jelinek  und  J.  Hann. 
I.  Band.    Nr.  13 — 1>4. 

Es  freut  uns  sehr,  dass  diese  neue,  so  verdienstliche  Zeit- 
schrift, über  deren  frühere  Nummern  der  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXL 
S.  9.  zu  vergleichen  ist,  so  rüstig  fortschreitet,  indem  der  erste 
Band  in  seinen  24  Nummern  nun  vollendet  vor  uns  liegt.  Neben 
einer  grossen  Menge  kleinerer  Notizen  enthalten  die  jetzt  vorlie- 
genden 12  Nummern  eine  nicht  geringe  Anzahl  grosserer  allge- 
mein interessanter  Abhandlungen,  wie  z.  B. :  Der  Verdunstungs- 
messer (Atmometer)  in  seiner  einfachsten  Form  von  Prestel.  — 
Die  Bora  und  der  Tauernwind  von  Prettner.  —  Zur  Frage  über 
den  Ursprung  des  Föhn  von  Hann.  —  Ueber  die  Temperatur- 
verschiedenheit zweier  ungleich  hoher  Luftschichten  von  Ragona* 
Scina  in  Modena.  —  Ueber  die  Sicherheit  ozonometrischer  Be- 
stimmungen nach  Fremy  und  Cantoni.  —  Ueber  einige  neuere 
meteorologische  Instrumente.  —  Ueber  telegraphische  Witterungs- 


•)  Geboren  zu  N  i  j  nci  -  X  o  v  o  gor  od  im  Jahre  1703,  gestorben  in 
Kasan  im  Jahre  1856. 

•*)  Im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXI.  S.  9.  steht  falsch  „G.  Jelinek." 
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berichte  in  Russland.  —  Einfluss  der  Sternschnuppen -Schwärme 
am  1*2.  November  auf  den  Barometerstand  von  C.  F  ritsch;  wobei 
wir  natürlich  alles  Interessante  hier  nicht  namhaft  machen  können. 

Auch  von  Band  II.  Redigirt  von  C.  Jelinek.  liegen  uns 
bereits  6  Hefte  vor,  aus  denen  wir  Folgendes  herausheben:  Der 
Erdstrom  und  die  Telegraphenstrome  von  Lamont.  —  Ueber 
die  mit  der  Höhe  zunehmende  Temperatur  in  der  untersten  un- 
mittelbar auf  der  prde  ruhenden  Luftschicht  von  Prestel.  — 
Ueber  die  Frage  der  Wahrscheinlichkeit  von  zwei  Winterkälte- 
Polen  auch  auf  der  Süd  -  Hemisphäre  von  Mühry.  —  Beobach- 
tungen des  grossen  Meteorschwarmes  in  der  Nacht  vom  13.  bis 
14.  November  1866  (sehr  interessante  Zusammenstellung).  —  Die 
Erdgürtel  der  subtropischen  Winterregen,  ihre  geographische  Be- 
grenzung und  Beiträge  zu  ihrer  Charakteristik  von  Hann.  —  Zur 
Frage  über  den  Einfluss  der  Sternschnuppen  auf  den  Barometer- 
stand von  Fritsch.  —  Ueber  das  Anemometer  von  Kraft,  von 
Jelinek  (mit  Abbildung).  —  Zu  den  Betrachtungen  über  die 
Bora  von  Lorenz.  —  Ueber  den  Sturm  vom  14 — 16.  Januar  1867 
und  die  Sturmwarnungen  von  Jelinek.  —  Wald  und  Regen  von 
Hann.  —  Möge  das  verdienstliche  Unternehmen  immer  den  er- 
freulichsten Fortgang  haben! 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Milano,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.    (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXII.  S.  12). 

Tom.  VII.  Nr.  6.  Estratto  di  una  lettera  scritta  in  lingua 
italiana  il  di  21  Gennaio  1864  dal.  Sig.  Bernardo  Riemann  al  Sig.  Pro- 
fessore  Enrico  Betti.  p.  281.  —  Moto  di  un  punto  materiale 
lungo  un  arco  della  Lemniscata  Bernoulliana.  Nota  del  Sig. 
M.  Azarelli.    p.  284. 

Biviwta  bibliografica.  Risoluzione  di  un  Problema  rela- 
tiv o  all*  equazioni  di  terzo  grado.  Articolo  del  Prof.  Barnaba 
Tortolini.  p.  297.  (Die  hier  aufgelöste  Aufgabe,  die  wir  auch 
unseren  Lesern  zur  Bearbeitung  empfehlen  mochten,  ist  folgende: 
Wenn  eine  Gleichung  des  dritten  Grades  gegeben  ist, 
so  soll  die  Gleichung  gefunden  werden,  deren  Wurzeln 
die  Verhältnisse  je  zweier  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  sind.    Wenn  also  die  Gleichung  des  dritten  Grades 
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ax*  +  36**  +  3cr  +  d  =  0 

gegeben  ist,  und  a,  0,  y  die  drei  Wurzeln  derselben  siod,  so  soll 
die  Gleichung  gefunden  werden,  welche  die  Verhältnisse 

«  ß  a  y  ß  y 
a  9     ~~ 9     ~  •         *        *  3" 

p    a    y     <*    y  p 

zu  Wurzeln  hat).  —  Pubblicazioni  recenti. 

Nach  der  Anzeige,  welche  die  Leser  am  Ende  dieses  Litera- 
rischen Berichts  finden,  werden  die  Annali  di  Matematt ca 
pura  ed  ap plicata  von  jetzt  an  von  den  Herren  Brioscbi 
und  Cremona  in  Mailand  herausgegeben  werden.  Wie  grossen 
Dank  die  Wissenschaft  den  Herren  Betti,Genoccbi  und  nament 
lieh  Herrn  Tortolini  für  die  bis  jetzt  herausgegebenen,  so  viele* 
Treffliche  enthaltenden  sieben  ersten  Bände  schuldet,  kann  Niemand 
mehr  erkennen  als  der  Unterzeichnete;  Herr  Tortolini  hat  schon 
früher  sich  durch  die  Herausgabe  der  Annali  di  Scienze  rna- 
tematiche  e  fisiche,  von  denen  acht  Bände  erschienen  sind 
sehr  verdient  gemacht.  In  bessere  Hände,  als  in  die  der 
Herren  Brioschi  und  Cremona,  konnte  die  Fortsetzung  der 
neueren  „Annali "  nicht  gelegt  werden.  Grunert. 

Giornale  di  Mateniaticbe  ad  uso  degli  studenti 
delle  universitä  italiane,  pubblicato  per  cura  del  Prof. 
Battaglini.  Napoli.  (S.  Litcrar.  Ber.  Nr.  CLXXXH.  S.  12). 

Anno  IV.  Novembre  e  Dicembre  1866.  Di  una  pro- 
prieta  delP  iperboloide;  per  A.  Mogni.  p.  321.  —  Sopra  il  pea- 
dolo  ad  oscillazioni  coniche;  per  A.  Mogni.  p.  327.  —  Sopra 
le  diverse  espressioni  della  forza  acceleratrice  oella  teoria  delle  forze 
centrali;  per  A.  Mogni.  p.  339.  —  Quistione.  p.  344.  —  Notaintorno 
ad  una  proposizione  della  teoria  dei  numeri  del  Dottore  Piaina 
Carlo  Maria,  p.  345.  — -  Sulla  rotazione  di  un  sistema  di  tre  masse 
che  verificano  la  legge  delle  aree;  per  A.  de  Gasparis.  Conti- 
nuazione  alle  note  precedenti.  Vedi  p.  202.  e  vol.  III.  p.257,  p.  344, 
p.  348.  —  Moto  di  un  sistema  invariabile  di  punti  materiali  esistenti  in 
un  piano  intorno  al  centro  di  gravitä;  per  A.  de  Gasparis, 
p.  353.  —  Soluzioni  della  questione  48.  (Vedi  p.  293).  Soluzione 
del  Antonio  Tarlasco.  p.  359.  Soluzione  di  Giulio  Ascoli. 
p.  360.  —  Soluzione  delle  questioni  52  e  54;  per  Ernesto  Pa- 
dova.  p.  361.  —  Soluzione  delle  quistioni  52  e  53;  per  Ga- 
briele Tore  IN.  p.  367.  —  Soluziooe  della  questione  54;  per 
A.  Armen  ante.   p.  369.  —  Saggio  elementare  di  Geometria 
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della  sfera  del  Dot.  P.  Cassani  (Continuazione.  Vedi  p.  237). 
Questione.    E.  Fergola.    p.  380. 

AnnoV.  Gennaio  e  Febbraio  1867.  Sullo  sviluppo  delle 
funzioni  fratte  razionali;  per  N.  Trudi.    p.  1.  —  Di  una  pro 
prieta  delle  linee  a  doppia  curvatura;  per  E.  ßeltrami.   p.  21. 

-  Intorno  ad  una  trasformazione  di  variabili;  per  E.  Beltrami. 
p.  24.  —  Soluzione  della  quistione  55;  per  A.  Armen  ante, 
p.  28.  —  Soluzione  della  quistione  52;  per  A.  Bon o Iis.    p.  30. 

-  Programini  di  Concorso.  p.  32.  —  Annunzio  Bibliografico.  p.  33. 

-  Nota  sulla  riduzione  alla  forma  canonica  delle  quadratiche;  per 
C.  Sardi.  p.  35.  —  Sülle  forme  binarie  dei  primi  quattro  gradi, 
apparteuenti  ad  una  forma  ternaria  quadratica;  per  G.  Battaglini. 
p.  39.  —  Notizia  Universitaria.  p.  56.  —  Soluziooi  delle  quistioni 
49,  50;  per  A.  Mogni  e  L.  Rajola.  p.  57.  —  Soluzione  di  una 
questione  proposta  nell'  Educational  Times;  per  V.  Mol- 
lame,  p.  63. 


Berichtigung. 

im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXVIII.  (Theil  45).  S.  1U.  ist 
die  schone  Abhandlung:  „Sur  quelques  transforroatioos 
dintegrales  dlfinies"  von  Herrn  C.  F.  E.  Björling  in  der 
immer  so  vieles  Treffliche  enthaltenden  „UpsalaUniversitets 
Ärsskrift"  angezeigt  worden.  Herr  E.  G.  Bjorling,  Lector 
am  Gymnasium  in  West  er  äs,  welchem  das  Archiv  bekanntlich 
eine  nicht  geringe  Anzahl  sehr  schöner  Aufsätze  verdankt,  hat  in 
einem  überaus  freundlichen  Briefe  vom  28.  Januar  1867  mich 
darauf  aufmerksam  zu  machen  die  Gute  gehabt,  dass  die  genannte 
Abhandlung  nicht  —  wie  es  nach  der  Fassung  meiner  Anzeige 
allerdings  leicht  den  Anschein  haben  kann,  und  in  der  That  auch 
wohl  von  mir  irrthümlich  bei  der  Abfassung  jener  Anzeige  ange- 
nommen worden  sein  mag  —  von  ihm  herrührt,  sondern  vielmehr 
seinen  Sohn,  Herrn  Dr.  Carl  Fabian  Emanuel  Bjorling, 
Docent  i  Mathematik  an  der  Universität  zu  Upsala,  zum  Ver- 
fasser hat.  Indem  es  mir  Freude  macht,  durch  Herrn  E.  G.  Bjor- 
ling, den  Vater,  zu  der  vorstehenden  Berichtigung  in  den  Stand 
gesetzt  worden  zu  sein,  kann  ich  dem  Vater  zu  einem  solchen 
Sohne,  wie  dem  Verfasser  der  genannten  Abhandlung,  nur  aus 
dem  Grunde  meines  Herzens  Glück  wünschen,  und  der  fort- 
dauernden Freundschaft  beider  trefflichen  Männer  mich  angele- 
gentlichst empfehlen.  Grüne  rt. 
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Aus  der  nach  folgenden  Anzeige  werden  die  Leser  des  Arcbit« 
ersehen,  dass  die  trefflichen  „Annali  di  Matematica  Para 
ed  Applicata",  deren  bis  jetzt  erschienene  sieben  ersten 
Bände  von  den  hochverdienten  Herren  Betti,  Brioscbi,  Ge- 
uocchi  und  Tortolini,  unter  vorzüglicher  Mitwirkung  des 
letzteren,  in  Rom  herausgegeben  wurden,  von  nun  an  von  den 
Herren  Brioschi  und  Crem o na  in  Mailand  herausgegeben 
werden,  bei  fortwährender  Theilnahrae  der  Herren  Betti,  Ge- 
nocchi  und  Tortolini.  Möge  das  Unternehmen  einen  ununter* 
brocbenen  glücklichen  Fortgang  haben.  Grüne rt. 

AMALI  »I  1ATE1ATICA  FVRA  Ei  APPLICATA. 

Milnno,  10  febbrajo  1897. 

Chiarissimo  Signore, 

Dietro  accordi  stabiliti  fra  i  sottoscritti  ed  i  professori  Toi 
tolini,  Betti  e  Genocchi,  gli  Annali  di  matematica  pura  ed 
applicata,  sinora  pubblicati  in  Roma  dal  signor  Tortolini,  lo 
saranno  d'ora  in  pol  in  Milano,  dove  usciranno  per  fascicofi  liberi 
(senza  vincolo  di  tempo,  a  somigltanza  del  Giornale  Crelle-Bor- 
chardt),  ciascuno  di  10  o  12  fogli  in  4°.*)  Editori  sono  i  sotto- 
scritti, ma  continua  la  cooperazione  dei  tre  chiarissimi  professori 
nominati,  coli'  aggiunta  di  altri  geometri  italiani  e  stranieri. 

I  sottoscritti,  aprendo  le  pagioe  degli  Annali  a  tutti  i  cultori 
delle  scienze  matematiche,  confidano  che  V.  S.  Chiar.  vorra  con- 
tribuirvt  lavori  propri,  e  le  saranno  moltb  grati  se  procaccerä  8 
questo  periodico  anche  la  collaborazione  de'  suoi  amici.  Pregano 
poi  V.  S.  di  comunicare  loro  i  nomi  delle  persone  che  accettano 
l'invito,  aftinche  si  possa  al  piü  presto  farli  noti  al  pubblico. 

I  manoscritti  si  mandino  affrancati  ad  uno  degli  scriventi  o 
alla  Direzione  degli  Annali  di  matematica,  il  cui  ricapito  coraune 
e  presso  il  R.  htituto  Teenico  Superiore  di  Milano.    Le  nie- 

')  Quattro  fascicoli  formerannn  nn  voltimc,  che  costera  lire  Ii 
sfn?/ag<rinnca  di  «pese  pontali  e  tenza  distinzione  di  paese.  QotM 
Hiiimun  devVns<*re  mandata  per  vaglia  portale,  o  fatta  pagare  col  tntv* 
«Ii  un  corrispoodente ,  a  I  tipojfrafo  »Iff*  Francesco  Bancttf 
via  del  Senate,  26,  Hilano,  al  quäle  si  rivnlgeranno  le  dornte 
di  a*f  uciaaiitue. 

•  * 

Se  V.  S.  <lt'«i(lera  che  il  «nn  nume  o  qtiello  di  alcun»  de'  «uoi  aoic> 
•ia  inxcrittu  fra  pii  assoriati.  v  pregata  di  darnu  avvuo  affinchc  «i 
•  Ubilir?  il  ntunerii  delle  copie  da  »tamparHi.  f 
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morie  not)  saranoo  pubblicate  che  in  lingua  italiana,  latina  o  fran- 
cese;  ma  se  V.  S.  preferisse  servirsi  della  tedesca  o  dell'inglese, 
qui  si  provvedera  alla  traduzione.  Gli  antori  riceveranno  senza 
spese  25  copie  separate  delle  loro  memorie  inserite  negli  Annali 

Gli  editori  dei  periodic!  matematici,  che  hanno  fatto  sinora  il 
carnbio  cogli  Anna  Ii,  sooo  pregati  di  mandare  quind'  innanzi  i  loro 
fascicoli,  di  mano  in  mano  che  yengono  alla  luce,  ad  nno  de* 
sottoscritti  o  alla  Direzione  degli  Annali  di  matematica. 

Dalla  cortesia  dei  direttori  di  giornali,  riviste,  ecc.  i  quali 
riceveranno  questa  lettera  circolare,  si  attende  che  ad  essa  sia 
data  la  niaggiore  possibile  pubblicitä. 

Le  memorie  ed  i  libri  inviati  in  dono  saranno  annunziati  fra 
le  pubblicazioni  recenti. 

Nella  fiducia  di  ricevere  presto  da  V.  S.  una  favorevole 
risposta,  gli  scriventi  le  offrono  l'omaggio  della  loro  alta  consi- 
derazione. 

Prof.  Francesco  Brioschi. 
Prof.  Lüigi  Crbmoma. 


Preisaufgaben. 

Die  Akademie  der  physischen  und  mathematischen 
Wissenschaften  in  Neapel  hat  die  beiden  folgenden  Preis- 
aufgaben  gestellt: 

PROGRAttttl  DI  COWCOBSO. 

L 

L'Accademia  delle  scienze  fisiche  e  matematiche  di  Napoli 
conferirä  un  premio  di  seicento  lire  all'autore  della  migliore  me- 
moria sul  seguente  tema: 

„Determinare  le  caratteristiche  dei  sistemi  elementar*!  di  linee 
e  di  superficie  d'ordine  qualunque." 

L'applicazione  ai  problemi  sulle  linee  e  le  superficie  d'ordine 
qualunque  delPimportantissimo  metodo  di  Chasles  delle  caratteti. 
sticke  dipendendo  dalla  risoluzione  dei  tema  proposto,  l'Accademia 
invita  i  Geometri  a  trattarlo  completamente  in  modo  che  1°  per 
i  sistemi  di  linee  d'ordine  qualunque  assoggettate  a  passare  per 
puoti  dati,  o  a  toccare  rette  date  (supponendo  che  queste  condi- 
zioni  siano  tante,  meno  una,  quante  sono  necessarie  afönche  quelle 
linee  siano  determinate)  si  possa  coooscere  in  ogni  caso  il  numero 
delle  linee  dei  sisteraa  che  passano  per  un  punto  dato,  ed  il  nu- 
mero di  quelle  che  toccano  uua  retta  data;  2°  per  i  sistemi  di 
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superficie  d'ordine  qualunque  assoggettate  a  passare  per  pooti 
dati,  a  toccare  piani  dati  o  a  toccare  rette  date  (condiziooi  qneste 
tante,  meno  una,  quante  sono  necessarie  affinche  quelle  superßcie 
siano  del  tutto  determinate)  si  possa  conoscere  in  ogni  caso  il 
numero  delle  superficie  del  sistema  che  passano  per  un  pnnto 
dato,  quello  delle  superficie  che  toccano  un  piano  dato,  e  final- 
mente  quello  delle  superficie  che  toccano  una  retta  data. 

II. 

L'Accademia  conferirä  un  secondo  premio  di  lire  seiceoto 
all'autore  della  rnigliore  memoria  sul  seguente  programma: 

£  ben  conosciuta  la  importanza  in  molte  ricerche  di  alta  ana- 
lisi  del  fattore  irriduitibile  di  un  equazione  binomia;  vale  a  dire 
di  quel  fattore  che,  eguagliato  a  zero,  ha  per  radici  tutte  ed  esse 
soltanto  le  radici  primitive  di  quell'equazione.  II  Cauchy  diede 
per  il  primo  un  metodo  per  trovare  l'espressiooe  del  detto  fattore 
nel  caso  generale  in  cui  il  grado  dell'equazione  binomia  e  nn 
numero  composto  qualunque;  ma  questo  metodo  non  e  diretto. 
o  per  parlare  piü  esattamente  non  porge  il  mezzo  per  calcolare 
immediatamente  i  coefficienti  del  fattore;  mentre  risulta  da  una 
funzione  di  forma  frazionaria,  la  quäle  esige  divisioni  ed  altrt  svi- 
luppi,  per  cui  resta  ignorata  la  legge  de'  coefficienti  medesimi. 

Piü  tardi  l'illustre  Dirichlet  ottenne  di  far  emergere  quel  fat- 
tore dal  prodotto  di  due  altri  fattori  incommensurabili,  che  deter- 
mina  con  grande  eleganza;  ma  la  soluzione  del  Dirichlet  noo  e 
generale,  essendo  liinitata  al  caso  in  cui  il  grado  dell  equazione 
binomia  e  un  numero  dispari,  e  di  piü  risultante  dal  prodotto  di 
numeri  primi  disuguali,  cosicche  niuno  di  essi  vi  si  trovi  a  potenza 
superiore  alla  prima. 

Si  domanda  adunque  una  formola  che  potesse  dare  esplicita- 
mente  il  coefficiente  di  un  termine  qualunque  del  fattore  irridutti- 
bile.   Ol  anche  di  rendersi  generale  la  soluzione  del  Dirichlet. 

Condizloni,  1°.  Le  memorie  dovranno  essere  scritte  in 
italiaoo,  latino,  o  francese,  e  dovranno  inviarsi  al  Segretario  dell 
Accademja  non  piü  tardi  del  mese  di  marzo  del  1868. 

2°.  Esse  non  debbono  portare  il  nome  dell'Autore,  e  debboto 
essere  distinte  con  un  motto  il  quäle  dovrä  essere  ripetuto  sopra 
una  Scheda  suggellata  che  conterra  il  nome  dell'Autore. 

3°.  Le  memorie  premiate  saranno  pubblicate  negli  Atti  dell'Afca- 
demia,  e  gli  Autori  avranno  dritto  a  cento  copie  delle  medwime. 

4°.  Tutte  le  memorie  inviate  pel  concorso  ai  premii  si  con- 
serveranno  nell'Archivio  deH'Accademia,  e  soltanto  si  permettera 
di  estrarne  copia  a  chi  le  avrä  presentate. 
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